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Ueber Relationen zwischen Klassenzahlen binirer quadratischer 
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oe Vorbemerkung. 


Die vorliegende Arbeit enthiilt die Darstellung eines Theiles jener 
85 Untersuchungen, welche ich vor drei Jahren auf Anregung F. Klein’s 
angestellt habe und deren Ergebnisse durch zwei Noten in den ,, Géttinger 
Nachrichten vom 4. Juni 1879“ und in den ,Sitzungsberichten der 
Miinchener Akademie, Sitzung vom 7. Februar 1880“, mitgetheilt*) sind. 
Der erste Abschnitt der Arbeit beschiiftigt sich mit den Klein’- 
schen Modularcorrespondenzen, welche fiir das ,volle System ausge- 
zeichneter Congruenzmoduln der g'" Stufe,“ wo q eine Primzahl > 2 
ist, statthaben, wobei jedoch die Beschriinkung gemacht ist, dass der 
Transformationsgrad » nicht durch gq theilbar sein soll. Aus diesen 
Correspondenzen werden in Abschnitt II die linken Seiten der Klassen- 
zahlrelationen der g'" Stufe allgemein fiir ein durch q nicht theilbares 
n abgeleitet. Den Schluss bildet die Aufstellung der entsprechenden - 


» 


fertigen Formeln der 3. und 5. Stufe. 


I. Abschnitt. 
Ueber Modulargleichungen bez. Modularcorrespondenzen 
von primzahliger Stufe. 
§ 1. 


Die rationale absolute Invariante des elliptischen Integrales erster 
Gattung. 





Die rationale Invariante J des elliptischen Integrales erster Gattung 
als Function des Periodenverhiiltnisses o aufgefasst, hat die funda- 
mentale Eigenschaft**), bei allen Substitutionen von in 


*) Beide Noten sind in den Mathem. Annalen Bd. XVII, p. 71 ff. abgedruckt. 

**) Ich verweise ‘in Betreff der hier einschliigigen Litteratur auf die Arbeit 
von Hurwitz: ,,Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modul- 
functionen etc.“ in den hem. Annalen Bd. XVIII, p. 528 ff. 


XI. 1 
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J. Grersrer 


, ao 

—— wort , 
wo «, B, y, 8 ganze Zahlen der Determinante «d — By —1 sind, 
und nur bei diesen ungeiindert zu bleiben. Diese Substitutionen bilden 
eine Gruppe, welche die ,,zur Invariante J(@) gehdrige Gruppe“ heisst. 
Zahlen @, welche durch Substitutionen dieser Gruppe aus einander 
hervorgehen, heissen dquivalente Zahlen und die Gesammtheit aller 
nichtiquivalenten Werthe @ kann bei geometrischer Deutung der 
complexen Variablen @ in ,,das Fundamentaldrcieck** eingeschlossen 
werden. Letzteres ist von 2 geraden Linien, die zur Axe der rein 


imaginaéren Zahlen in den Abstiinden + | und — ~ parallel laufen, 


2 
und einem Kreise begrenzt, der mit dem Radius 1 um den Nullpunkt 

— beschrieben ist (siehe die nebenstehende Figur). 
Jedoch soll vom Rande der Figur nur die eine 
Hiilfte etwa die linke, welche in der Figur schiirfer 
gezeichnet ist, zum Dreieck gerechnet werden. Es 
gehen niimlich die beiden geradlinigen Begrenzungen 
durch die Substitution @ —a-+1, bez. o’—a—1 
aus einander hervor, ebenso die beiden Kreisbégen 


. ° ° , 1 : : 
\ ¢g und ig, durch w = — —. Daher sind immer 
@ 


\ je zwei Punkte des ganzen Randes nebenstehender 

Figur zu einander iiquivalent mit Ausnahme der 
Punkte @ = ico und @ =i, welche bei den genannten Substitutionen 
in sich iibergehen. 

Unter der eben angefiihrten Beschriinkung kinnen zwei Punkte des 
Fundamentaldreiecks zu einander nie dquivalent sein, wihrend jeder 
Punkt ausserhalb des Dreiecks einen zum Dreieck gehirigen dquivalenten 
Punkt besitzt. 

Das Fundamentaldreieck wird durch die Axe der imaginiren 
Zahlen in zwei kleinere Dreiecke ,,Elementardreiecke“ zerlegt. In 
unserer Figur ist das eine dieser Dreiecke schraffirt. 

Das Fundamentaldreieck geht durch Spiegelung an seinen Seiten 
nach dem Gesetze der reciproken Radien, entsprechend den Substitu- 
tionen der zu J gehdrigen Gruppe in unendlich viele andere Kreis- 
bogendreiecke iiber, von denen ebenfalls jedes in zwei Elementar- 
dreiecke, ein schraffirtes und ein nichtschraffirtes, zerlegt ist und 
welche in ihrer Gesammtheit die ganze positive w-Halbebene einfach 
und liickenlos tiberdecken. Jedes der so entstandenen Kreisbogen- 
dreiecke besitzt die Kigenschaften des Fundamentaldreiecks. : 

Im Hinblick auf die eingangs in Bezug auf J angefiihrte Higen- 
schaft ergiebt sich nunmehr, dass J(@) gerade einmal seine ganze Ebene 
beschreibt, wenn w iiber eines der ebenconstruirten Kreisbogendreiecke, 
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Ueber Klassenzahlrelationen. 


3 


speciell tiber das Fundamentaldreieck sich bewegt und zwar wird nach 
F. Klein J seine positive oder negative Halbebene. beschreiben, je 
nachdem @ iiber die schraffirte oder nichtschraffirte Hilfte des letzt- 
genannten Dreiecks sich ausbreitet. — 

Auch in der Theorie der biniren quadratischen ganzzahligen 
Formen von negativer Determinante spielt das Fundamentaldreieck 
eine sehr wichtige Rolle. Dort werden alle jene (unendlich | vielen) 
Formen 


Pa, + Qa,a,+ Ra,*, 


welche aus einander durch ganzzahlige Substitutionen 


a, = «a, + Ba,, 

@, = ya, + da, 
von der Determinante 1 hervorgehen, zu einer Klasse von Formen 
zusammengefasst. Insbesondere neunt man nach Gauss*) diejenigen 
Formen, deren Verschwindungspunkte mit positivem imaginiren Be- 
standtheile in dem eben beschriebenen Fundamentaldreiecke liegen, 
reducirte quadratische Formen. Jede Klasse quadratischer Formen von 
negativer Determinante besitzt eine und nur eine solche reducirte Form, 
welche daher als Repriisentant der ganzen Klasse von Formen auf- * 
gefasst werden kann, 


§ 2. 
Die Modulargleichungen der rationalen -absoluten Invariante J. 


Ersetzt man @ durch 
, ao +b 
(1) Wn SS 
ca+d 
wo a, b, c, d ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind, welche 
die Bedingung: 
ad—be=n 
erfiillen, so bezeichnet man dies als Zransformation n'* Ordnung von 
@. Die Gesammtzahl aller transformirten Werthe ’ liefert nur eine 
endliche Anzahl von Werthen, welche unter einander nicht iiquivalent 
sind. Diese Anzahl ist: 


N=n ‘1(1+5), 


wo das Product rechter Hand sich iiber alle von einander verschiedenen 
Primzahlen p von » hinerstreckt. 

Man beweist dies am einfachsten dadurch, dass man wirklich N 
verschiedene @-Werthe, ,, Reprdsentanten“ genannt, hinschreibt, zu 


*) Disquisitiones arithmeticae art. 171. 


4 J. Grerster, 


welchen alle Zahlen @’ iiquivalent sind. Als soleche Repriisentanten 
werden gewohnlich folgende hingestellt : 


(2) Quem AOS, 





wo A alle Theiler von » beschreibt, D = “ ist, und B jedesmal alle 


Reste mod. D bedeutet, welche zum gréssten Theiler 7’ von A und D 
relativ prim sind. In der That wird 
,_  ao+b : Ao+B 
eo 
iibergefiihrt durch die Substitution 
Ad— Be ag Ab— Ba 


n n 
(3) ep . BD 
+a- * 


n ad 
Offenbar kann aber von einer Aequivalenz nur dann die Rede sein, 
wenn diese Substitution*) der zu J gehérigen Gruppe (§ 1) angehirt, 
d. h. wenn sie ganzzahlig ist. Dies ist nur dann der Fall, wenn 

1) A der grésste Theiler von a und ¢ mit m ist und 

2) B den beiden Congruenzen 


B= b mod. D, 


(4) 
B= dmod, D 


mo bia 


geniigt. 
Die letzten beiden Congruenzen haben aber immer eine und nur 
eine Lésung; denn einerseits ist die Determinante 
x ec 


. 4 ¢—b-—=D=0 mod. D 


° P a ‘ . ; 
und andererseits sind =, zu D relativ prim (wegen 1). 


Cc 
A 

Endlich ist auch B zum groéssten Theiler 7’ von A und D relativ 
prim, da sonst a, b, c, d einen gemeinsamen Theiler haben wiirden, 
was der Voraussetzung widerspricht. Also ist jede Grosse w' zu einem 
ganz bestimmten der angegebenen Repriisentanten jiquivalent. — 

Aus diesem Umstande entstehen die Modulargleichungen der ab- 
soluten Invariante. Bezeichnet man nimlich die N Groéssen 


J an F(AEFE 


Jy; Jy; sex. Jy, 
wihrend J(@)—=J gesetzt wird, so sind diese N Werthe J‘ die 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung N'* Grades 


der Reihe nach mit 


*) Die Substitution hat die Determinante 1, 
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Ueber Klassenzahlrelationen. 


Cw J) =0, 
deren Coefficienten rationale Functionen von J sind. Diese Coefficien- 
ten bleiben nimlich als symmetrische Functionen der J’ bei allen Trans- 
formationen der zu J gehdrigen Gruppe ungeiindert. 

Zugleich erkennt man, dass diese Gleichung f(J’, J) = 0 unge- 
iindert bleibt, wenn man J und J’ mit einander vertauscht. In der 
That geht @ aus @’ hervor durch die Transformation n'" Ordnung 
do’ —b ; 

—co +a 

In einer anderen Weise werden die Repriisentanten von Herrn F. Klein 
aufgefasst. Seine Formulirung des Transformationsproblems schliesst 
die Irreductibilitit der entstehenden Modulargleichung von vorneherein 


Oo= 


‘ , . ao+b —— . 
in sich ein. An Stelle der Zahlen + werden nimlich hier nur 





ca+d 

die Zahlen 
1 aao-+ B 
n yo+o 


betrachtet, wo a, 6, y, 0 ganze Zahlen der Determinante «d — By=1 
sind. Dem entsprechend erscheinen auch die N Repriisentanten*) 
unter der bezeichneten Form. Die N in ihnen enthaltenen linearen 


‘ ° ° ° ao _ P ° 
Substitutionen von @ in — +6 fiihren das Fundamentaldreieck in N 


yo+o 
andere iiber, welche sich bei passender Wahl dieser Substitutionen 
mdglichst symmetrisch an einander anlegen und in ihrer Gesammtheit 
ein zusammenhiingendes Polygon bilden, das ,, /undamentalpolygon der 
Transformation ni” Ordnung.“ 

Ks eriibrigt noch, die Verzweigungen der aufgestellten Gleichung 
f(J’, J) =0 anzufiihren. Solche kénnen**) nur bei J=0, 1, co 
eintreten und zwar hiingen bei J = 0 alle Blitter mit Ausnahme von 
é& zu je 3, bei J —1 alle mit Ausnahme von e, zu je 2 zusammen, 

Die «, resp. é, exceptionellen Bliitter verlaufen in diesen Punkten 
einfach. Hierbei bedeuten «, und «, die Anzahlen der verschiedenen 
in » enthaltenen Factoren a + bo und a + bi, wenn alle jene Factoren 
als dieselben angesehen werden, welche durch Multiplication mit +- @, 
+ @?, +1, beziehungsweise -+7, -+ 1 aus einander hervorgehen. 
Die Bedeutungen von @ und ¢ sind: 


1 a, me 
e=—5+5V—3, i=yf—l. 
Die Verzweigung im Punkte J = co ergiebt sich aus der Bemerkung, 


dass J eine Umkreisung dieses Punktes macht, wenn w um die Kinheit 


*) Auch diese Repriisentanten sind durch die obigen Bedingungen (4) cha- 
rakterisirt. 
**) Hurwitz, l. ¢. 


| 
’ 


6 J, Gierster, 


zunimmt. Die a-Repriientanten Q4,, lassen daher unmittelbar erkennen, 
dass jedem Factor A von n p(T’) Cyklen von > Blittern entsprechen, 


wo A- D=vn, T der grosste Theiler von A und D ist und g(7’) die 
Anzahl der zu T relativen Reste modulo 7’ bedeutet. 


§ 3. 
Das System der ausgezeichneten Congruenzmoduln der qg‘™ Stufe. 


Die von I’. Klein*) entworfene allgemeine Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen schliesst sich den Betrachtungen an, welche in § 1 
dargelegt sind. Diese Theorie beschiftigt sich in erster Linie mit den 
Untergruppen der zu J gehérigen Gruppe. Im Anschlusse hieran wer- 
den algebraische Functionen von @ betrachtet, welche ungeiindert 
bleiben, wenn man auf @ die Substitutionen jener Untergruppe an- 
wendet. Letztere I'unctionen werden elliptische Modulfunctionen im 
allgemeinsten Sinue genannt. Insbesondere werden unter Congruenz- 
moduln solche verstanden, deren zugehdrige Gruppe eine Congruenz- 
gruppe d. h. eine solehe Gruppe ist, deren Substitutionen 

, aa 
ens = 3 3 
durch gewisse Congruenzen fiir «,8,y,0 modulo m charakterisirt 
werden kénnen, wo m eine positive ganze Zahl ist. Ist die Zahl m 
der kleinste Zahlenmodul von dieser Kigenschaft, so heisst sie die Stufe 
der Congruenzgruppe oder des Congruenzmoduls. Zahlen @, welche 
durch die Substitutionen der Gruppe aus einander hervorgehen, 
heisser relativ dquivalent. 

Es giebt eine besonders wichtige Gruppe der m' Stufe, welche 

durch folgende Congruenzen definirt ist: 


a:B:y:0=1:0:0:1 mod.m, 
ad — By=1. 


Die Wichtigkeit dieser Congruenzgruppe**) der m'*" Stufe liegt darin, 
dass sie Untergruppe einer jeden anderen Congruenzgruppe der m'*" 
Stufe**) ist. Ausserdem ist sie eine ausgezeichnete Untergruppe der zu 
J gehérigen Gruppe, d. h. sie ist mit allen Substitutionen der letzten 
Gruppe vertauschbar. Ist m eine Primzahl g — und dies soll von jetzt 
an immer vorausgesetzt werden, — so ist diese Gruppe die einzige 
ausgezeichnete Congruenzgruppe der genannten Stufe. 





*) Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Miinchen; vom 
6. Dec. 1879 oder Math. Annalen Bd. XVII, pag. 62 ff. Blosse Citate auf Seiten- 
zahlen beziehen sich immer auf diese letztere Publication. 

**) Hurwitz: Grundlagen etc. pag. 541. 
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Ueber Klassenzahlrelationen. 7. 
Im Hinblick auf diese ausgezeichnete Congruenzgruppe der g'" 
Stufe werden 2 Substitutionen 


en eo + Bp 


, , 
ao 
und wae SOF 

yo+oa yot+o 

modulo g zu einander co:gruent genannt, wenn sie auseinander durch 


eine Substitution jener Gruppe hervorgehen, d. h. wenn die Be- 


dingungen: 
e:B:y:0=a':p':y':0 mod.g 





stattfinden. 
Die Gesammtheit aller Substitutionen der zu J gehérigen Gruppe 

gig’ — 1) 
2 


ist dann modulo g zu r = Substitutionen congruent. Sind 


diese x Substitutionen passend gewiihlt, so fiihren sie das Funda- 
meutaldreieck in » — 1 weitere Invariantendreiecke (§ 1) iiber, die 
sich mit dem Fundamentaldreieck selbst zu einem geschlossenen Polygon 
von 2r ,,Elementardreiecken‘‘ zusammensetzen. Dieses Polygon heisst 
das zur Congruenzgruppe der q'" Stufe gehorige Fundamentalpolygon.*) 
Es geht durch die Substitutionen dieser Gruppe in unendlich viele 
Polygone iiber, welche die ganze positive Halbebene einfach und 
liickenlos tiberdecken. Die Wichtigkeit dieser Polygone beruht darauf, 
dass jedem @-Werthe ein und nur ein Punkt eines solchen Polygons 
relativ iiquivalent ist. 

Man kann nun zu dieser Gruppe q'' Stufe ein vollstindiges System 
von v ausgezeichneten Moduln 


. M 
L, (@) = mes | 5 ly (@) = 





@ 

Mo ctey } 3 Wy(@) = = mo oe * 
welche durch vy — 1 Gleichungen an einander gebunden sind, so wihlen, 
dass dasselbe fiir zwei verschiedene Werthe w, und w, dann und nur 
daun das gleiche Werthsystem M, : M,: M,:--:-:M,4: annimmt, wenn 
diese zwei Werthe zu einander relativ iiquivalent sind, und dass ferner 
die r Werthsysteme desselben, welche einem gegebenen Werthe von 
J(@,) entsprechen und welche man erhilt, wenn man auf @, gerade 
r modulo q zu einander nicht congruente Substitutionen, 


oe HOFB 


~ yore 

anwendet, durch lineare Transformationen aus einem unter ihnen 
hervorgehen.***) 

*) Ausfiihrliches iiber dieses Fundamentalpolygon giebt die Arbeit von 
Herrn Dyck in den Mathem. Annalen Bd. XVIII, pag. 507. 
**) Diese Quotienten werden eingefiihrt, um homogene Gleichungen zu 
erhalten. 
***) pag. 65. 





8 J. GrexsTer. 


Diese r linearen Transformationen der M bilden eine Gruppe [ 


iD iae . 
ao, welche zur Galois’schen Gruppe G der 


Modulargleichungen der Transformation q'* Ordnung der absoluten 
Invariante J holoedrisch isomorph ist. 


Wie schon gesagt wurde, entsprechen im allgemeinen jedem Werthe 


vom Grade r = 


J gerade = Werthsysteme der ausgezeichneten Moduln wy, u.,-+- Uv. 


Ausnahmen finden nur fiir J = oo, 0, 1 statt. Diesen Werthen ent- 


g-—i1 2 — 1) (q? — 1) : 
sprechen bez. nur 4, ste und “4 ~~ verschiedene Werth- 
systeme jener Moduln, welche kurz Punkte a, Punkte b und Punkte 
e genannt werden sollen. In den entsprechenden Punkten des Funda- 
mentalpolygons treffen je q, je 3 oder je 2 Invariantendreiecke zu- 


sammen. Die Ecken a werden zweckmiissig durch die ? a Symbole 
C 2 
G 
dargestellt, wo @ die Werthe 0,1,2,--- 5 ant J hat und rt im Falle 


? 
o = 0 die Zahlen |, 2, -- -, = , in jedem anderen Falle dagegen die 
Zahlen 0, 1, 2,+++,q@ — 1 beschreibt. 

Ferner bemerkt man, dass jeder Punkt a@ bei einem und nur bei 
einem Cyklus [,*) von Substitutionen der Gruppe [, ebenso ein 
Punkt 6 nur bei einem Cyklus [,, ein Punkt ¢ nur bei einer [, fest- 
bleibt. Da aber die q+ 1 in der Gruppe [ enthaltenen Cyklen [,, ebenso 
die aati) Cyklen [, und die a(a+1) Cyklen [, alle unter sich 
gleichberechtigt sind, so ergiebt sich der Satz: 


Bei den Substitutionen einer [, bleiben immer 4 Punkte a, 


bei den Substitutionen einer [, +t Punkte b, bei jeder Substitution 


der Periode 2 aber bleiben -4 = Punkte ¢ fest, je nachdem g=- 1 oder 


— 1 mod. 3, bez. = 1 oder — 1 mod. 4 ist. 


§ 4. 
Die Modulargleichungen bez. Modularcorrespondenzen des ausgezeichneten 
Modulsystems der ¢’” Stufe. 
Dieser Paragraph beschiiftigt sich mit dem rans/ormations- 
probleme**) der ausgezeichneten Congruenzgruppe der g'" Stufe und 
des dazu gehérigen vollen Modulsystems. Indess sei in Betreff des Trans- 


*) Der Index giebt die Ordnung der Gruppe an, 
**) pag. 66, 
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formationsgrades » die Hinschriinkung getroffen, dass n zu q relativ 
prim sei, 

In allgemeinster Weise ist hier das Transformationsproblem definirt 
durch die Gleichung 
(1) ao = et 
wo a,b,c, d ganze Zahlen der Determinante ad — be = » sind. Um 
alle Substitutionen der Form (1) zu finden, welche demselben @ ent- 
sprechen, hat man auf @ in Gleichung (1) alle Substitutionen der 
ausgezeichneten Congruenzgruppe der q'*" Stufe anzuwenden, d. h, alle 
Substitutionen 


o, = teMoteg 
1 eqa-+ (t—pq)? 
wo w, v,@ ganze Zahlen der Eigenschaft w? + ve = — | sind. Dies 
liefert aber offenbar alle ganzzahligen Substitutionen 
2 a S225 
(2) ve ca-+d? 


wo a,b’, c, d ganze Zahlen der Determinante » sind, welche ausser- 
dem den Congruenzen 
a@:U:¢:d =a:b:ce:d mod. gq 
geniigen. 
Hieraus folgt der Satz: ° 
a. 1 : : 
Es giebt a4 = ) verschiedene Modulargleichungen oder Modular- 
correspondenzen zwischen den Moduln: 
Hy = Hy (@), Hy = My (@), + + +5 My = Hy (@) 
und den Moduln: 
’ , , , , , 
Hy = 4, (); Hy = He (@), +++, Hy = W(@). 


q(q — 1) 
2 


Es giebt niimlich verschiedene Loésungssysteme 


a:b:e:d mod. gq 
der Congruenz 
ad — be =n mod. q. 

Durch jede solche Lésung aber wird eine Correspondenz erhalten. Wir 
kénnen daher diese Correspondenzen passend durch die Congruenzen 
5 ao+b 
é of aot. 
ca+d 


ad —bc=n 


mod. q 


von einander unterscheiden. 
Weiterhin erkennt man: 


. 24 . ; 
Diese == —s Modularcorrespondenzen zwischen den M und den 


M’ gehen aus einer dadurch hervor, dass man die M fest liisst, die M 
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qe 


dagegen den a linearen Substitutionen der Gruppe T unterwirft 


oder umgekehrt. 
In der That geht ja die erstere der beiden Correspondenzen 


,_ @o+bd 
@ =-—eta mod. q, 
ee ao a bv’ 
o =TJeid mod. q 
in die letztere derselben iiber, wenn man auf @' die Substitution 
ad—ve mer ab —ab 
‘4) ao” = = ”__,_ mod, ¢ 
( — ¢d—ced’ ad — be -@ 
aa i re . 


der zu [ isomorphen Gruppe G anwendet. Substitutionen der Deter- 
minante 1, welche zu jener letztgenannten Substitution modulo ¢ 
congruent sind, giebt es hier immer, da ja » 2 0 mod. g angenommen 
wurde. Eine solche Substitution fiibrt aber alle Zahlen 

, awo-+b 





ca+d ( . be ), 
welche zur ersten Correspondenz gehiéren, in alle Zahlen 
, a’ o +)’ ‘» . 
a= -(ad’—Ve =n 
ee (a c ) 


iiber, welche zur zweiten gehéren. — 

Wir wollen jetzt fiir die Modularcorrespondenz (3) in iihnlicher 
Weise @-Représentanten aufstellen, wie dies in § 2 fir die Modular- 
gleichyungen geschehen ist. Hierzu verwenden wir die Grdssen 
a2s at B 
y2agta 
wo «, B, y, 0 4 ganze Zahlen der Determinante 1 sind, welche den 
Congruenzen : 


(5) S(Q4,2) = 


. a b c d 
a:B:7y:0= Zip iy7: mod. q 


geniigen. Dabei bedeutet Q4 2 die Grosse 


wo A alle Theiler von » beschreibt, D = i ist und B alle zum 


groéssten gemeinsamen Theiler 7’ von A, D relativ primen Reste mod. D 
beschreibt. Die Gréssen a, B, y, 0 sind natiirlich mdglichst einfach 
zu wihlen. . 
Man iiberzeugt sich durch eine Substitution (3) in § 1 leicht, dass 
jede Substitution, die in Gleichung (1) dieses Paragraphen gnthalten 
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ist, einem und nur einem @-Repriisentanten relativ iiquivalent ist, dass 
ferner die Zahl der letzteren wieder durch 


N=nTt(1+-+)* 

(1+5)% 
dargestellt ist. Den N Werthsystemen der transformirten Moduln 
My, ey ***, My, Welche demselben Werthsystem der urspriinglichen 
Moduln ,, U, +--+, &@» entsprechen (und umgekehrt), sind diese w- 
Repriisentanten in ein-eindeutiger Weise zuzuordnen, 

Den ebengenannten Reprisentanten, welche ich ,,eur Ecke (5) 
gchorig* bezeichne, stelle ich noch andere Repriisentanten an die Seite, 
welche zu den Ecken (*) des urspriinglichen Modulsystems gehéren 

~ : ' b 
und welche man erhilt, wenn man in uw, (@),--+ und u,'(@)=a, (eety 
an Stelle von @ die Grdsse ae setzt, wo t, 6, @, v ganze Zahlen 
der Determinante 1 sind. Sie sind 


(6) Shae ts 

eka gtr? 
wo t,6,0,¥v wieder ganze Zablen der Determinante 1 sind, welche 
den Bedingungen: 


(7) vice: of = Sette : setts : fet Se ¢ +s mod, q 
geniigen. 

Hieraus ergiebt sich auch leicht das Resultat, dass Verzweigungen 
der Moduln w’ in Bezug auf die Moduln w nur fiir die Punkte a ein- 
treten, und zwar entsprechen jeder Ecke (=) der w fiir jede Zerlegung 
n=A-+D genau o(T7) Cyklen von cd Blittern. Dieselben vertheilen 


sich aber auf verschiedene Ecken (=) der w’. Die Zahl dieser ver- 


schiedenen Ecken 5 ist nach den Gleichungen (6) und (7) der Anzahl 


der modulo q verschiedenen Werthe A? gleich, wenn A alle Theiler 
von » beschreibt. 


§ 5. 
Die simultanen linearen Substitutionen der Modularcorrespondenzen in sich. 
Die Modularcorrespondenzen des § 4 gehen durch sf simultane 


Substitutionen der M und M’ in sich iiber. Jeder Substitution XY der 


*) Diese Repriisentanten sind denen, welche bei den Modulargleichungen 
zwischen ¥ und J’ auftreten, eindeutig zugeordnet. 
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Gréssen M aus der Gruppe [ entspricht eine andere Substitution >’ 
der Gréssen M’ und umgekehrt. 
Dies folgt einfach daraus, dass die Congruenz 


, 


@ 
a’ = = mod. q, 


: Pint 
welche eine der 1 - ) 


Correspondenzen charakterisirt , in sich tiber- 


geht, wenn man gleichzeitig auf @ und @’ die simultanen Substitutionen 


S cote mod. q, 
eo+t 

ad nn 

S ne «| mod. ¢ 


der Gruppe G anwendet, wobei «, 6, y, 0 beliebige Zahlen der Deter- 
minante 1 sein kénnen. Den Substitutionen S und S’ der Gruppe G 
entsprechen aber Substitutionen 2 und & der Gruppe [ und diese 
lassen, simultan angewendet, die Correspondenz ungeiindert. Was aber 
es . z— | . . . ee 

fiir eine der aa Correspondenzen bewiesen ist, gilt fiir alle, da 
sie aus jener abgeleitet werden, indem man die M fest liisst, auf die 

> - gq?—1 . ° 

M’ dagegen die BA se ) Substitutionen der Gruppe [T anwendet. 
Fiir die allgemeine Correspondenz 


, aoa+b 


o = etd mod. q 
sind die simultanen w-Substitutionen definirt durch 
. A ’ ao+ Bp 
(1) S ee mod. q, 
S’-- USU-' mod. q, 
wobei 
a b 
—o++- 
U = Ve mod. q 
c at d 
Vn Vn 


zu setzen ist. Diese Substitution U gehért der Gruppe G selbst nur 

an, wenn ” quadratischer Rest mod. q ist. Ist m quadratischer Nichtrest, 

so gehért sie einer Gruppe von qg(q? — 1) Substitutionen an, welche 

als Gruppe der Modulargleichung f(J’, J) = 0 der Transformation 
q-—1 

q‘* Ordnung ohne Adjunction von / (—1)? -q aufzufassen ist.— 

Ferner erkennt man, dass die Modularcorrespondenz, welche durch 


= sett 
ca+d 


mod. g 
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dargestellt ist, in sich tibergeht, wenn man die Grissen us an Stelle 
der Griéssen wp setzt, die alten Grissen wo aber gleichzeitig durch ge- 
wisse lineare Combinationen der Ue ersetzt. Diese linearen Combina- 
tionen gehen aus den urspriinglichen Werthen uw, hervor, wenn man 
auf dieselben jene Substitution der Gruppe [ anwendet, welche der 
Substitution 
U? mod. q 

der Gruppe G entspricht. 

Hat speciell U die Periode 2, d. h. ist a+ d=0O modulo q 
dann (und nur dann) geht die Correspondenz durch gegenseitige Ver- 
tauschung der Gréssen uw und w’ in sich selbst iiber. 

In der That geht ja die Congruenz 


, aw-+b 
; @ = odd mod. qg 
in 
, @a,+b 
o; = te4d mod. q 


ao-+b 


iiber, wenn man aa durch @, ersetzt, gleichzeitig aber @ der 


Substitution U? mod. q unterwirft. 


§ 6. 


Eine besondere Gruppe von simultanen Substitutionen der Modular- 
correspondenzen in sich. 


‘ Ba slain Post 
Von besonderem Interesse sind hier diejenigen unter den a L 


simultanen Substitutionen der Modularcorrespondenzen gq‘ Stufe in 
sich, bei denen zugleich auch die Correspondenz 
M,:My:+ ++ Myga = Myo: Myos++ + Mya 
ungedndert bleibt. Offenbar bilden diese Substitutionen eine in der 
Gruppe [ enthaltene Untergruppe. 
Wir finden diese Substitutionen wieder durch Betrachtung der 
zugehérigen Substitutionen der Gruppe G. Die Congruenz 


ot ao+b 
(1) ~ ¢@+d | mod, q 
ad —be=n 
geht durch die simultanen Substitutionen S und S’== USU-' mod. q 
von @ bez. ow’ in sich tiber. Diese Transformation der Congruenz (1) 
in sich ist eine besondere, wenn 
S’ = S mod. q 
wird, d. h., wenn die Bedingung 


(2) USU"=S8 


- 























14 


J. Grerster, 


oder 
S— US = U mod. q 
erfiillt ist. 

Die Zahl der Substitutionen der Gruppe G, welche diese Be- 
dingung erfiillen, liisst sich aber leicht bestimmen. Gehdrt U zur 
Gruppe G, d. h. ist  quadratischer Rest modulo qg, dann ist die 
Aufgabe ohnehin schon erledigt*). Die Substitution S muss die fest 
bleibenden 2 Elemente der Substitution ebenfalls fest lassen -oder sie 
unter einander vertauschen. Diese festbleibenden Elemente sind aber 
die 2 reellen oder imaginiiren**) Wurzeln der Congruenz: 


(3) co? + (d — a) a — b = 0 mod. gq. 
Wir unterscheiden jetzt verschiedene Fille. Es sei niimlich 
1) c=d—a=bd=0, 
also 
a:b:e:d=Yn:0:0: Ynmod. q, 
dann ist U der Identitiit @ mod. q congruent, und also erfiillt dann 
jede Substitution S die Bedingung (2). 


Es giebt daher, wenn n quadratischer Rest modulo q ist, eine 
durch 


,_. Vno 


eo’ = mod. q 


Vn 


dargestelite Correspondenz, fiir welche alle g = =- 1) simultanen 
Substitutionen besondere Substitutionen sind, so dass sie also auch die 
Correspondenz 
; M, : My: + = +: Mygy == My: My’: +» +: Myqi 
ungedndert lassen. 
2. Es sei ferner wieder die Discriminante 
—A=k—4n 
[k=+ (a+) 
der Congruenz (3) = 0 mod. q, was m als quadratischen Rest mod. q 
voraussetzt. Es seien jedoch nicht gleichzeitig b und c = 0 mod. q, 
dann hat U die Periode q und es giebt gq besondere Substitu- 


tionen S, welche die Potenzen von U sind und also eine cyklische 
Gruppe G, bilden. Also kommt: 


Ist n quadratischer Rest mod. q, so giebt es © re 3 Correspondenzen, 
welche je g=4q besondere Substitutionen zulassen. Dieselben bilden 
*) Vergl. meine Abhandlung: Die Untergruppen der Galois’schen Gruppe 


der Modulargleichung ete., Mathem. Annalen Bd. XVIII, pag. 334 ff. 
**) Von den Vertauschungen der M und M’ wird hier abgesehen. 
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einen Cyklus G,, dem auch U angehirt. Fir sie ist k=-+2Yn 
(also A = 0), aber nicht gleichzeitig 6b =O uad c==0 mod. q. 

Ganz analog findet man die Siitze: 

3. Jede Correspondenz, fiir welche — A quadratischer Mest 


1 


mod. q und k =-+-(a-+ d) 2 0 mod. q ist, hat g = 4  besondere 


simultane Substitutionen, welche einen Cyklus G,1 bilden. Zu diesem 


2 
Cyklus gehért eventuell auch U*) selbst und jedem Werthe k? = Const. 
mod. q gehdren 2. se) solche Correspondenzen zu. 


4. Jede Correspondenz, fiir welche — & quadratischer Nicht- 


rest mod.q und k 2 0 mod. q ist, hat g= rt besondere Substitu- 


tionen, welche einen Cyklus Gy41 bilden. Lu diesem gehort eventuell 


auch die Substitution U. Jedem k? — Const. mod. q gehiéren 2- sig—) 
solehe Correspondenzen zu. 

5. Es giebt agth Correspondenzen, welche q—1 bez. q+1 
besondere Substitutionen zulassen. Diese. bilden eine Doppelpyramiden- 
gruppe Soe oder Go , und zwar je nachdem —n quadratischer 


Test oder Nichtrest modulo q ist. Fiir diese Correspondenzen ist 
k = 0 mod. q. 

Dass im Falle k 0 mod.q die Zahl der besonderen Substitu- 
tionen sich verdoppelt, hat seine ganz einfache Ursache darin, dass 
dann U die Periode 2 hat, und die Lisungen Q& der Congruenz 


SUS = U— mod. q 


wegen U~! = U auch in Betracht kommen. 


Il. Abschnitt. 


Ueber die Klassenzahlrelationen der q' Stufe. 


Wir schreiten nun zur Aufstellung der Klassenzahlrelationen, 
welche den Modularcorrespondenzen der g'" Stufe entspringen. Zu- 
nichst soll die Klassenzahlrelation entwickelt werden, welche die 
Modulargleichuugen der absoluten Invariante J liefern. Sie wird 
dann als Basis dienen, auf welche sich zweckmiissig die Construction 
der Klassenzahlrelationen der héheren Stufen griindet. Das Princip 
der Ableitung besteht darin, dass man die Zah] der Coincidenzen der 


*) Dies tritt ein, wenn U der Gruppe G@ selbst angehért. 
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Modulareorrespondenzen der g'** Stufe in doppelter Weise abzihlt, 
auf arithmetischem Wege und auf algebraischem Wege, und die er- 
haltenen Resultate mit einander vergleicht. 


§ 1. 
Die endlichen Punkte J = J’ der Modulargleichung /(J’, J) = 0. 


Im Folgenden werden wir @ in das Fundamentaldreieck ein- 
schliessen. Hierdurch erzielen wir, dass J(@) jeden seiner Werthe 
ein und nur einmal annimmt. Jedoch wollen wir den Punkt @ = io, 
welchem J = oo entspricht, einstweilen von unserer Betrachtung 
ausschliessen. 

Wir bezeichnen ferner mit J’ die Grosse 

, ao+b 
c- 5 Gare . 

wo a, b, ec, d ganze Zahlen der Determinante n sind, welche 
also durch Transformation ». Ordnung aus J = J(w) hervorgeht. 
Zwischen J‘ und J und ebenso zwischen J’—J und J besteht dann eine 
Gleichung /(J’, J) = 0 des Grades N, welche wir uns durch eine 
N-blittrige Riemann’sche Fliche veranschaulichen kénnen. Jedem 
der N Blitter entspricht ein bestimmter w- Repriisentant in der Weise, 
dass, wenn @ und also J =J(m) ein vorgegebener Werth ist, die 
Werthe J’ — J, welche in den N iibereinanderliegenden Bliittern 
liegen , durch die N Gréssen 

’ © J —dJ=d(Q,z) — J(o) 

definirt sind. * 

Wir fragen nun: Fiir welche Werthe @ kann J’ — J gleich 
Null werden? 

Die Grissen J = J(@) und J’ = Jd bag} werden dann und 

co+d 


nur dann einander gleich, wenn 


sotd 
co+d 
eu etwander diquivalent sind, so dass sie durch eine ganzzahlige Trans- 
«+B der Determinante 1 aus einander hervorgehen. 
yo+o 

ao+b 
coa+d 


co und 


formation @ = 


Denken wir uns diese Transformation in - bereits eingegangen, 


so erhalten wir die Gleichungen 
_ ao+b 
(1) at +d’ 
co®? + (d—a)o—b=0. 
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So oft also J = J’ wird, ergiebt sich als Verschwindungspunkt 
einer ganzzahligen quadratischen Form von einer negativen*) Deter- 
minante der Gestalt 


D=(d+aP—4n=—A. 


Der Voraussetzung nach, welche wir in Betreff der Grosse @ am EKin- 
gange dieses Paragraphen gemacht haben, ist unsere Form (2) eine 
reducirte quadratische Form von negativer Determinante. 

Es handelt sich jetzt umgekehrt darum, die Anzahl der einfachen 
Punkte J’ = J, oder die Zahl der Nullpunkte J’— J in Bezug auf 
die Variable J aufzufinden, welche einer vorgegebenen quadratischen 
Form: 

(3) Po’ + Qo+R 
der negativen Determinante x? — 4n entsprechen. Diese Anzahl ist 
offenbar durch die Zahl der Repriisentanten Q4,, definirt, welche zu 
dem Verschwindungspunkte mit positivem imaginiiren Bestandtheile 
jener quadratischen Form iiquivalent sind. 
In der That werden von den N zugehérigen Werthen 


J (Q4,2) — J(@) 


die und nur die zu Null werden, fiir welche Q4, zu @ iquivalenc 
wird. Alle diese Punkte liegen ferner in verschiedenen Blittern der 
Riemann’schen Fliche, sie kénnen keine Verzweigungspunkte sein 
von J’ in Bezug auf J, also auch nicht von J’— J in Bezug auf J. 
Man bemerke niimlich, dass Verzweigungen von J’ in Bezug auf J 
ausser in dem ausgeschlossenen Punkte J = oo nur fiir J =O und 
1 statthaben kénnen, dass aber gerade jene Punkte keine Verzweigungen 
haben, fiir welche J = J’ = 0 oder 1 ist. Ausserdem bemerke man, 
dass jedem Repriisentanten Q4,, gerade ein Nullpunkt von J’— J 
entspricht. Wenn zwei solche vorhanden wiiren, so miisste ausser 
J’=J auch noch J’+dJ'=J-+dd sein. Diesem entspriiche 
aber, dass ausser: 

ao+b 

co+td 


@ und 

auch noch 
a(o + da) +d 
| a+ do und dottars 
wo 0 das Differential von @ ist, fiquivalent wiiren. Es miisste also 
ausser der Gleichung ’ 
Po+Qo+R=—0 
noch die Gleichung 2P-—+ Q=.0 bestehen, also @ reell sein, was 
gegen die Voraussetzung ist. 
*) Da o im Fundamentaldreieck liegt, 


Mathematische Annalen. XXT, 
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Dass 47 5" fiir die hier brauchbare Wurzel @ einer Gleichung 
. u 
(2) weder 0 noch co werden kann, folgt auch aus der Gleichung: I 

2 
‘ 1 dJ’ J%(J—1)? 
M? = —.- _— > | 
n dJ yi ’—1)2 
Fir J =J’ kommt aus ihr _ =n-M?*. Nun ist hier M dargestellt - 
durch die Gleichungen U 
M= Yatao, + bag, ca,-+ dag) 
i ? 
Va, ©.) d 
2 t ae 

VA(o, o,) = -@- | fa—en), ' 

wobei gq = ¢'7" und @ = =! zu setzen ist. Wegen der Gleichungen 

2 
(1) und (2) ist aber jetzt aw, + bo, = a, (cw + d) und ca, + da, 
= @,(c@ + d); also wird hier 
eR 

~ Co+td? ] 

und da (wegen Gleichung (2)) auch n = (cm + d) (— cw + a) ist, 
so kommt ‘ 
dJ'’ —_—cw-+a ' 
adJ = co+d ’ 
ein Ausdruck, der von 1 und co verschieden ist. | 


Wir schreiten jetzt zur Abzihlung der Repriisentanten Q4 2. Zu- 
niichst folgt: Jeder reducirten quadratischen Form (3) entspricht eine 
und nur eine Gleichung (1), wenn man jene Formen, fiir welche 
* > © ist, doppelt nimmt und die eine dieser Formen dem _positiven 
Werthe von x, die andere dem negativen als entsprechend zuweist. 
Dies letztere soll im Folgenden durchaus geschehen. 

Ks ergiebt sich niimlich folgende Lésung: 


i Oe: ae 
*(4) mb: ssh ney ee 
Po+ i ? 





Hierbei sind aber einstweilen diejenigen Formen (3) ausgeschlossen, 
fiir welche P, Q, R, n einen gemeinsamen Theiler haben. Dieser 
wiirde niimlich auch Theiler von 

¢ &% Q— &x 
P, St —, @ 3» » & (und umgekehrt) 
sein, ein Vorkommniss, welches in Absch. I., § 2. ausgeschlossen 
wurde. 


*) Klein, Math, Ann. Bd, XIV, pag. 145; Hurwitz, Math. Ann. Bd. XVIII, 
pag. 565 ff. 
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Wir haben noch zu entscheiden, ob die beiden durch « =+ 1 
und ¢=—1 unterschiedenen Substitutionen (4) zu verschiedenen 
Repriisentanten gehéren. 

Nach der Definition dieser Repriisentanten (Absch. I., § 2.) liefern 
unsere Substitutionen dann und nur dann denselben Repriisentanten, 
wenn erstens die Zahlen 


a) P, $+ ft 


und die Zahlen 


» nN, 


denselben gréssten Theiler A besitzen und wenn zweitens die folgenden 
4 Congruenzen gleichzeitig bestehen: 


ots - B= RA mod. n 2—* - B= RA mod. n, 


P Q-—« P _ Q+x 
= -B : “S— mod. D A p= : mod. D. 


Aus der ersten Bedingung folgt jetzt: »=:0 mod. A, aus den 
Bedingungen (2) hingegen kommt: x-B==0Omod.n, x = 0 mod. D, 
Da B zum gréssten Theiler 7’ von A und D relativ prim ist, so 
sagen die 3 letzten Bedingungen Folgendes aus: Die nothwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Aequivalenz der 2 Liésungen 
(4) ist: 
(5) * = 0 mod. n. 


Ist also » > 3, so fallen nur mehr, wie selbstverstiindlich ist, 
fiir x = 0 beide Lésungen zusammen, da ja x? < 4n sein muss. 
Hingegen liefern bei »—2 und n=3, ausser x =O, noch 


x= -+ 2 bez. x =-+ 5 nur je eine Lisung (4). 
8 2. 
Die Zahl der Punkte J = J’, welche einem gegebenen Werthe 
entsprechen. 


Durch die Betrachtungen des § 1. ist noch kein ein-eindeutiges 
Entsprechen zwischen den verschiedenen quadratischen Formen*) der 
negativen Determinanten — A = x? — 4m und den einfachen endlichen 
Punkten J = J” hergestellt. Es kann niimlich ein gegebener Werth a, 
der im Fundamentaldreiecke liegt, Verschwindungspunkt von mehreren 
solehen reducirten quadratischen Formen sein. Zu @ gehért dann 
eine gewisse Anzahl von Formen der verlangten Kigenschaften, die 
sich alle in der Form: 


*) Es kommen nur Formen (P, Q, R) in Betracht, fiir welche P, Q, R 
keinen gemeinsamen Theiler mit haben, 


Q* 
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(6) epa’ + eqa + er =0 

darstellen, wo p,q, 7 zu einander relativ prim sind und @ mit » 

keinen gemeinsamen Theiler > 1 hat. Setzen wir jetzt 
4pr—Q@=Ay, 

so folgt, dass die Anzahl der reducirten Formen*) (5), welche dem ge- 

gebenen Punkte w entsprechen, der halben Anzahl v ‘der Darstellungen 
4n=x+ e°A’ 

durch relative Primzahlen x, @ gleich ist, wobei jedoch die Vorzeichen 

von x, @, so wie die Nullwerthe von x mit zu beriicksichtigen sind. 

Aile diese Formen liefern ebensoviele Gleichheiten: 


, awo-+b 
(7) on Te 
ca+d 
und unsere Frage ist: Sind alle diese Ausdriicke zu verschiedenen 
Repriisentanten gehirig oder sind sie es nicht? 
Zu diesem Zwecke untersuchen wir, wann 2 Formen: 


0: (po'+qa+r)=—0, 8%, 
0: (pa’?+qo+r)=—0, &x, 
iiquivalente Lésungen (7) haben. 
Dies liisst sich in derselben Weise entscheiden, wie in § 1. die 
Frage nach der Verschiedenheit der 2 Lisungen (4). Man findet als 
nothwendige und hinreichende Bedingung hierfiir diese, dass: 


£; %402 — &o%20 
(8) ' i. anaet 0 mod. n 
sei. 


Die Groéssen x, @ geniigen demnach folgenden Bedingungen : 
2NX = &, XO. — &)%, 01, 
(9) 4n=x,+ 0,-A, 
4n = x,?+ 9,*- A, 
wobei x eine ganze Zahl ist. Diese Bedingungen aber vereinigen sich 
zur folgenden: 


(IQ) O=(e,x, — =) 4(e,x, + 2)+4 (0,2 + 0.2): (a — 4): 


Hieraus folgt sogleich: 

Sobald A’ > 4 ist, sind alle Repriisentanten (7) von einander ver- 
schieden. In diesem Falle kann niimlich die letzte Gleichung un- 
modglich erfiillt sein. Die Fille A’ =—3, A’ =4 erfordern eine be- 
sondere Untersuchung. 


*) Es sind wieder die Formen + x und — x von einander getrennt zu be- 
trachten, 
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I, Der Werth A’ = 4 entspricht den Formen (@,0,@), d. h. den 
Formen g@*-+o. Die Gleichung (10) gestattet hier die Lésung 
&,%, = 2, 

4n = 49,7 + 49,’, 


Eg% = — 20, 


fiir welche auch 
&1%1Q2 — &2%20;  —=s sg ee 
SSeS + OP 
ist, so dass die Bedingungen (9) alle erfiillt sind. Wir schliessen hieraus: 
Von den Formen 0, @) geben immer je 2 zusammen denselben 
0,0, @) J J 
Repriisentanten. Je zwei Formen dieser Art geben daher immer nur 
einen Punkt J’ =J=1. “Zwei solche zusammengehiérige Formen 


sind folgende: 
(0,,0, 0), *=+20,*), 
(Qos 0, Qs), x= -+ 20,, 


4n = 40,2 + 40,? 
ist und die oberen und unteren Vorzeichen zusammengehiéren. 

Nur ein Fall bildet eine Ausnahme. Bei » = 2 fallen nimlich 

beide Formen in eine zusammen. Ks ist 
= = 1. 

II. Ganz ihnliches findet statt, wenn A’ = 3 ist. Die hier auf- 

tretenden Formen (9, 9, @) haben die Gestalt: 
ea’? -+ea-+ g. 

Die Bedingungen (9) der Aequivalenz zweier Formen dieser Art 
(1, Orr Qi)s  E1% 2» (Oey Ory Or)» &%, Sind 4n = x,’ + 39Q,’, 
dn = 2? + 3,7, &%,Q. — &%.Q, = 2n. 

Diese Gleichungen sind indess nur dann erfiillt, wenn (abgesehen 
vom Vorzeichen): 


wenn: 


1 ae f+ @V—3 
81% + V—3 


eine dritte EKinheitswurzel ist. In der That kommt sogleich: 


ws (4 &2% 2 + 3012) + (81%: 02 — &%20;) V—3_ ios + 2n V—3 x 


#4° + 30,4? 4n 
Bemerkt man aber ferner, dass: 
at teV—3 | &%—eV—3 _ xP +3e% _ 4 


a% + 0, V—3 8% —aV—3 xP + 30? 
ist, so folgt 
t+2nV—3 © t—2nV—-3 _ 
4n 4n ao 


also 


) Fi4+V—3 
Sa ti. 


*) Die Grissen e@ gelten hier durchaus als positiv. 
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Auch umgekehrt folgt: Ist S eine solche dritte Einheitswurzel, 
so sind die Gleichungen (9) erfiillt. Also erhalten wir zu jeder Form 
(0,0,0), €% noch 2 weitere, welche denselben Punkt J’ = J = 0 liefern. 

Diese 3 zusammengehdérigen Formen sind: 


(0,0,0), &%, 
(es ee ) ne Oe Oe 
=. BY ? ead 


? 2 » 


~ “ 


Die zugehdrigen Darstellungen von 4” lauten: 
4n = x? + 30°, 

—x+3el ‘ efx? 

An = (—*F8e)' 4 g(t"). 


Auch hier fiudet eine Ausnahme statt. Ist n= 3, so fallen 2 
jener Formen (die beiden letzteren) in eine zusammen. 

Es scheint hier am Platze zu sein, zu bemerken, dass gerade die 
Formen (9, 0, @) und (9, 9g, @) es sind, deren Verschwindungspunkte mit 
positivem imaginiiren Bestandtheile in der @- Ebene als Eckpunkte der 
Invariantendreiecke auftreten. In ihnen finden Drehungen der posi- 
tiven @-Halbebene in sich von den Perioden 2 und 3 statt. 

Um jetzt auch zwischen den Formen (@,0,@) bez. (9,@,@) und den 
zugehérigen einfachen Punkten J’=—J ein eindeutiges Entsprechen 


Sy . ‘ 1 
festzustellen, wollen wir diese Formen beziehungsweise als —;- und 


- zihlen. Diese Festsetzungen gelten dann namentlich auch fiir die 
Fille » =2 und n=5. Denn die Ausnahmen, welche bei diesen 
Formen in § 1, stattfanden, werden von den Ausnahmen des § 2. 
gerade im Sinne der gemachten Festsetzung aufgehoben. 

Das Resultat dieser Untersuchung spricht sich in folgendem Satze aus: 

Zwischen ten einfachen endlichen Punkten J’ = J und den Klassen 
der quadratischen Formen von folgenden Determinanten: 

D=x —4n, 

wo x alle Werthe: 0, +1, +2, -- - durchliiuft, die absolut ge- 
nommen <Y4n sind, findet ein eindeutig wmkehrbares Entsprechen 
statt, wenn jede Formenklasse (P,Q, R), fiir welche P,Q, R mit n 
einen gemeinsamen Theiler haben, ausgeschlossen ist, wenn ferner jede 


auftretende Iormenklasse (@,0,@) als ae jede Formenklasse (9, 0,0) als 


—- jede andere Formenklasse dagegen als 1 gezdéhlt wird. 

Bezeichnen wir jetzt mit H’(4m — x”) die Anzahl dieser Klassen 
fiir die bestimmte Determinante x* — 4n, so folgt als Anzahl der 
Nullpunkte von J’ — J der Ausdruck es H'(4n — x”), wo sich die 


Summation auf alle Zahlen x —0, + 1, +2, --- hinerstreckt, fiir 
welche x? < 4m ist. 
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§ 3. 
Die Unendlichkeitspunkte von J’ — J. 
Es handelt sich nunmehr um die Abziihlung der Unendlichkeits- 
punkte der Function J’— J von J. Diese kann geleistet werden 


mit Hilfe der Reihenentwicklungen von J(@), welche nach Potenzen 
von g = e'* fortschreitet*). Sie ist in erster Anniiherung 


1 . 
(1) T= ine? I= oe". 
J und J’, also auch J’ — J, werden nur unendlich, wenn @ = if 
ist. Fir diesen Werth aber ergeben sich aus (1) die Entwicklungen: 


J =I) = seg 
J’ = J(4et%)— ; hiss 


5 2 2ink * 
1728q ?-e ? 


(2) 


Bezeichnet man wieder mit 7 den gréssten Theiler von A und D, 
so ergeben sich hieraus die folgenden Relationen zwischen J und 


J’ = a> fiir die Nahe des Punktes @ = ico 


+ AD _ 2iBa A 
(3) Putt ge OF, 
d 
ssi D 4—D  _ Bib AD 
(4) r-~ sat gO Fre. 


2iaB 
Hier beschreibt ¢ * , da B zu 7 relativ prim ist, alle primitiven 
T' Kinheitswurzeln und wir erhalten daher diesen Wurzeln ent- 
sprechend fiir jede Zerlegung der Zahl n in 


n=A-D 


genau p(7') solche Entwicklungen der Gestalt (3). Diese o(7') Ent- 
wicklungen entsprechen den g(Z') Verzweigungspunkten, in denen 
je > Blitter zusammenhiingen. 

Sind jetzt A und D von einander verschieden und bezeichnet man 
mit d die gréssere von diesen 2 Zahlen, so dass d > Yn ist, so giebt 
die Gleichung (4): 

D d 
(J’ — J)” = Const, J” 

*) KF. Klein: Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und 
die Auflésung der Gleichung fiinften Grades in den Mathem. Annaien, Bd. XIV, 
pag. 119. 
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an, dass die Zahl der einfachen Unendlichkeitspunkte, welche einem 
solchen Cyklus von - Blaittern entsprechen, durch 


d 
T 
dargestellt ist. Den (7') Cyklen entsprechen also 
y ’ 
+ (7) 
einfache Unendlichkeitspunkte. 


Genau dieselbe Anzahl von einfachen Unendlichkeitspunkten er- 
@hilt man, wenn man die Zahlen A und D mit einander vertauscht 


, y) . 
wenn also J’ = J ( = =2 gesetzt wird. 
Ist also n kein reines Quadrat, so ist die Zahl aller einfachen 
Unendlichkeitspunkte von J’ — J durch 


f= 2) . (Tt) 


dargestellt, wo die Summe sich tiber alle Theiler d von n, die > Yn 
sind, hinerstreckt und T den grissten Theiler von d und 
bedeutet. 
Ist m ein reines Quadrat, so ist noch die Zerlegung 
n=Yn-Vn, 
fiir welche aloo A= D=T=/Yyn ist 
sprechen die o(j//n) Entwicklungen: 


er ‘ 
er 


, zu betrachten. Ihr ent- 


_ 2inB 
Pe on K Vu — 1) J. 
In ihnen kani der Coefficient von J auf der rechten Seite nicht 
2iaB 
Null werden, weil e ¥*" als primitive (j/n)"° Einheitswurzel nie gleich 
1 sein kann. Diesen Entwicklungen entsprechen daher 
p(Vn) 
einfache Unendlichkeitspunkte. Im Falle eines reinen Quadrates n 
kommt daher zur Zahl r noch der Summand g (Yn). 
Hieraus ergiebt sich nunmehr als Gesammtzahl der einfachen Un- 
endlichkeitspunkte von J’ — J fiir jedes m ohne Ausnahme die Zahl 


Y@ d — 
$ 9(T) + > *F* 912). 
Hierbei erstrecken sich die Summen rechter Hand iiber alle 
Theiler 6, d, a@ von m, wenn 0 irgend einen Theiler von n, d einen 


. Sse n . . 
Theiler von », der > /n und also a = q einen Theiler von der 
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< Vn ist, darstellt. Z' giebt immer den gréssten Theiler von 0, 
n 


3 bez. von d und a an. 


§ 4. 
Die Klassenzahlirelation der ersten Stufe. 


Durch Vergleichung der Anzahlen der Nullpunkte und Unendlichkeits- 
punkte von J’ — J kommt das [esultat*): 


yay ‘ rt) d—a r 
(1) >, H'(4n— x) = >) 2 g(r) + 45° o(2). 
—0,+1,4+2--, 
Diese Formel gilt fiir jedes n> 1. Sie bleibt auch fiir n=1 
, ie ' : 
bestehen, wenn man H’(0) = — ja [festsctat. Dies soll im Folgenden 
immer geschehen. Wir kénnen dann unmittelbar zu einer wirklichen 
Klassenzahlrelation im Kronecker’schen Sinne gelangen. 
Dies erreichen wir, wenn wir die Formel (1) fiir alle jene Theiler 
. Yee n . . . . 
m von 2 bilden, fiir welche my Cle reimes Quadrat ist, und alle diese 


Formeln addiren. Das Resultat lautet dann: - 


(2) > H(4n — #) = o(n) + ¥ (0). 
*x=0, +1, +2-:-- 

Hierbei haben ®(n), ¥(n), H(m) folgende von Kronecker ein- 
gefiihrte Bedeutung: 

®(n) = LO ist die Summe aller Theiler von n, 

¥(n) = 2(d—a) ist die Summe aller Theiler von n die > //n sind, 

weniger der Summe aller Theiler von n, die <n sind. 
H(n) ist die Anzahl aller nicht iquivalenten Klassen quadratischer 


Formen Po? + Qo + R von der Determinante Q? —4PR— — n, 
wenn jede Formenklasse (@, 0, @) als a jede Formenklasse (@, @, @) als 
; , jede andere Klasse als 1 gerechnet und H(0) = — a ge- 


setzt wird. 
Uebrigens erstreckt sich die Summe linker Hand iiber alle Zahlen 
x=0, +1, +2,--- hin, fiir welche 4m — x? nicht negativ ist. 
Dass dies so ist, wird folgendermassen erkannt. Links treten alle 
Formen hinzu, welche friiher ausgeschlossen waren. Rechts hingegen 
treten Doppelsummen der Gestalt 


*) In dieser Form hat Joubert einige der Kronecker’schen Formeln ab- 
geleitet (Comptes Rendus, tome 50, pag. 773 ff.). 
**) Diese Formel ergiebt sich also aus der irreductiblen Gleichung f(J’, J ). 
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8 \) T 
> r(2e(4) 
auf, wo die innere Summe sich tiber alle Theiler r von 7 hinerstreckt 
Diese Summe ist aber bekanntlich gleich Z und mithin wird: 


Sr [SeD-D» =o 


345 [So Q]-Te-o- ver 


Zusammenhang der Klassenzahlrelation erster Stufe mit den 
Kronecker’ schen Formeln. 


und 


Nach cinem Satze von Kronecker muss die eben abgeleitete 
Klassenzahlrelation als lineare Combination seiner 8 Formeln darstellbar 
sein. Dies ist in der That der Fall. Man hat 


> Han — 2) = SH4n—#) + >) H(4n — 2°), 


x=0, +1, +2,--- x==(, +2, +4 x—=-+-1, +3, --- 
Nun bestehen folgende Fundamentalrelationen *): 


1) H(n)=F(n), wenn »=7 mod. 8, 

2) 3H(m) = F(nm), , m=3 mod. 8, 

3) H(n) =O, » m=1,2 mod. 8. 

4y H(4n) = G(n) 

5) F(4n) = 2- F(n) 
° 6) G(n) = F(n) + H(n). 


fiir jedes n, 


Demnach erhalten wir, wenn » = 0 mod, 2 ist: 


= H(4n—x) = be H(4n — x?) + Zz F'(4n — x?) 


x=0, +1, +2, --- x=, +2, +4 x=-+ 1, +3, --- 
= >) [H4n—x) —F4n—2)] + >) F4n—%), 
x=, +2, --- “=0, +2, --- x==0, +1, +2, --- 


oder wegen der Fundamentalrelationen 4, 5, 6: 


*) Kronecker: Berliner Monatsberichte 1875. Siehe dort auch die Defi- 
nitionen der Klassenzahlen F’(n) und G(n). 
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> H4n— #2) = > Ha — x) — Fin — 22) 
kt x=0, +1, +2,--- x=0, +1, +2,--- 
+ >) Fan — 2). 
x=0, +1, +2,---- 

Bezeichnet man jetzt die Kronecker’schen Formeln, gebildet 
fiir die Zahl (m), der Reihe nach mit I(n), II(m) --- und ebenso die 
Relation erster Stufe mit J(n), so kommt: 

(7) J (n) — J( +) = I(n) —- (+), 
und zwar gilt diese Formel ganz allgemein, so oft » = 0 mod. 2 ist, 


n . . : 
selbst dann, wenn ~~ keine ganze Zahl ist. Die Bedeutung der Func- 


ote tionen J( i ), 1( ") ist eben dann folgende: 
ar a 
J(" )=> H(n — x*), 
x=0, +1, +2,--- 


I ( : )=> FF (n — x?). 
x=, +1, +2, -- 


Bemerkt man hierzu noch, dass fiir ein ungerades m: 


J (m) => H(4m — x?) 
x=0, +1, +2, re 


=> H(4m -— x”) + Ps H(4m — x?) 


x=0, +2,+4,--- x=+1,+3,--- 
=> G(m — x?) + ; > F(4m — x’) 
x=0, +1, +: x=+1, +3, ++ 
1 1 1 
= — IV(m) + = 1(m) — . V(m) 





ist, so erhdlt man die gewiinschte Darsteliung in einer der 2 folgenden 
Formeln: 


a) J(n) = I(n) — II(m), 


2 1 
b) J(m)=—1I(m) — = Im + 41 V(m)— _ V(m). 
Hier ist n = 2". m gesetzt und unter m eine ungerade Zahl ver- 
standen, und es gilt die erste oder die zweite Formel, je nachdem u 
ungerade oder gerade ist. 
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§ 6. 
Ableitung der Klassenzahlrelation der ersten Stufe aus dem 
Correspondenzprincipe. 


Es ist fiir die Entwicklung der Klassenzahlrelationen der héheren 
Stufen, soweit diese hier in Betracht gezogen werden, von Vortheil, 
das sogenannte Correspondenzprincip fiir Correspondenzen auf Curven 
vom Geschlechte p= 0 anzuwenden. Aus letzterem soll zuniichst die 
Relation der ersten Stufe abgeleitet werden. 

Die Gleichung f(J’, J) = 0 giebt zwischen J und J’ eine 
N — N*) deutige Correspondenz auf der geraden Linie (der einfachsten 
Curve vom Geschlechte 0). Jedem Werthe von J entsprechen niimlich 
N Werthe von J’ und umgekehrt und diese sind wieder auf die N 
Repriisentanten Q,, ein-eindeutig bezogen. Daher ist die Zahl der 
einfachen endlichen Coincidenzen J’ = J wieder durch die Summe 


v= = H’(4n — x?) (§ 3.) 
x=0, +1, +2, --- 


gegeben. 

Offenbar stimmt diese Anzahl genau iiberein mit dem Grade, 
welchen die Gleichung f(J’, J) = 0 in J erhiilt, wenn man J’ = J 
setzt. Dieser Grad aber kann ermittelt werden als Ordnung des 
Unendlichwerdens der linken Seite von f(J’, J) = 0, wenn man 
J’ = J =o setzt. 

Nun bemerke man, dass die linke Seite der Gleichung f(J’, J) = 0 
fir J = oo in ein Product von Factoren zerfallt (§ 3.), nimlich in 


es. IT (3-?_as?) =, 


wo @ jedesmal eine von 0 und oo verschiedene Constante bedeutet. 

Setzt man hierin J’ = J, so erkennt man leicht, dass die héchste 
Potenz von J, welche auftritt, und welche die Ordnung des Unendlich- 
werdens charakterisirt, den Exponenten 


‘ i al 
e=2+ D> 7 9(T)+ 9 (Vx) 
hat. Die Bedeutung der auftretenden Summe stimmt mit dem r des 


§ 3. iiberein und p(j/n) ist immer durch Null zu ersetzen, wenn » 
kein reines Quadrat ist. 

Damit nun die Correspondenzformel, nach welcher die Zahl aller 
Coincidenzen der N —- N-deutigen Correspondenz gleich 2.N sein soll, 


*) Die Bedeutung von NW siehe Absch. I, § 2. 
**) Ist A= D, so hat die Constante a einen von 0 verschiedenen Werth 


($ 4.). 
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auch hier die volle Giiltigkeit hat, miissen wir auch /iir den Punkt 
J = oo eine geeignete Zahl von Coincidenzen festsetzen. Diese Zahl 
ist eben dadurch zu definiren, dass sie den Grad der Gleichung 
{[(J’, J) =0 fir J=J’ w 2N ergiinat. 
Nach diesem Principe ergiebt sich sogleich aus jeder Entwicklung 
D A 


‘Tt T 
i Z — qa J == () 
" , ee a — 
fiir den Punkt J = co, J’ = o eine Zahl von  Coincidenzen, wenn 


a die kleinere der 2 Zahlen D und A (also < //n) ist, und eine Coin- 


cidenz, wenn A= D=T—~/Yyn ist. Aus allen Factoren des Pro- 
duetes (1) ergeben sich somit fiir den Punkt J = 00 und J’ = 00 


A= 25 p(T) + 9(Yn) 


Joincidenzen, wobei die er Summe sich tiber alle Theiler a << /n 
C l , wobei die erste 8 

: : n - y 
von » hinerstreckt, Z'’ der grésste Theiler von a und — ist, p(Z’) und 


(Yn) wieder die friihere Bedeutung haben. Nunmehr ergiebt sich 
in voller Strenge die Formel: 


yvt+A=2N. 


§ 7. 


Die allgemeinen Ansitze fiir die linken Seiten der Klassenzahlrelationen 
der q*" Stufe. 


Zur Ableitung der linken Seiten der Klassenzahlrelationen der q' 


q(9 — )) ivveductiblen M odularcorrespondenzen 


Stufe verwenden wir die 
der gi" Stufe. 
Es seien 1“ - 

lM, (@) = Myc ’ lt. = Mis ? 
wieder die Moduln des vollen Systems ausgezeichneter Congruenzmoduln 
der q'" Stufe, mit den Eigenschaften ausgeriistet, welche in Abschn. I, 
§ 3 auseinandergesetzt sind. Ferner seien 

, ao+bd My 

uy (@) = wy (set) aad Me “sae 
(wo a, b, c, d ganze Zahlen der Determinante ad — bc = sind), 
die durch Transformation n'** Ordnung daraus abgeleiteten Moduln. 
Ausserdem schriinken wir die Variable @ in das zur ausgezeichneten 
Congruenzgruppe der g' Stufe gehdrige Fundamentalpolygon ein, 
schliessen aber einstweilen die Ecken*) a desselben von der Betrachtung 


: a 
*) Diese Ecken liegen auf der Axe der reellen Zahlen. 
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aus. Wir beschriinken uns also zuniichst auf solche Werthe a ==a- bi, 
fiir welche 6 einen positiven endlichen und von Nail verschiedenen 
Werth hat. 


Es kann nun das Werthsystem M,:M,:--+: My. nur dann mit 


dem Werthsystem M,’: M, :---: My41 coineidiren, wenn die zuge- 
hirigen w-Werthe 
(1) @ und @ = sets 


zu einander relativ dquivalent sind, d. h. wenn sie auseinander durch 
eine ganzzahlige Substitution der Determinante 1 


(2) a = sets =o mod. ¢ 
hervorgehen. 


Denkt man sich diese Substitution bereits in ae eingegangen, 
so erhiilt man die Gleichung 
od 
(3) °c co+d 
ca’? + (d— aja —b=0. 
Da nun hier die Verhiiltnisse a: b:¢:d modulo q feste Werthe haben 


und ad — be =» sein muss, so ist @ der cine Verschwindungspunkt 
einer quadratischen Form 


oder 


(4) Pa’?+ Qa+Rh, 
fiir welche die Congruenzen bestehen : 

+ P=+¢=> const. mod, q 
(5) +Q@=+(@-d)=, , 

+ R=-+ b= a - 


Freilich braucht diese Form keine reducirte zw sein, da wir ja @ nicht 
in das Fundamentaldreieck der absoluten Invariante J, sondern nur in 
das Fundamentalpolygon der ausgezeichneten Congruenzgruppe der 
q‘" Stufe eingeschlossen haben. Wir kénnen daher auch fiir eine 
reducirte Form nicht die Bedingungen (5) verlangen. 

Allein die Determinante der Form bleibt bei jeder linearen Trans- 
formation ungetindert und diese hat die Gestalt 

—A=x —4n, 

wo x —-+(a+d) also x? = const. mod. q ist. Es kommen also 
héchstens quadratische Formen von solchen Determinanten hier in Be- 
tracht. Ihnen allein kénnen Coincidenzen der M und M’ entsprechen. 

Unsere niichste Frage wird sein: Wiéie viele einfache Coincidenzen 
der M und M’ entsprechen einer gegebenen Klasse von Formen von 
einer der angegebenen Deierminanten? 

Zur Beantwoytung dieser Frage ist es nothwendig, wieder jede 
Form, fiir welche x > 0 ist, zweimal hinzuschreiben und diese zwei 
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Formen durch das Vorzeichen von x zu unterscheiden. Dadurch 
erreichen wir, dass die Coincidenzen der M und M, welche einer 
quadratischen Form (4) entsprechen, auf eine bestimmte Coincidenz 
von J und J’ bezogen werden kénnen. Die Zahl der Coincidenzen 
der M und M, welche einem einfachen Punkte J’ = J entsprechen, 
wollen wir das Gewicht 4 der zugehérigen Form nennen. 

Ferner wollen wir statt @ eine neue Variable w, einfiihren, welche wir 
einerseits in das Fundamentaldreieck der Invariante J einschliessen, auf 
q(q® — 1) 


welche wir andrerseits geeignete lineare Substitutionen der 


Invariantengruppe anwenden. 

Diese letzteren Substitutionen sollen den Substitutionen der G#hppe 
G (Abschn. I, § 3) isomorph, also modulo q alle von einander ver- 
schieden sein. 

Mit Hiilfe dieser Transformationen wird, a, gerade das Fundamen- 
talpolygon, in welches @ eingeschlossen war, beschreiben. 

Dadurch erreichen wir, dass wir jetzt reducirte Formen 


(6) m P’a,? + Yao, + RP’ 


7 . 1). ys 
annehmen kénnen. Jede solche Form geht durch die ) jinearen 


a(g* — 
. 2 
Substitutionen in eben soviele fiquivalente Formen iiber. Von den 


f¢ — » Verschwindungspunkten mit positivem imaginiiren Bestand- 


theile , welche diesen Formen angehéren, liegt in jedem Invarianten- 
dreiecke, welches zum Polygon gehért, gerade einer. Fiir sie alle hat 


das zugehérige J’ = J(2s ao + +5) denselben Werth wie J. 


Es ist nun einfach zu ble dass 4 (wenn nian éinstweilen von 
den Formenklassen (@, 0, e) und (@, @, @) absieht) die Anzahl derjenigen 
“— ) aus einer reducirten Form (6) erhaltenen Formen 


PJ a,? + Q/ @, + R&,’ 
ist, fiir welche die Grissen P,’, Q,, R, den Bedingungen (5): 


Pr=+e, Q@=+d—a), R/=+b), ex—+(a+d) mod. gq 


Geniige leisten. Hier gehéren die oberen und die unteren Vorzeichen, 
zusammen und ¢ hat.den Werth + 1 oder — 1, der iibrigens so zu 
bestimmen ist, dass die Congruenz ex = -+- (a+) nicht gestért wird. 

In der That entspricht jeder solchen Form eine und nur eine 
Gleichung 


unter den 


ao me 


, 20 
(2) TT eee 
2 





Pia 
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Es sind aber hier @,’ und @, nicht nur ‘iquivalent, sondern auch relatiy 


iiquivalent, da die rechte Seite der Gleichung (7) modulo g zu cet) 
congruent ist. 


§ 8. 
Bestimmung des Gewichtes 4. 


Das Gewicht 4 bestimmt sich ini allgemeinen durch folgenden 
Satz I: Jedem einfachen von J =0 und J = 1 verschiedenen Coinci- 
denzpunkte J’ (a) = J(Quz) = J(@) entsprechen 0 oder g einfache 
Coincidenzen der M und M, wo yg die Zahl der besonderen: simultanen 
SubMitutionen der Modularcorr espondenz 
,_ @a+b 

ca+d 
ist, welche zugleich auch die Gleichungen: 

M,:M,:- ++: Moga = Mo: Myo: s+): Mega 
ungedndert lassen. Diese g Coincidenzen gehen durch jene g besonderen 
Substitutionen aus einander hervor. 

Da hier die Punkte a, b, ¢, welche J =o, 1, 0 entsprechen, 
von der Betrachtung ausgeschlossen sind, so folgt niimlich, dass jedem 
1) 


@ mod. q 


. - . 
einfachen Punkte J(@,) genau 44 Werthsysteme der M und ihnen 
7d 2 y 


eindeutig zugeordnet fiir eimen gegebenen Repriisentanten Q4 , eben- 
soviele Werthsysteme der M’ entsprechen. Diese Werthsysteme der 
M und ebenso die der M’ gehen durch die Substitutionen der Gruppe 
[ aus einem unter ihnen hervor (Abschn. I, § 3). Es ist nun klar, dass 
aus einer Coincidenz 


(1) . M, »M, 2 +++: Myga == My: My s+ +: Moga 
der M und M sogleich g von einander verschiedene Coincidenzen 
(2) M\” : MS? :- +. == Mi, : Mo: 

v=l, 2, ; ae 
erhalten werden, wenn man auf (1) die oben bezeichneten g beson- 
deren Substitutionen anwendet. Ausser diesen g Coincidenzen aber 
existiren keine weiteren mehr. Wiire niimlich eine weitere Coincidenz 
(3) met) ; Mgt)... = MoH). Mot... 
vorhanden, so kénnte man jedenfalls durch eine lineare Substitution 
2 der Gruppe [ das Werthsystem M, :M,:--+:My,4: in das Werth- 
system Mj’*”: M/*;...: M@E iiberfiihren. Zu dieser Substitution 
der M giibe es aber aii Abschnitt I, $5 eine simultane Substitution 
2" der M’, durch welche in Verbindung mit der erstgenannten Sub- 
stitution 2 die Modularcorrespondenz in sich tberginge. _— Sub- 
stitution 2” der M’ miisste auch das Werthsystem M,’ : M,’ in 
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M, 9+); M,'’+ ;... tiberfithren. Da aber diese 2 Werthsysteme der M’ 
mit denen der M iibereinstimmen sollen und nur eine einzige Substitution 
der Gruppe [ das zweite Werthsystem aus dem ersten erhalten liisst, 
so fiele 2” mit XY zusammen. Also wiirde XY zu den g besonderen 
Substitutionen gehéren und die Coincidenz (3) wire mit einer der 
Coincidenzen (2) identisch. Dies wire aber ein Widerspruch gegen die 
Voraussetzung. 

Etwas anders verhiilt sich die Sache fiir die Punkte J=J'=1 
und J=J'=0. Fiir diese Punkte gilt der Satz II: 
Jedem einfachen Punkte J = J’ = | entsprechen Ooder 1 oder 2 Gruppen 
g 


von ~- einfachen Coincidenzen der M und M’, jedem Punkte J = J’ = 0 


aber 0,1, 2 oder 3 Gruppen von g solchen Coincidenzen. Diese Gruppen 


von £ bez. g Coincidenzen*) gehen aus einer unter diesen durch die g be- 


sonderen Substitutionen der Modularcorrespondenz in sich hervor. 
Zuniichst bemerke man, dass die Substitutionen der Periode 3 
oder 2 von der Gruppe [, welche einen solechen Punkt 6 oder c, fiir 
den eine Coincidenz der M oder M eintritt, festlassen, zu den g be- 
sonderen Substitutionen gehért. Fir einen Punkt } erkennt man dies 
auf folgende Weise. Man betrachtet an Stelle der Substitutionen der 
Gruppe [ die entsprechenden Substitutionen S der Gruppe G. Man 
—1+/—3 


nehme jetzt an, dem Punkte } entspreche der Werth @,=— o—= ; : 
dann muss @,, wenn fiir den Punkt b eine Coincidenz der M und MW 
wirklich stattfindet, der Bedingung 

P,o,* a P, 0, + P. = (0 
geniigen und es muss, wenn die Modularcorrespondenz durch 
(a) w= Tote 
dargestellt ist (wegen § 7, Gleichung (5)) 


mod. qg 


*) Im allgemeinen bleiben bei der in der Gruppe G+, von besonderen 
2 
Substitutionen in diesem Falle enthaltenen Substitution der Periode 2 bez. 3 je 


att Punkte e¢ oder si! 
qt 
se 


Punkte b fest, diese theilen sich in 2 Gruppen von 


bez. oder s<* Pankten. Die Punkte einer solchen Gruppe gehen aus 


einander bei den Substitutionen jener G att hervor. Dagegen gehen die Punkte 
2 
der einen Gruppe in jene der andern nur iiber, wenn eine Gruppe G qt1 Vou 
3. 
2 
g 
2 
beziehen sich auf diese Gruppen von festbleibenden Punkten. 


9g 


oder 3 Coitfcidenzen 


besonderen Substitutionen existirt. Die oben genannten 
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e=—b=d—awmod.g 
sein. Die betreffende Correspondenz ist daher durch die Congruenz 
et) aw—e d 
valle ca + (a+c) —?m 


dargestellt und man findet nach Abschnitt 1, § 5 sogleich, dass die 
letztere ungeiindert bleibt, wenn man auf @ und @ simultan die’ Sub- 


stitution 
Sas 22. 


=> pea 
anwendet. Sie gehért also zu den g besonderen Substitutionen, und da 


; —1 —3 - -. oe ae 
sie ausserdem den Punkt 9 = +¥ 3 fest lisst, so ist fiir diesen 


speciellen Fall der Satz bewiesen. Derselbe kann aber sogleich als 
allgemein giiltig betrachtet werden, wenn man bedenkt, dass alle in 
der Gruppe G enthaltenen Cyklen der Periode 3 gleichberechtigt sind. 

Hieraus erkennt man noch ferner, dass die Substitution S, mod. ¢ 
aufgefasst, die nimlichen zwei festbleibenden Elemente hat (Abschn. I, 
§ 5), wie die reelle (oder imaginire) Substitution 


>. a b 
0=- ee mod. q, 
c ot d 
Vn Vn 
und dass also eventuell S und U demselben Cyklus G,, angehdren. 


2 
Ganz dasselbe ergiebt sich fiir einen Punkt c, dem eine Coincidenz der 
M und M’ entspricht. 
Hieraus folgt aber, dass aus einer einfachen Coincidenz in einem 


Punkte b oder ‘ec durch die g besonderen Substitutionen nur bez. 
9g 


oder ; 


solehe Coincidenzen sich ergeben. 


Hat man also etwa einen Punkt c, dem eine Coincidenz der M 
g 


> 


und M entspricht, so kann man sofort ~- andere solche Punkte ¢, 


g 


2 
und M’. Damit braucht aber die Zahl der demselben Punkte J = J’ 
entsprechenden Coincidenzen der M und M’ noch nicht erschépft zu 
sein. Es liefere etwa der Punkt ¢,’ eine weitere solche Coincidenz, so 
kann man wohl, wie oben im allgemeinen Falle geschehen ist, durch 
simultane Substitutionen 2 und &’, welche die Modularcorrespondenz 
in sich tiberfiihren, die den Punkten c, und ¢,’ entsprechenden Coin- 
cidenzen, der M und M’ in einander iiberfiihren. Allein diese Sub- 
stitutionen 2 und &’ brauchen nicht, wie oben, zusammenzufallen, 
da es zwei Substitutionen giebt, welche das erstere Werthsystem der 


daraus ableiten. Ihnen entsprechen ~ einfache Coincidenzen der M 
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M in das letztere iiberfiihren. Ist nimlich 2 eine solche Substitution 
der Gruppe [, so ist 2 T die andere, wenn 7’ die Substitution der Periode 
2 von dieser Gruppe ist, welche den ersten Punkt ¢, fest liisst. Also 
kann auch sein, dass die Correspondenz durch die simultanen Sub- 
stitutionen Y und XT in sich tibergeht. Bemerkt man jetzt noch, 
dass, wenn ein ¢,’ der zweiten Art existirt, dieses durch die g beson- 


deren Substitutionen gerade in A andere iibergefiihrt wird, so erkennt 


man, dass einem Punkte J=—J’=1 entweder 0, oder 1 oder 2 
g 
2 

Ganz iihnlich beweist sich der Satz II fiir die Punkte J—J’=—0, 

Der Satz II liisst sich noch priiciser gestalten, durch folgenden Satz III: 
Jedem einfachen Punkte J = J’ = 1 entsprechen 0 oder 2 Gruppen von 
1 Coincidenzen der M und M’, wenn ex = + (a+d) = + Y2n*) 


ist; in jedem anderen Falle aber entsprechen ihm 0 oder 1 solche Gruppen. 


g 
38 


Coincidenzen der Mund M’, wenn €% — + (a+d) = + 3n oder = +) n 
ist; in jedem anderen Falle entsprechen ihm 0 oder 1 solche Gruppen. 


Coincidenzen der M unl M’ entsprechen kénnen. 


Kinem Punkte J’ = J =0 entsprechen 0 oder 2 Gruppen von 


Es werden niimlich 2 Punktgruppen c, und ¢, von je g Punkten 


e nach den oben gemachten Auseinandersetzungen dann und nur dann 
existiren, wenn die die Modularcorrespondenz darstellende Congruenz 


,_ @otbdb 
(4) o = ota mod. q 
durch simultane Substitutionen S’== V7 und S = V**) von ow’ und 


@ in sich iibergeht, wobei 7' diejenige Substitution der Periode 2 ist, 
welche den Punkt ¢, fest liisst. 
Nun ist (Abschn. I, § 5) 


S’ = USU-}, 
Daher muss die Relation bestehen 
(5) T.U=S8S~-'US mod, q. 


Umgekehrt, ist diese Bedingung erfiillt, so giebt es zur Substitution 
S von die simultane Substitution S’= ST von ow’ der betrachteten 
Congruenz (4) in sich. Nun miissen aber U und 7, also auch UT, 
dieselben 2 festbleibenden Elemente haben, dann sind aber nur 2 Fiille 
einer Congruenz (4) méglich***), niimlich 


*) V2n mod. q bedeutet eine Zahl, welche ins Quadrat erhoben =2n mod.q ist. 
**) Diese Substitutionen entsprechen den eben genannten Substitutionen 2 

und ST der Gruppe [. 
***) Verg). die Abh, Ueber die Untergruppen etc. Math. Ann. Bd. XVIII, p. 334. 
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TU=U oder TU=U-!. 

Im ersten Falle hat S ebenfalls dieselben 2 festbleibenden Elemente 
wie U, im 2. Falle vertauscht sie dieselben unter einander. Der erste 
Fall ist aber unméglich, also muss ' 
(6) T = U? 
sein, d.h. U? muss die Periode 2 haben. Umgekehrt reicht aber diese 
Bedingung auch aus, um 2 Substitutionen S’ und S der verlangten 
Art zu erhalten. 

Nun hat 
= + 0) ga (a+d)b 


U2= = 
(a+dje @ + be 
n o+( n ) 


mod. q 
die Periode 2, wenn 


a+ &@ + 2be =0 mod. g 


also 
ex=+ (+d =+ /2n 

ist. Damit ist der Satz fiir die Punkte ¢ bewiesen. 

Auf gleiche Weise findet man, dass fiir die Punkte b dann und 
9 . : 

nur dann 2 Gruppen von 2 auftreten — drei solche Gruppen kénnen 

nie auftreten —, wenn U? die Periode 3 hat, d. h. wenn 
a? + d?+ 2be 


n 


+ 1 mod. q 
ist. Dies giebt aber fiir ex eine der beiden Bedingungen: 


ex=+(at+d=+/3n 


oder 


ex —-+ (a+d)=+/Yn mod. q. 


g 9. 


Bestimmung der Klassen von Formen, welche Coincidenzen der 
M und M’ liefern. 
Es ist jetzt nach den Resultaten des §8 nur noch die Frage zu 
entscheiden, ob einer vorgegebenen quadratischen (reducirten) Form von 
einer der negativen Determinanten 


(1) 


—A=-— (4n— x’), 
ex =-+ (a+ d) mod. g 


eine .wirkliche Coincidenz der M und M’ entspricht. 
Sei 


(2) Pa,+ Qa,+R (ex) 
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eine gegebene reducirte Form der Determinante 


Q@? —4PR—= — (4n — x’), 
fiir welche P, Y, R mit » keinen gemeinsamen Theiler haben. Dann 
wird dieselbe durch die Substitution o,’ = iden Sh fiir , in die 
yo, +d 
Formen 
(3) Pia, + Ya, + R, (€x) 


iibergefiihrt, wobei folgende Gleichungen bestehen: 
+ P, = Pe + Qay+ Ry’, 

(4) + Q = 2 P ab + QO(By + ad) + 2Khyd, 
+ Ry = PB + QBd + Ko?, 

oder umgekehrt 


+P=P,8 — Q,dy + Ry’, 


(5) + R= P,p?— Q,aB + R, 2, 
+ Q = —2P,6d + Q(ad + By) — 2Ray. 
e 


Offenbar liefert nun die Congruenz (3) dann und nur dann eine 
Coincidenz der M und M’, wenn die Bedingungen (§ 6) 


PRH=+te %@=t(d—a, R=+), ex=+(d+a), 
«d — By=1 
stattfinden, d. h. wenn modulo q ist: 


+ P=cd? — (d—a) dy — by’, 


i tOTd— 4 — _ ops + (d—a)ad + bay, 
EOI ETS = — pd + (d—a)py + bay, 
+ h= cp? — (d—a)ap—be’, 


ad — By =1. 


Hiebei gehéren die oberen und die unteren Vorzeichen zusammen. 
Die Bedingungen (6) lassen sich aber sogleich ersetzen durch die 
folgenden : 


+ Ry+ +@ aT =— cB, 


(7) + Pp+ £O— ST! 9 = dy, 


+ RO+ LOTTE 9) 5 = _ ba, 
ad — By=1. 
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Schliesst man jetzt die Formen (P, Q, R) aus, fiir welche 

P=Q= R=0 mod. q 
ist und bemerkt, dass man an Stelle der Form (2) jede andere ihr 
iiquivalente treten lassen kann, so dass man immer den Coefficienten 
P 2 0 mod. gq annehmen kann, so erhiilt man das Resultat, dass die 
Gleichungen (7) sowie (6) dann und nur dann erfiillt sind, wenn y und 
0 die Wurzeln der Congruenz 
(8) + P= cd? — (d— a) dy — by’ 
sind, und wenn man 

a tot s—s y 


ae 
by £9-(4 +9) , 
p= <P 


setzt, wo wieder die oberen ugd die unteren Vorzeichen zusammen- 
gehoren. 


Es handelt sich also im allgemeinen nur mehr um die Lisbarkeit der 
Congruene (8). 


Abgesehen hievon ist nur noch fiir die Formenklassen (@, 0, 9) und 
(9,e,0) eine Bemerkung nothwendig. Wir haben niimlich in § 8 gesehen, 
dass jedem Punkte J’ = J = 1 bez. J = J’ = 0, entweder 1 oder 2 
Gruppen von a bez. 4 Coincidenzen der M und M entsprechen, wenn 
iiberhaupt eine solche Coincidenz existirt. 

Nun erinnern wir uns gleichzeitig (§ 2) dass jedem einfachen 


Punkte J = J'*= 1 gerade 2 quadratische Formen entsprechen, 
namlich 
(9) (01,0, Qi)» *=+ 20,,*) 


(02,0, Q@2), *=-+ 2Q,, 
4n = 40,’ + 40,° 


ist. Ebenso entsprechen jedem Punkte J’ = J =O gerade 3 wu- 
sammengehorige Formen 


wenn 


(0,@,0), & 


x 
(10) (cF*, sts, et) s,— 
wenn : 
4n = x’? + 3¢?, 
also auch 





*) Hiebei gehéren die oberen und unteren Vorzeichen zusammen, 




















hr 
en 


lie 
nd 


n- 
ler 
nid 
n, 
9 


an 


en 








Ueber Klassenzablrelationen. 
ee 2 . = a 2 
4n =(. at e) +3.(2t*) 


Da aber fiir die Modularcorrespondenzen der g'* Stufe 


ist. 


x? = const. mod. g 


sein muss, so werden im allgemeinen diese zusammengehorigen Formen 
nicht gleichzeitig unter den Determinanten — A = — (4n — x*) auf- 
treten. 

Ich behaupte nun: Fs treten immer genau soviele von diesen zu- 


sammengehirigen Formen auf, als Gruppen von £ bez. £ Coincidenzen 


dem zugehirigen einfachen Coincidenzpunkte J’ = J = 1 oder 0 ent- 
sprechen. 
In der That, werden die beiden Formen (9) dann und nur dann 
gleichzeitig auftreten, wenn 
x? = 40, = 40,’ 
also 
x = +/Y2n mod. q 


ist, was nach § 8 Satz (III) zu beweisen war. 

Von den Formen (10) kann zur ersten Form nur noch eine der 
iibrigen auftreten. 

Dies tritt ein, wenn 

+ x= —* the mod. g 
ist, d. h. wenn + x = 3@ oder + x =o mod. q ist. Setzt man die 
erhaltenen Werthe von @ in die Gleichung 
4n = x? + 3¢? 

ein, so ergiebt sich 


x=+Y3n oder «x=+/n, 
was nach § 8, Satz III zu beweisen war. 


Also erhilt man ganz genau die Anzahlen der zu den Formen- 
klassen (9,0, @) bez. (9, @, @) gehirigen Coincidenzen der M und M, 


allie ; “ay 
wenn man wie friiher jede auftretende Formenklasse (9, 0, 9) als =, jede 


auftretende Formenklasse (0, @, @) als edhlt, dagegen das zugehirige 


4 , sondern g setzt. 


Gewicht nicht £ oder 
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§ 10. 
Discussion der Congruenz: -+- P == c¢d* — (d—a) dy — by’. 


Die definitive Erledigung der linken Seiten der bk lassenzahlrelationen 
der q'" Stufe erfordert im allgemeinen noch die Discussion der Lés- 
barkeit der Congruenz: 


(8) + P=cd? — (d—a) dy — by’ 
durch reelle Zahlen y, 6 modulo gq. 


I]. Fall. A == 0 mod. gq. 

a) Zuerst erledigt sich einfachst der friiher ausgeschlossene Fall 
einer Form (P, Q, R), fiir welche P= Q= KR —0 mod. q ist. Da 
in diesem Falle 

A = 4n — x* = 0 mod. g 


ist, so kann derselbe nur eintreten, wenn » quadr. Rest mod. q ist. 
Ferner miissen nach den Formeln (4) in § 9. die Congruenzen le- 
stehen: ) 


xv 


b=c=0; d=a=+)n 


und if 
ex=+2yn. 


Sind aber diese Bedingungen erfiillt, so erfiillen alle ganzzahligen 
Lésungen der Gleichung «d — By =1 die nothwendigen und _hin- 
reichenden Bedingungen (4), um einer wirklichen Coincidenz der M 
und M’ zu entsprechen, ob man nun die oberen, oder unteren Vor- 
zeichen .nimmt, welche immer.einzeln dem positiven oder negativen 
Werthe von x entsprechen. Also kommen hier alle diese Formen in 
Betracht. Die Zahl der Coincidenzen, welche endlichen Punkten J'=J 


entsprechen, ist also 
,f4n—P 
g° >) H (-; = a 


(q* — 1) 
y= re, 
wo | alle jene positiven und negativen ganzen Zahlen beschreibt, fiir 
welche 4n — ? = 0 mod. qg* ist und ? < 4n ist. Fiihrt man an Stelle 
von / einen anderen Summationsbuchstaben x ein, der nur alle positiven 
Zahlen 1 beschreibt, so hat man: 


2g , > H ("= =). 


*) Die Definition von H’(m) siehe (§ 3). 
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b) Es sei eine der Grissen b und c nicht = 0 modulo q, etwa ec. 
Dann schreibt sich die Congruenz (8) in folgende Gestalt: 


+ Pe= (cd ea — ”) mod. q. 


Sie hat also nur dann Lésungen, wenn das Legendre’sche Zeichen 


(11) (+e?) den Werth 1 


hat. Ist diese Bedingung erfiillt, so hat die Congruenz Lisungen 0, y. 


Ist jetzt q¢= 1 mod. 4, also ig 


2 
solche Formen Lisungen, fiir welche der Charakter , (1) =-+ 1 oder 


. =1, so haben entweder nur 


nur solche Formen, fiir welche dieser Charakter — 1 ist und zwar findet 
das erstere statt, wenn (‘) =(') = 1, das letztere, wenn (‘) =—!1 
ist. Es existiren fiir das obere und fiir das untere Vorzeichen in (11) 
Lisungen, also fiir positive und negative Werthe x. Ausgeschlossen 
sind die Formen P = Q = F modulo q. 

Bezeichnet man jetat mit H4.1 (m) bez. H21(m) die Zahl der Klassen 
quadratischer Formen Po? + Qa-+ R der negativen Determinante 


— m, fiir welche der Charakter (1) den Werth + 1, bez. — 1 hat, 


und fiir welche P,Q, R weder mit n noch mit q einen gemeinsamen 
Theiler haben, so kommt als Zahl der den endlichen Werthen J’ = J 
entsprechenden Coincidenzen entweder : 


g: >Hi (4n — Uva) = 29 - > Hh (4n ba Hz) 
g: > H! (40 _ va) = 29: > H! (4m “se *yir) 


I+, 


oder 


je nachdem (“) = 1 oder —1 ist. 


Hiebei beschreibt J, y; alle positiven und negativen ganzen Zahlen, 


welche = -++ 2 //n mod. gq und deren Quadrate < 4n sind, wihrend x 
nur die positiven unter diesen Zahlen beschreibt. 


Ist hingegen q = 3 mod. 4, also (j *) = — 1, so liisst sich fiir 


jedes P die Bedingung (11) erfiillen, wenn man nur das Vorzeichen in 
passender Weise wihlt. In diesem Falle werden also die quadratischen 


Formen mit dem Charakter (1) =-+ 1 sich nicht von jenen Formen 
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trennen, fiir welche jener Charakter = — 1 ist, Dagegen wird von 
zwei Formen, die nur durch das Vorzeichen von x von einander ver- 
schieden sind, nur immer die eine auftreten, welche dem geeignet 
gewihlten Vorzeichen von (11) entspricht. Ausgeschlossen sind wieder 
die Formen P = Q == R=0 mod. gq. Also ergiebt sich die Abzihlung: 
4n—x? 
, 2 , 2Vn 
1 >| (# (4n — a3,,))— H (— ? ) | 
Hier ist x,y; hinzuerstrecken iiber alle positiven Zahlen x,y, =-+-2 Vn, 


deren Quadrat < 4n ist, wenn man H’(m) immer gleich 0 setzt, so 
oft m keine ganze Zahl ist. 


Il. Fall. A=4n—0?20 mod. q. 


Es ist hier klar, dass die Congruenz (8) immer Lésungen hat, 
wenn b = c = 0 mod, q ist. Ist aber eine dieser Gréssen, etwa c, von 0 


mod. q verschieden, so schreiben wir die Correspondenz (8) in die 
Gestalt : 


(12) + P-c=(cd — “5* v) +4 - y? mod. q. 


Diese Congruenz hat, da +- P immer > 0 mod. q angenommen werden 
kann, unter allen Umstiinden Lisungen. Wenn wir nimlich von einem 
quadratischen Reste J? mod. gq ausgehen, und die Reihe der Zahlen: 

(13) a=R, 4,-=R>Pe, 2,=R+42-Pe,---, 21—R+F(q—1)Pe 
bilden, wo entweder die oberen oder unteren Vorzeichen gelten, so 
erhalten wir gq Zahlen z, welche in einer gewissen Reihenfolge zu 
U,1,2;-+-+,q@-—~1 mod. q congruent sind. Ist nun — A = quadra- 
tischer Nichtrest mod. q, so gehen wir in der Zahlenreihe (13) so weit 


fort, bis wir auf den ersten quadratischen Nichtrest z,,; kommen. 
Dann erhalten wir die folgende Lésung der Congruenz (12): 


(13) y=} Sees d—1(c,4+ 45%). 


Ist aber — A quadratischer Rest modulo q, so lasst sich die Gleichung 
(12) in die Form schreiben: 


= y)-/=B3 





+ Pe=|(ca- 45% ”)+V—A-: 2 ].[ 


welche augenblicklich die Lésbarkeit anzeigt. 
Also kommt als Anzahl der den endlichen Punkten J’ = d ent- 
sprechenden Coincidenzen die Summe 


g > H(4n— 12), 


ri 
| eS | 
~ 
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wobei /; alle positiven und negativen ganzen Zahlen beschreibt, welche 
= -+i=-+ (a+ d) mod. g sind und deren absoluter Werth < /4n 
ist. Ist i= 0, so ist auch der Werth 1, — 0 in Betracht zu ziehen. 
a 


Ferner ist g = oder es, je nachdem — A = 1;? — 4n qua- 


dratischer Nichtrest oder Rest mod. q ist, wenn i20 mod. g ist. Ist 


i= 0 mod. q, so wird g beziehungsweise gleich q+ 1 oder g — 1 
zu setzen sein. 


§ 11. 
Zusammenstellung der linken Seiten der Klassenzahlrelationen der 
gq" Stufe. 


Wir gehen jetzt von den Klassenzahlsummen fiir H’(m), welche aus 
denirreductiblen Correspondenzen der q" Stufe entspringen, tiber zu den 
Formeln fiir die Klassenzahl H(m) selbst. Desgleichen fiihren wir statt der 
Klassenzahlen H’,1(m) und H_,(m) die Klassenzahlen H4.1(m) wnd H_; (m) 
ein. Dieselben sollen die Zahlen aller Klassen quadratischer Formen 


Poa? + Qa+ R der Determinante Q?—4PR=—m—0 mod. q be- 
deuten, welche den quadratischen Charakter (7) =-+ 1 bez. (7) =— | 
haben. -Die Formen P= Q= R=0 mod. q sind natiirlich ausge- 


schlossen. Ausserdem erweist sich die Festseteung H41 (0) = H-1(0) = 0 
als zweckmiissig, analog wie dies fiir q =5 der Fall ist. 
Zu diesem Zwecke bilden wir gleichzeitig alle Modularcorrespon- 


+ . n . . 
lenzen g'” Stufe der Transformationsgrade —, wo t jeden Theiler von 
‘ i n ‘ i P . ‘ 
n, 1 eingeschlossen, fiir welchen —- cine ganze Zahl ist, (und im Falle 


eines reinen Quadrates » auch die Grésse Yn) beschreibt. Die diesen 
Correspondenzen entsprechenden Coincidenzzablen werden zu folgenden 
Summen zusammengefasst: 


9> Pa (> - v.) =g+ > H(4n — 12) ete. 


Es ergeben sich dann folgende Resultate: 


I. Formeln, die fiir jedes nm gelten und A=4n—x?20 mod, q 
voraussetzen. 


(1) “= [a—(—,°)]- Han — 2), 
—_ [a én Cm Hn — x2). 
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Hiebei beschreibt x, ausser Null alle positiven und negativen Zahlen, 
fiir welche 4” — x,? nicht negativ wird. Ferner beschreibt x; alle 
positiven Zahlen, welche = +7 oder —i modulo g sind und nicht grisser 
als 2/n sind, wobei i eine Constante 2 0 mod. q bedeutet. fy 
stellt das Legendre’sche Zeichen dar. 


ll. Formeln, die nur fiir quadratische Reste » modulog 
gelten. Fiir sie ist A=O mod. q. 


: 4n — * yz 
Ne, =a? —1) Su( AY), 


af) = 29 S"H41 (40 — a5 y;) 
2) a) = (wenn g = 1 mod. 4 ist), 
gi) 2q Hi (4n _ Hs >) 


oe 
bf =>) (n(n —ot),)—H ("9") 
(wenn g == — 1 mod. 4 ist). 


In diesen Summen beschreibt x, = alle positiven ganzen Zahlen, welche 
=+2)yYn und nicht grésser als 2m sind mit dem Bemerken 
a 5 ) 


4n — x? 


2Vn 
te 


4n —x* 
} 2yV 
dass immer H | ——_.-"*~ 


keine 
q 





)= 0 zu setzen ist, so oft - 
ganze Zahl ist. 

Durch diese Zahlen z sind die Anzahlen der Coincidenzen aller 
irreductiblen Modularcorrespondenzen q'” Stufe, welche den Trans; 
formationsgraden “. entsprechen, ausgedriickt. Die Zahl z; entspricht 


der Modularcorrespondenz, welche durch die Congruenz 


e. . Ge ob b 
“= at+d 
(a+d) =i { mod.q 
4n — x? 20 ° 
dargestellt ist. Ferner gehért 2, zu der durch 
a = foe mod. q 


dargestellten Correspondenz. Die Zahlen ¢~', oder ¢, treten auf, wenn 
4n — x? =O mod. gq, und eine der beiden Gréssen b oder ¢ nicht 
congruent 0 mod. q ist. Ist dann g=3 mod. 4, so hat man ¢,, 


ist aber g = 1 mod. 4, so kommt ¢*" oder z,*, je nachdem (5) =+1 
oder = — 1 ist, 
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§ 12. 
Gewisse Coincidenzen, welche den Punkten a entsprechen. 


Die in § 11 aufgestellten Ausdriicke ¢ werden zweckmiissig noch 


es ; ial 24 
ergiinzt durch gewisse Anzablen von Coincidenzen, welche den 4 ; 


Ecken (* des Fundamentalpolygons (und J =co) entsprechen. Dabei 


bleibt es dahingestellt, ob fiir eine Stufe g, deren Fundamentalpolygon 
ein Geschlecht p > 0 hat, die angegebenen Coincidenzenzahlen hin- 


reichend sind. Aber fiir y= 0O— und dieser Fall wird allein hier 
benutzt — ist die Abziihlung nach § 5 strenge richtig. 


Wir nehmen an, es seien die Moduln des vollen Systems der aus- 
gezeichneten Congruenzmoduln der q'" Stufe so gewihlt, dass sie alle 


fiir die Ecke [0 unendlich werden. Dies kann immer erreicht wer- 


den, da man statt w immer eine lineare Function von w einfiihren 
darf. Alle diese Moduln lassen sich dann nach Potenzen von g=e'*” 
entwickeln und fiir @ = ioo erhilt man eine Entwicklung fiir die 


Niihe der Ecke [0] von folgender Gestalt: 
(1) u(@) —c.- q-¢ am c+ g—ateo, 
wo @ eine positive Zahl und ¢ irgend eine Constante bedeutet. Wendet 


man jetzt auf das System der Moduln w geeignete Substitutionen der 
Gruppe [ an, setzt heryach fiir die Gréssen uw ihre Werthe aus (1) 


ein, welche fiir @ ico der Ecke (i) entsprechen, so erhilt man 


Entwicklungen der Gréssen w in allen Ecken zs von der Gestalt: 


(2) u(a) -a=C-g=—C-g in, 

wo «€ positiv und C eine gewisse von Null verschiedene endliche Con- 
stante ist. Aus diesen Entwicklungen (1) und (2) leitet man ferner- 
hin Relationen zwischen den Functionen w(@) und uw’ (@) = w[S(Qus)] 


ab, welche einer gegebenen Ecke et von «(@) entsprechen. 


Nun bemerke man, dass der Ecke [| von u(@) fiir die durch 

, a@ ao b 

= sete 

dargestellte Modularcorrespondenz fiir eine gegebene Zerlegung n= A-D 
die Ecke*) 


mod. g 


*) Abschnitt I, § 4, Gleichungen (7). 
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ar+be 
A 


: & 
[z|- er +de 
at 


entspricht. Es werden daher dann und nur dann Coincidenzen der 


uw und w’ fiir die Ecke B stattfinden, wenn die beiden Bedingungen: 


Aegon 

(3) Fate ™™!: 

oder 

STH tie=e. . 
™ lor Ae pans 


stattfinden, wobei die oberen und unteren Vorzeichen zusammengehiren. 
Dazu ist nothwendig, dass die Determinante: 

(a + A) (d + A) —b-c —0 mod. q, 
oder dass: , 

i=d+a=—+(A+D) mod. q 

ist. Da ferner A-D—vn ist, so erhilt man schliesslich die Be- 
dingung: 
{+4 =*+41y=-2 
[4D=, 727-4 


Hat A einen der ihm in (5) vorgeschriebenen Werthe, so finden 


im Fallea=d=+A=>yn=+D und b= c = 0 mod. gq in 
c= * Punkten a ohne Ausnahme Coincidenzen der wound w 


(5) mod. q. 


allen 4 


statt. Diese 2. KEcken a gehen durch die g besonderen Sub- 
stitutionen der Modularcorrespondenz in sich iiber. 
Ist A= 0 aber b=0, ¢ >0 mod. gq, 
(oder b> 0, c=0 mod. q), 


so erhilt man fiir 4 = ' Ecken [el (oder (31) , wo 9, t alle Werthe 


— j e ° . ’ 
von 1,2,--- 1 beschreiben, Coincidenzen der w und w’, aber 


wieder nur fiir Theiler A = D = + /n mod. q. 


Ist — A quadratischer Nichtrest von q, so haben die Congruenzen 
(4) und (5) keine Lésungen. 
Ist endlich — A quadratischer Rest von q, so erhalt man 2 durch 


das Vorzeichen von /— A unterschiedene Systeme von s—* Ecken 





a t - . ° 
[ >| = [; | » nimlich 
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— be (“54 FFV-A)e 
Chay | So ae ap 
7 Sy 


wobei g@ die Werthe 1, 2, 3, --- 4 * beschreibt. In ihnen finden 


Coincidenzen statt, wenn 


+A=p+q/-4, $4=5- 77-4, 
. es bez. : 
+ D=+-—}y=4, +D=++ty-4 


ist. Ist dabei x > 0 mod. q, so gehen die 4—! Ecken der ersten, 


— - q—t1 “— 
so wie jene der 2. Art durch die “=~ besonderen Substitutionen der 


beziiglichen Modularcorrespondenz aus je einer hervor. Bei x=0 mod.q 
aber gehen alle gq — 1 Ecken durch jene besonderen Substitutionen aus 
einer hervor, deren Zahl in diesem Falle auch durch g — 1 dargestellt ist. 

Fiir eine solche Ecke ie] =( | ergeben sich jetzt aus (1) und 


(2) die Entwicklungen zwischen w und w in der Niihe dieser Ecke 
(vergl. § 3.) 


D A 
(6) (w’ — a)” = Const. (u — a)”, 
oder 

D A 


uw? = Const. w” 
und zwar werden immer g(7') solche Entwicklungen kommen aus 
jeder Zerlegung n= A-D, wie in § 3. Jeder Entwicklung aber 


a . . . . 
entsprechen —7- Coincidenzen, wenn a die kleinere der Zahlen A und 


D ist, und eine Coincidenz, wenn + 2 =1 ist. Bemerkt muss 
hierbei werden, dass die in (6) auftretende Constante eine primitive 
T° Kinheitswurzel ist (§ 3.). Die Zahl aller der Ecke [3] ent- 
sprechenden Coincidenzen ist daher fiir die irreductible Modular- 
correspondenz der n'** Ordnung durch die Zahl 


> £2) 


dargestellt, wenn die Summation iiber alle geeigneten Zerlegungen 


n=a-d,a<Yn hinerstreckt wird. Betrachtet man jetzt wieder 
zugleich alle irreductiblen Correspondenzen der Transformationsgrade 
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“> $0 erhédlt man als Zahl der einer gegebenen Ecke & = [ | 


entsprechenden Coincidenzen die Summe: 


=) 
= U, U. 
=" cod y=at 2 V4, 


2 2 2 
Bezeichnet man jetzt die Anzahlen aller Coincidenzen der wu und w’ 
inclusive der eben eingefiihrten Coincidenzen, welche den Punkten a ent- 
sprechen mit 6,, ---, so erhdlt man folgende Resultate: 
I. A=O mod. q. 

G., mg. +(¢?—1)U ? 

a =e ' + (a—-1)0,, 

o =% +@—1)U.. 


6; = 2; 
ll y= 
q 
6; = £; ~~ ee 
+0~0-%, ct @—)-%,,. | 


Diese letzteren 2 Formeln gelten auch fiir i =0, wenn man die 
beiden letzten Summanden zu 2(q— 1) U1 yaa Vereinigt. Hierbei bedeutet 
2 


U; die Summe aller Theiler von n, die kleiner als /n und =-4- i mod. q 
sind, mit dem Bemerken, dass, wenn n ein reines Quadrat ist und 


Vn ebenfalls die Bedingung Yn == -+-i mod. q erfiillt, zu jener Summe 


1 ° 
noch ; Vn hinzugenommen werden muss. 


§ 13. 


Die fertigen Klassenzahlformeln der dritten und fiinften Stufe. 


Wir kénnen nunmebhr fiir die dritte und fiinfte Stufe sogleich die 
simmtlichen Klassenzahlrelationen hinschreiben, da fiir diese 2 Stufen 
die ausgezeichnete Congruenzgruppe das Geschlecht Null hat. Also 
gilt das Chasles’sche Correspondenzprincip nach (§ 5.) in voller 
Strenge. Nur bemerke man, dass die reductiblen Modularcorrespon- 
denzen, wie sie in § 11. und § 12. aufgestellt wurden, und welche 
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aus einer gewissen Reihe von irreductiblen Correspondenzen bestehen, 
(n) — O(n) deutig sind (vergl. § 4.). Folglich sind die rechten Seiten 
alle einfach durch 20(n) dargestellt. 

Die Formeln der 3. Stufe sind: 


6, = 6, = 641 = 6, = 20(n). 


ao 


Anders angeschrieben lauten diese Formeln: 
I. ~=1 mod. (3). 
4n — x,2 
12. S)H (44=*") = 24m) — om), 


2) 4- > H(4n — x2) = O(n) + 2¥(n), 
a, wd, REE «sa 


3) 2- > H(4n — x,2) = O(n), 
X= 0, +3, +6, «+ 


1 


~~ 


Il, »=— 1 mod. (3). 


1) > Han — %2) = ¥(n), 
% = 0, +3, +6, -- 


2) 2+ SH (dn — x2) = O(n). 


Die fiir die Gréssen x, und x, angedeuteten Zahlenreihen sind 
soweit fortzusetzen, als 4 — x? nicht negativ wird. Es ist selbst- 
verstiindlich, dass die Relation der ersten Stufe eine lineare Combi- 
nation der Sermeln 3. Stufe ist. 

Ganz ebenso einfach ergeben sich die Formeln der fiinften Stufe. 
Sie sind: 

I. » quadr. Rest mod. 5. 
6, =o1' =o,’ —6,= 29(n), 
6, =20(n) wenn n= 1 mod.5, 
ae » ”=—1 mod. 5. 


II. » quadr. Nichtrest mod. 5. 
6) = 6, = 6, = 2 - M(n). 


Setzt man-in diese Formeln die Werthe fiir die Gréssen 6 aus 
§ 11. und 12. ein, so erhilt man die folgenden Resultate: 


Mathematische Annalen, XXI, 4 
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I. » quadr. Rest mod. 5. 


1) 2. SH4n—%2) =o) — 4U,,., 
4n — sys 
2) 60. > H(4" = “a ) = (n)—12U,., 
3) 5- PS His (4n — fy.) == 5 > Hi (4n - w= O(n) —2 O. 


4) 3-H (4n—x)_) = O(n). 
II. » quadr. Nichtrest mod. 5. 


1) 3+ >) H(4n — x?) = O(n), 
2) 2. SH(4n—x) _) = ¥en), 
3) 3+ DS H(4n— 2 )= O(n). 


Die Bedeutung der vorkommenden Zeichen siehe in § 11. und 12. 
Diese Formeln gehen ohne Weiteres in die alten Formeln (Géttinger 
Nachrichten vom 4. Juni 1879, sowie Math. Annalen, t. 17, pag. 72) 


iiber. Dort sind nur die Functionen 
Wii (nm) = O(n) — 2U,, 


Y_i(m) = O(n) — 2U, 
eingefiilrt. 


Die Formeln 6, = 67’ = 2 - ®(n) liefern eine Fundamental- 


relation im Sinne Kronecker’s. 


Diese Formeln reichen nimlich zur vollstiindigen Definition der 
Klassenzahlen H—1(m) und H,,;(m) vollkommen aus. Da aber beide Formeln 
iibereinstimmen und H4,(0) = H_,(O)ist, so ergiebt sich aus der Theorie 
der elliptischen Modulfunctionen fiir die 5. Stufe die Fundamental- 


relation: 
H1(m) = H_,(m). 


Bamberg, im Juni 1882. 
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Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. 
Von 
Grora Cantor in Halle a, d. Saale. 


(Fortsetzung des Artikels in Bd, XX, pag. 113.) 


4. 


Ks sollen jetzt im Anschluss an die vorangegangenen Entwickelungen 
verschiedene neue Siitze aufgestellt und bewiesen werden, die sowohl 
an sich von Interesse, wie auch in der Functionentheorie von Nutzen 
sind. Dabei bedienen wir uns der folgenden Bezeichnungen. 

Sind mehrere Punktmengen P,, P,, P;, paarweise ohne Zusammen- 
hang, so wollen wir, wenn P die aus ihrer Zusammenfassung hervor- 
gehende Menge ist, an Stelle einer friiher gebrauchten Formulirung 
(Bd. XVII, pag. 355) die bequemere wiihlen: 

P=P,+% +P, +:-:- 
Und im Einklange hiermit mége, wenn Q eine in P enthaltene Menge 
und R diejenige Menge ist, welche iibrig bleibt, wenn man Q von P 
entfernt, geschrieben werden: 
R=P— Q. 

Eine Punktmenge Q, die wir uns in einem »-dimensionalen stetigen 
Raume liegend denken, kann so beschaffen sein, dass kein zu ihr ge- 
hériger Punkt zugleich Grenzpunkt derselben ist; eine solche Menge, 


fiir welche also 
DQ, e) =0, 
nennen wir eine isolirte Punktmenge. Hat man irgend eine Punkt- 
menge P, die nicht isolirt ist, so geht aus ihr eine isolirte Q dadurch 
hervor, dass man von ihr die Menge D(P, P’) entfernt. 
Hier ist also: 


Q@= P— D(P, P’) 
P=Q+ (P,P? 
Jede Punktmenge kann also zusammengesetzt werden aus einer 


isolirten Menge @ und aus einer andern Rf, welche Divisor der Ab- 
4* 


und folglich: 
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leitung P’ ist. Beachten wir ferner, worauf wiederholt aufmerksam 
gemacht worden ist, dass jede héhere Ableitung einer P in der vor- 
hergehenden Ableitung enthalten ist, so folgt, dass: 
Pan aw, ..4 FR PA. ... 
lauter isolirte Mengen sind. 
Man hat aber die fiir das folgende wichtigen Zerlegungen: 
P’ =(P’ — P") + (B" — BP") + --- + (PH — Po) + Pw 
und: 
P=(P — P") 4+ (P" — PP”) + ee + (PO — PO) + in in- 
finitum + P©®), 


Von isolirten Punktmengen gilt nun der folgende Satz: 

Theorem I. Jede isolirte Punktmenge ist abzdhibar, gehirt also 
zur ersten Classe. 

Beweis. @ sei irgend eine innerhalb eines m-dimensionalen 
Raumes gelegene isolirte Punktmenge, q sei ein Punkt derselben, 
q,4,¢%', +++ seien die iibrigen Punkte von Q. 

Die Entfernungen qq, gq", gq", --+- haben eine untere Grenze, 
welche mit @ bezeichnet werde. 

Ebenso sei 9’ die untere Grenze der Entfernungen qq, 79", 4", :-*, 
@” die untere Grenze der Entfernungen qq, qq, ¢’q", °° * U. 8. W. 

Alle diese Gréssen 9, 9’, 9”, --- sind von Null verschieden, weil 
Q eine isolirte Menge ist. 

Man beschreibe mit qg als Mittelpunkt dasjenige (m — 1)-dimen- 


sionale Gebilde, dessen Punkte von q die Entfernung © haben; dieses 


Gebildé begrenzt eine n-dimensionale Vollkugel, welche wir mit K 
bezeichnen wollen. Ganz ebenso bilde man eine zum Punkte q’ als 


Mittelpunkt gehérige Vollkugel K’ mit dem Radius ~ » eine zum 


Punkte gq” als Mittelpunkt gehérige Vollkugel K” mit dem Radius 
£- u. 8, W. 
Es ist nun wesentlich, dass irgend zwei dieser Vollkugeln, z. B. 
K und K’ sich héchstens beriihren kénnen, sonst aber ganz ausser 
einander liegen. 
Dies hingt damit zusammen, dass, wie aus der Definition der 
Gréssen @ und g’ folgt, beide kleiner oder gleich qq’, also die Radien 


$, = der beiden Kugeln K und K’ nicht grésser sind als die Hilfte 


der Centrallinie qq’. 
Somit bilden die Vollkugeln XK, K’, - - + einen Inbegriff von ausser 
einander liegenden n-dimensionalen Theilgebieten des zu Grunde ge- 
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legten »-dimensionalen Raumes; ein derartiger Inbegriff ist aber, wie 
im XX. Bd. pag. 117 bewiesen worden ist, immer abzdhlbar. Folglich 
bilden auch die Mittelpunkte q, q’, q’, +--+ eine abzihlbare Menge, 
d. h. Q ist abzihlbar. 

Wir sind nun im Stande die folgenden Siitze zu bringen. 

Theorem II. Ist die Ableitung P’ einer Punktmenge P abzihlbar, 
so ist P gleichfalls abzihlbar. 

Beweis. Man bezeichne den gréssten gemeinsamen Divisor von 
P und P’ mit R, so dass: 

R= O(P, P’) 
und setze: 
P—R=Y¥. 

Q ist alsdann, wie wir schon oben gesehen haben, eine isolirte 
Menge, also abziihlbar nach Th, I. 

R ist abzihlbar, weil es ein Bestandtheil der als abziihlbar voraus- 
gesetzten Menge P’ ist. 

Die Zusammenfassung zweier abzihlbaren Mengen ergiebt aber 
stets wieder eine abziihlbare Menge; daher ist P= Q-+ R abzihlbar. 

Theorem III. Jede Punktmenge der ersten Gattung und ni Art 
ist abzdhlbar. ; 

i Beweis. Fiir Punktmengen O' Art ist der Satz einleuchtend, 
weil solche offenbar isolirte Punktmengen sind. Wir wollen nun eine 
vollstiindige Induction ausfiihren, indem wir annehmen, es sei der Satz 
fir Punktmengen Or, le", 2'er ... (~ — 1)" Art richtig und wollen 
unter dieser Voraussetzung zeigen, dass er auch richtig ist fiir Punkt- 
mengen der n'™ Art. 

Ist P eine Pm. der n' Art, so ist P’ von der (m — 1) Art; 
P’ ist also abzihlbar der Voraussetzung nach, folglich auch P abzihl- 
bar nach Th. II. 

2 Beweis. Ist P eine Punktmenge n'* Art, so ist P™ von 
der O'" Art, also eine isolirte Pm. 

Man hat nun: 

P= (P— PY) + (P"— Pt EPO — PO) + PO. 

Hier sind alle Bestandtheile auf der rechten Seite (P’ — P”), 
(P” — PP”), +++, (P™-» — P™) und P™ isolirte Mengen, also nach 
Th. I siimmtlich abzihlbar, folglich ist auch die aus ihrer Zusammen- 
fassung entstehende Menge P’ abziihlbar, daher nach Th. Il auch P 
abziihlbar. , 

Theorem IV. Jede Punktmenge P der zweiten Gattung, fiir 
welche P‘) abzdhlbar, ist selbst abzihlbar. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich aus der Zerlegung: 


P= (P’— P’")+---+ (Pe) — P) +--- in infinitum + Pe), 
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Da niimlich alle Bestandtheile der rechten Seite abzihlbar sind 
und die Anzahl dieser Bestandtheile eine abzidhlbar unendliche ist, so 
folgt daraus die Abzihlbarkeit von P’ und nach Th. Il diejenige 
von P. 

Versteht man unter « irgend eines der in Bd. XVII pag. 357 
eingefiihrten Unendlichkeitssymbole, so hat man den umfassenderen Satz: 

Theorem V. Jede Punktmenge P zweiter Gattung, fiir welche 
P® abzihlbar, ist selbst abzdhlbar. 

Der Beweis dieses Satzes wird mit Hiilfe vollstiindiger Induction 
ebenso gefiihrt wie die Beweise der Theoreme III und IV. 

Die letzten Siitze kann man auch in folgender Weise formuliren: 

Ist P eine nicht abzihlbare Punktmenge, so ist auch P™ nicht 
abzdhlbar, sowohl wenn « eine endliche ganze Zahl, wie auch wenn 
es eines der Unendlichkeitssymbole ist. — 

Bei Untersuchungen, welche die Herren du Bois-Reymond und 
Harnack iiber gewisse Verallgemeinerungen von Siitzen der Integral- 
rechnung angestellt haben, werden lineare Punktmengen gebraucht, 
welche die Beschaffenheit haben, dass sie sich in eine endliche Anzahl 
von Intervallen einschliessen lassen, so dass die Summe aller Intervalle 
kleiner ist, als eine beliebig vorgegebene Grisse. 

Damit eine lineare Punktmenge die hierdurch ausgedriickte Eigen- 
schaft besitze, ist es offenbar nothwendig, dass sie in keinem noch so 
kleinen Intervalle iiberalldicht sei; doch scheint diese letztere Bedingung 
nicht auszureichen um einer Punktmenge die erwaihnte Beschaffenheit 
zu verleihen. Dagegen sind wir im Stande den folgenden Satz zu be- 
weisen. 

Theorem VI. Ist eine in einem Intervalle (a, b) enthaltene lineare 
Punktménge P so- beschaffen, dass ihre Ableitung P’ abzihlbar ist, so 
ist es immer moglich P in eine endliche Anzahl von Intervallen mit 
beliebig kleiner Intervallsumme einzuschliessen. 

Bei dem gleich folgenden Beweise werden hiilfsweise die folgenden 
Siitze gebraucht, von denen der erste eine bekannte Kigenschaft stetiger 
Functionen ausspricht, die beiden anderen von unseren friiheren Be- 
trachtungen her bekannt sind. 

Hiilfssatz I. Kine in einem Intervalle (c, d) der stetigen Ver- 
iinderlichen x gegebene, stetige Function g(x), welche an den Grenzen 
ungleiche Werthe (c) und g(d) hat, nimmt irgend einen in den Grenzen 
g(c) und @(d) liegenden Werth y zum Mindesten einmal an. 

Hiilfssatz Il. Eine in einer unendlichen Graden liegende un- 
endliche Anzahl von Intervailen, die ausser einander liegen, hichstens 
an ihren Grenzen sumenmenstonsen , ist immer abzihlbar. 


Hiilfssatz II. Hat man eine abzihlbar unendliche Menge von 
Grossen : 
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1, Wo, “oo ,, “ea, 


so liisst sich in jedem vorgegebenen Intervalle eine Griésse y finden, 
welche unter jenen Gréssen nicht vorkommt. 

Beweis von Theorem VI. Das Intervall (a, b), in welchem P 
liegt, nehmén wir zur Vereinfachung so an, dass a=0, b= 1, auf 
welchen Fall sich der allgemeine durch Transformation leicht zuriick- 
ftthren lisst. P liegt also im Intervall (0, 1), das Gleiche gilt offenbar 
von P’ und von derjenigen Menge, welche aus der Zusammenfassung 
der Punkte von P und P’ hervorgeht und die wir mit @ bezeichnen 
wo!len. 

Be ist: 

Q = MNP, P’). 

Wir bezeichnen ferner mit R diejenige Pm. im Intervalle (0, 1), 

welche von letzterem nach Abzug der Menge @ tibrig bleibt, so dass: 


(1) 0,N=Q+R. 

Mit der vorausgesetzten Abziihlbarkeit der Menge P’ hiingt zu- 
nichst folgendes zusammen: 

1. Es ist auch P abziihlbar nach Th. Il, daher ist auch Q ab- 
zdhlbar. 

2. Es ist P und daher auch P’ in keinem Intervalle iiberalldicht; 
wire niimlich P iiberalldicht im Intervalle (7, &), so wiirden alle Punkte 
des letzteren zu P’ gehéren und es kénnte P’ nicht abzihlbar sein, 
nach Hiilfssatz UI. Daher ist auch Q in keinem Intervalle tiberall- 
dicht. Die Coordinatenwerthe, welche den Punkten der abziihlbaren 
Menge Q entsprechen, mdgen sein: 


(2) Uy, Way + %y Uy * 


Betrachten wir nunmehr die Menge FR, so lisst sich zeigen, dass 
die ihren Punkten entsprechenden Coordinatenwerthe tibereinstimmen 
mit simmtlichen inneren Werthen einer unendlichen Reihe von Inter- 
vallen: 


(3) (cy, d,), (Cy) dy), ++ +) (Cr, dy), ++ % 


welche ausser einander liegen und natiirlich im Intervalle (0, 1) ent- 
halten sind. Da nur die inneren Werthe dieser Intervalle zu Punkten 
der Menge R gehdren, so folgt aus der Relation (1) sofort, dass die 
Grenzen c, und d, dieser Intervalle Punkten der Menge @ entsprechen, 
also in der Reihe (2) vorkommen. 

In der That sei y ein Punkt von R, so kénnen Punkte von Q 
nicht unendlich nahe an r herantreten, weil sonst 7 ein Grenzpunkt 
von P wiire, folglich zu Q gehéren wiirde. Es muss nun links vonr 
ein Punkt ¢ und rechts von r ein Punkt d liegen, so dass im Innern 
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des Intervalles (c, d) kein Punkt von @ liegt, dagegen ausserhalb 
dieses Intervalles Punkte von @Q in beliebiger Niihe von ¢ und d vor- 
kommen; weil aber jeder Grenzpunkt von Q@ zu Q mitgehdrt, so sind 
e und d selbst zu Q gehdrige Punkte. Die unendlich vielen Intervalle 
(ce, d), welche auf solche Weise entstehen, liegen alle offenbar ausser 
einander und bilden daher nach Hiilfssatz Il eine abziihlbare Menge 
(3), wie zu beweisen war. — 

Die Grosse des Intervalles (c,, d,) ist, da wir c, < d, voraus- 
setzen: 

= d, — ty. 

Die Summe aller dieser Intervallgréssen wollen wir 6 nennen, 

so dass: 


(4) a (d, — ¢)) = 6. 


r=1 

Von vornherein sieht man, dass 6 <1, weil die Intervalle alle 
ausser einander liegen und im Intervalle (0, 1) enthalten sind. Wiiren 
wir nun im Stande zu zeigen, dass 6 = 1, also die Méglichkeit 6 < 1 
ausgeschlossen ist, so wiirde damit, wie eine héchst einfache an die 
Bedeutung der Intervalle (c,, d,) ankniipfende Betrachtung zeigt, unser 
Theorem VI bewiesen sein. 

Es geht also unser Beweis darauf aus zu zeigen, dass die An- 
nabme 6 < 1 zu einem Widerspruche fiihrt. — 

Zu dem Ende definiren wir fir 0 < 2<1 eine Function f(z) 
wie folgt: Man summire die Gréssen aller Intervalle (c,, d,), soweit 
die letzteren in das Innere des Intervalles (0, x) hineinfallen und setze 
diese Summe = f(x). (Dabei soll von einem Intervalle (¢,, d,), welches 
theilweise ausserhalb (0, «) liegt, nur der entsprechende in das Innere 


von (0, 2) fallende Theil in diese Summe aufgenommen werden.) 
Man hat offenbar: 
f(l) = 6. 


Setzt man ausserdem fest, dass {(0) = 0 sei, so folgt leicht, dass 
f(x) eine stetige Function von z ist fir 0<a2< 1. 

Aus der Definition von f(z) folgt niimlich unmittelbar, dass wenn 
x und x-+h zwei verschiedene Werthe des Intervalles (0, 1) sind, 
man fiir positive Werthe von h hat: 


fle +h) — f@)2?. 


Hieraus folgert man die Stetigkeit von f(z). 

Es zeigt sich ferner sofort, wenn man auf die Definition von f(x) 
zuriickgeht, dass wenn «x und x-+ h zwei verschiedene Werthe eines 
und desselben Theilintervalles (c,, dy) sind, man hat: 


f@+h)—f@) =A, 
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also auch: 
(w+ h) — fe@+h)=—2 — f@). 


Fiihrt man daher die Function 


p(x) = «4 — f(x), 
ein, so ist auch p(x) eine stetige Function von 2, welche, wenn x von 0 
bis 1 wiichst, sich ohne Abnahme von 0 bis 1— 6 dndert. Diese 
Aenderung geschieht so, dass innerhalb eines der Theilintervalle (c,, dy) 
die stetige Function p(x) einen constanten Werth behiilt. 
Daraus folgt fiir die Function g(x) die Eigenthiimlichkeit, dass 
alle von ihr angenommenen Werthe durch die Werthreihe: 


(5) P(Uy), P(Ma), +++» P(r), +> 
erschipft werden. 

In der That kann x entweder einem der Werthe wu, gleich sein, 
in diesem Falle haben wir: 


p(x) = 9(w). 
Oder es ist x ein Werth im Innern eines der Intervalle (c,, d,); 


in diesem Falle haben wir wegen der Constanz von g(x) innerhalb 
eines solchen Intervalles: 


p(x) = pcr) = p(dr). 
Nun gchéreu aber, wie wir oben gesehen, die Werthe c, und d, 
gleichfalls zu der Reihe (2), es ist etwa: 


Cy = UN. 
Folglich hat man auch in diesem Falle: 


p(x) = (ua). 

In der Reihe (5) sind also alle Werthe enthalten, welche (x) 
iiberhaupt annehmen kann. 

Die Werthmenge, welche die stetige Function g(#) annehmen 
kann, ist somit abzdhlbar. 

Wire nun o <1, also 1—o von Null verschieden, so wiirde 
nach Hiilfssatz I die stetige Function @(x) jeden Werth y zwischen 0 
und 1—o mindestens einmal annehmen. Folglich wiirden in der 
Reihe (5), welche, wie soeben gezeigt worden ist, alle von der Func- 
tion »(a) angenommenen Werthe erschépft, alle méglichen Zahlen des 
Intervalles (0, 1 — 6) vorkommen,.was dem Hiilfssatze III ent- 
gegen steht. Somit bleibt nur die Annahme ¢ = 1 iibrig, was zu be- 
weisen war. 


Zum Schlusse méchte ich eine in der vorigen Nummer dieser 
Abhandlung (Bd. XX pag. 118) enthaltene Constantenangabe berich- 
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tigen, wenn auch fiir die dortigen Zwecke auf deren Genauigkeit 
nichts ankommt. Der n-dimensionale Rauminhalt des mit B bezeich- 
neten Gebildes findet sich bei genauerer Untersuchung: 


al 
es 2 - aA 
(SE) ’ 


eine Zahl, die nur in den Fallen n = 1 und n = 2 mit 2*2 zusammen- 
fallt, sonst aber kleiner als 2" ist. 


Harzburg, 1. September 1882. 

















Ueber eindeutige Functionen mit mehreren, nicht vertausch- 
baren Perioden. IL. 


Von 
Orro RAvUSENBERGER in Frankfurt a. M. 


In dem ersten Theile der vorliegenden Abhandlung (Annalen XX, 
pag. 187) liess ich die Behandlung der Gruppen 


y=ar+1, y=— st 
1 
4 ’ 
auf ausserordentliche Complicationen zu stossen schien. Eine erneute 
Inangriffnahme des Gegenstandes zeigte indessen, dass die vorhandenen 
scheinbaren Schwierigkeiten sich leicht tiberwinden und die fraglichen 
Gruppen sich in allgemeinster Form darstellen lassen. Durch die 
folgenden Entwicklungen wird die Untersuchung fiir reelle, positive 
a und reelle b vollstiindig abgeschlossen, wiahrend gleichzeitig auch 
gewisse Fiille complexer a@ und b in Betracht gezogen werden. Die 
friiher gefundenen Gruppen der erweiterten und der parametrischen 
Modulfunctionen werden als Specialfiille — die sich allerdings scharf 
von den iibrigen abheben — der Gruppen erscheinen, die uns im 
Folgenden beschiiftigen sollen. 


fir O<a< b von Null verschieden, unausgefiihrt, da dieselbe 


§ 1. 
Eintheilung in 3 Hauptfalle. 
1) Ist in der reellen Gruppe 


(1) y=r+l, y=9(0) =—at> 

0<ca<c i? — > <b< tf (was immer zu bewerkstelligen ist), so 
stellt @,(x) (vgl. I, pag. 193) eine rational oder irrational cyklische 
Periode dar, wenn b? — 4a < 0 ist; das Gleiche gilt fiir ,(% + 1) 
wenn (b -++- 1)? — 4a < 0 wird; das Zeichen +- ist 


=>: a —_ 
efoHt’ 
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so zu wahlen, dass mod. (b-+-1) <1 wird. Hiernach erhalten wir 
3 Hauptfille: 

a) @,(x) und g,(« + 1) sind beide cyklisch; alsdann werden die 
Bedingungen aufzustellen sein, unter denen beide rational cyklisch 
sind, und diese werden sich unter einer gewissen Beschrinkung als 
hinreichend fiir die Zulissigkeit der Gruppen erweisen. 

b) », (x) ist cyklisch, ,(% + 1) ist hyperbolisch oder im Grenz- 
fall parabolisch; alsdann ist nur eine Bedingung zu befriedigen, und 
in den zugehdrigen Functionen wird ein variabler Parameter auf- 
treten. 

c) p,(x) und g, (x +- 1) sind beide hyperbolisch oder parabolisch; 
dann sind gar keine weiteren Bedingungen zu erfiillen und die zu- 
gehérigen Functionen enthalten zwei Parameter. — In den beiden 
letzten Fallen wird eine Ausdehnung auf complexe Gruppen mig- 
lich sein. 

2) Fiir 16 < @ ist immer b? — 4a < 0, und die Gruppe gehort 
der ersten oder zweiten Classe an; fiir 0 <a@< 16 dagegen gehort 
sie zur zweiten oder dritten Classe, da alsdann jedenfalls (b +- 1) 
— 4a> 0 ist. 

§ 2. 
Erster Hauptfall. 


1. Damit g,() eine rational cyklische Periode sei, muss es (s. I, 
pag. 199) die Form annehmen: 
ce 
4 sin® v 
(1) 9, (2) = — ——_* 


@ ? 
x + ¢ cotang -- 


worin @ vorliufig nur ein rationaler Bruchthei! von 22 zu sein braucht. 
‘Indessen lisst es sich leicht darthun, dass wir uns auf den Fall 


= as beschrinken diirfen; denn dieselbe Betrachtung, wie in I, 


pag. 199 zeigt, dass andernfalls ein g,(x) eine gréssere Determinante 
wie ,(x) besitzen wiirde; in Folge dessen kinnte entweder g, (2) 
unmdglich sein (wenn die Determinante von ,(x) die Einheit iiber- 
steigen wiirde, ein Fall der iibrigens nicht eintreten kann, wenn ¢ 
hinlinglich klein gewihlt wird), oder wir wiirden auf eine erweiterte 
Modulgruppe gefiihrt, oder g,(#) wiirde demselben Gebiet wie gp, (z) 
angehéren. Jedenfalls leuchtet ein, dass man auch , (x) als Iterirung 
von @z(“) betrachten kann und dass sich daher g,(x) ebensogut zur 
Erzeugung der Gruppe verwenden lisst wie , (x). — Die Constante 


c bestimmt sich durch die Bedingung, dass auch g, (7-1) =— - 
rational cyklisch sein soll. Wir miissen nimlich setzen 


a 
ztb+1 
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c2 


4 sin? *. 
@) 9:(e+1)—=———_+__, 
«w -+ C cotang 9 





woraus durch Vergleich mit (1) folgt 


2 C2 
(3) capella Mamie 
4 sin? 2 4 sin? . 2 
und 
(4) “e cotang > + i=CZ cotang _ 


woraus wir unter Beriicksichtigung, dass ¢ und C entgegengesetzte 
Zeichen haben, nach Elimination von C erhalten: 


sin J 
(5) e— + ——*__, 
cos-5- + cos —- 





2 2 “2 
(6) Q, (x) = - _—- we yp 
at 
2+ See Ske. AT SS 
cos . -+ cos 4. 
und 
ile 
4 (cos ? + cos y 
(7) gy, (a+1) = — — ——. 
cos = 
x2 ——_—— = 
cos 2 -+ cos — 


Auch bei # dirfen wir uns auf » = 22 beschrinken; ferner 
miissen wir, da mod. b << a sein soll, cos a < cos +, also gp >y 
nehmen. Bemerkenswerth ist es, dass sich bei dieser Classe keine 
complexen Gruppen ergeben. 

2. Um die wirkliche Existenzberechtigung der soeben gefundenen, 
doppelt unendlichen Gruppenreihe nachzuweisen, fihren wir die zu- 
gehérige Eintheilung der Ebene in Parcellen durch, bei der ein wesent- 
lich neues Moment im Vergleich zu den friiher behandelten Gruppen 
auftritt. Zur Herstellung eines in’s Unendliche reichenden Funda- 
mentalpolygons fiir die Gruppe 


y=atl, y= —t 
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brauchen wir 2 parallele Gerade, deren auf der Abscissenaxe ge- 
messener Abstand 1, deren Richtung und Lage im Uebrigen aber 


willkiirlich ist, sowie einen um den Nullpunkt beschriebenen Kreis 
1 


mit dem Radius mod, a” oder eine Abbildung desselben durch y= -+-k. 
Dieser Kreis, den ich als Fundamentalkreis bezeichnen will, wird 


durch die Periode y= — - in sich selbst abgebildet, wiihrend ein 


ausserhalb des Kreises gelegener Punkt in einen inneren transformirt 
wird und umgekehrt. Auch fiir die zur Gruppe 


y=au+ 1, ¥ = 9, (xz) = — sar 
gehorige Kintheilung brauchen wir dieselben Geraden und denselben 
primdren Fundamentalkreis mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und 
1 


mod. a” als Radius; allein es tritt noch ein secundérer Fundamental- 
kreis hinzu, der dem primiren congruent ist und dessen Mittelpunkt 
im Punkte —b liegt; aus diesen beiden Fundamentalkreisen geht 
durch Abbildung mittelst y= «-+-k ein Kreissystem hervor, dessen 
benachbarte Individuen sich in unserem ersten Hauptfall schneiden. 
Die Bedeutung des primiren und des secundiiren Fundamentalkreises 
ist leicht zu erkennen. Durch die Substitution y= ,(x) wird der 
secundire Kreis in den primiren transformirt; ein Punkt ausserhalb 
des ersteren geht in einen solchen innerhalb des letzteren, ein Punkt 
innerhalb des ersteren in einen solchen ausserhalb des letzteren iiber. 
Fiir die Substitution y = ,(% + 1) spielen der primiire Kreis einer- 
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Fig. I. 


seits und die Abbildung des secundiiren durch y = x + 1 andrerseits 
dieselbe Rolle. 


Hiernach verfahren wir in unserem Falle folgendermassen (s. Fig. 1). 
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Die beiden Fundamentalkreise, deren Mittelpunkt resp. der Nullpunkt 
und der Punkt 





eS 
vest 2 
F ° a 
cos 2 aa cos 5 


sind, beschreiben wir mit dem Radius — ae 


o -; beide ver- 
2 (cos ® + cos - 


vielfailtigen wir durch die Transformationen y = x + k. Die parallelen 
Geraden legen wir am Besten durch die Mittelpunkte des secundiiren 
Fendementaliirelees und seiner erwihnten Abbildungen und zwar senk- 
recht zur Abscissenaxe. So entstehen oberhalb und unterhalb der 
letzteren unendlich viele unendliche Fundamentalpolygone, die von 
2 Geraden und Theilen von 3 Kreisen begrenzt werden. Der obere 
Schnittpunkt des primiiren Kreises mit dem secundiren ist 


-_ @ oa @ 
oS 7 — 
die +e 3 + isin : 
5 ae 
a y ) 
2 (cos : -++ cos 2 
der entsprechende des primiren Kreises mit der ihn schneidenden Ab- 
bildung des secundiren ist 


+ cos 2 + isin —% 


In x, und w, entstehen resp. die Winkel gm und y. Ferner findet 
man leicht, dass #, und x, durch (6) resp. (7) in sich selbst trans- 
formirt werden, also Centren der durch diese Substitutionen gebildeten 
Cyklen sind. Das Fundamentalpolygon hat also die Winkel » und 
~, sowie einen von 0° und zwei andere, welche im Allgemeinen supple- 
mentiir (bei unserer Wahl der Geraden rechte) sind, Dass nun die 
Gruppe wirklich zulissig ist, erkennen wir daraus, dass simmtliche 
Polygone, welche an das Fundamentalpolygon anstossen (wir wollen 
jetzt als solches speciell dasjenige unendliche Vieleck betrachten, 
welches oberhalb, resp. unterhalb des Nullpunktes gelegen ist), das- 
selbe nicht iiberdecken. Es ist dies fiir die angrenzenden unendlichen 
Polygone und die um 2, und 2, gelagerten (in der Figur nicht aus- 
gefiihrten) unmittelbar ersichtlich, und wir miissen nur nachweisen, 
dass die Polygone der beiden Cyklen, die sich an die krummlinige 
Begrenzung des Fundamentalpolygons anlegen, dieselbe auch voll- 
stiindig in Anspruch nehmen und keinen Theil derselben frei lassen. 
Dieser Nachweis ergiebt sich daraus, dass die beiden Punkte 
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+ 2 cos ~. +7 
y; = ee 
s. 2. 
2 (cos : -+cos : 
und 
+ 2 cos ¥ +i 
tindiian tS 
2 | cos 3 -+ cos 3 


oe 


durch (6) resp. (7) in denselben Punkt 
a 


he 2 (cos + + cos +) 


transformirt werden und dieser durch die inversen Substitutionen 
wieder in y, und y, iibergefiihrt wird. 

3. Es eriibrigt noch, aus der behandelten Gruppe einige Special- 
falle herauszugreifen. Nehmen wir g = 180°, so finden wir 





y 


also die Gruppe der erweiterten Modulfunctionen; der secundiire Funda- 
mentalkreis fallt hier mit dem primaren zusammen. Immerhin charak- 
terisirt sich dieser Specialfall als bedeutend von den iibrigen ver- 
schieden durch den Umstand, dass hier die Abbildungen des primiiren 
Kreises sich einander schneiden. 

Fir po = wy ergiebt sich 





a. 
16 cos? ¥ 
yortl, y=——— 
tts 
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§ 3. 
Zweiter Hauptfall. 


1. Im zweiten Hauptfall schliessen wir wieder, dass die Gruppe 
die Form ‘ 


ce 
4 sin? = 
(1) y=x2+1, y= Q,(z) = —— 2 == 
«x + ¢ cotang 7 
9 = “= , haben muss; ¢ braucht hier keine Bedingungsgleichung mu 


erfiillen, sondern muss lediglich der Ungleichheit, die aus 


(b+ 1)?—4a>0 
resultirt , niimli¢h 


(2) 1 — mod. ¢ cotang ~ —é>0 
geniigen. Fiir den Grenzfall finden wir 
5 5 
9 1 
mod. c = — cotang = + ———, 
a Se el oe 
sin ay 


also, da wir nur das obere Zeichen wiihlen kénnen, um fiir mod. ¢ 
eine positive Grésse zu erhalten: 


mod. ¢ = tang 
Die Ungleichheit lautet daher 


(3) mod. ¢ < tang + . 

2. Dass die soeben gefundenen Bedingungen auch hinreichend 
fiir die Existenzberechtigung der Gruppe sind, folgt wieder aus der 
Herstellung des Periodicitiitsnetzes, das wir genau in derselben Weise 
wie fiir den vorigen Fall construiren (s. Fig. II). 
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Auch hier schneiden sich der secundiire und der primaire Funda- 
mentalkreis unter dem Winkel m; dagegen wird der primiire Kreis von 
der nichstgelegenen Abbildung des secundiiren nicht geschnitten, da 


die Centraldistanz beider 1 — mod. ¢ cotang ., ihr Radius aber 
mone ist. Die Bedingung niimlich dafiir, dass die Centraldistanz 
2 sin — 

2 


nicht kleiner als der Durchmesser ist, driickt sich durch 


mod, ¢ 
1 — mod. ¢ cotang : > - 


\s 


sin — 


~ 


oder 
mod. ¢ < tang + 
aus, was mit (3) iibereinstimmt. 

Wir brauchen nun wieder lediglich die Abbildungen des Funda- 
mentalraums ins Auge zu fassen, welche sich um letzteren lagern. 
In z,, sowie bei den Punkten y,, y, und y haben wir dasselbe Ver- 
halten wie im vorigen Fall, und man sieht weiter, dass sich durch 
@, (w + 1) die in Betracht kommende Abbildung des secundiren Kreises 
in den primiiren verwandelt u.s. w. Eine Ueberdeckung kommt auch 
hier nicht vor. 

3. Wir kénnen jetzt die bisher festgehaltene Voraussetzung fallen 
lassen, dass ¢ reell sei, und complexe c¢ innerhalb einer gewissen, 
noch spiiter festzusetzenden Ausdehnung zulassen. In dem Netze bleibt 
alsdann der Fundamentalkreis derselbe wie fiir ein ¢ von dem gleichen 
absoluten Betrage; der Mittelpunkt des secundiiren Kreises wird dagegen 
von der-Abscissepaxe wegverlegt, da er um die complexe Grdsse 


— ¢ cotang + vom Nullpunkt entfernt ist. Die Centraldistanz — und 


hiermit die Winkel, unter denen beide Kreise sich schneiden — unter- 
scheidet sich nicht von derjenigen, die die niimlichen Kreise fiir ein 
reelles ¢ von demselben absoluten Werth besitzen. Man erkennt sofort, 
dass die Verhiiltnisse vollstindig die gleichen bleiben wie bei reellen 
c, falls nur der secundire Fundamentalkreis die benachbarte Ab- 
bildung des primiren nicht schneidet. Die Bedingungen hierfiir er- 
geben sich aus Figur III (siehe folgende Seite). Setzen wir niimlich 
e=y-+ di, so ist der Radius der Kreise gleich 


VET ® , AC=V P+: cotang  , 


bd 
2 =. 
sin 2 


AB=1, AD = mod. y - cotang ?, CD = mod. d- cotang ~., 
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und da BC mindestens gleich dem Durchmesser der Kreise sein muss, 
2 2 62 
(1 — mod. y - cotang +) + 0? cotang? 7 => —— 
2 
oder 
1 Dy? + 62 + 2 mod. y - cotang 2 


oder 





(mod. y+ cotang zy +0< : 


in? 2 
sin 5 


Der Convergenzbezirk fiir ¢ ist das gemeinsame Stiick gweier Kreise, 


deren Radius — 





— ist und deren Mittelpunkte wm cotang + nach 
sin — 
2 


rechts und links vom Nullpunkt entfernt sind. 


he urs 
adie SP seals a 








4. Die friiher gefundene parametrische Modulgruppe ist ein Special- 
fall der eben behandelten. 


§ 4. 
Dritter Hauptfall. 
1. Besteht bei positivem a und reellem b die Ungleichheit 


b? — 4a > 0, so sind weder y= —sa5 
cyklisch; ausser jener Ungleichheit sind dann keine Bedingungen zu 
erfiillen. 

Die Parcellirung stellen wir ebenso her wie in den beiden vorigen 
Fiillen; ein Schneiden der Kreise findet hier iiberhaupt nicht statt. 
Die Zulassigkeit der Gruppe liesse sich fiir diesen Fall ganz ahnlich 
wie fiir den vorhergehenden darthun; doch ziehe ich es vor, die 
Existenz eines Gebietes direct nachzuweisen, innerhalb dessen keine 
2 Punkte durch Periodicitét verbunden sind. Wir bezeichnen (siehe 
folgende Seite Fig. IV) mit I die gesammte Ebene mit Ausschluss der 
beiden Fundamentalkreise und ihrer Abbildungen durch y = x + f, 
mit II den Inhalt des primiren, mit III den des secundiiren Fundamen- 
talkreises; ferner mit IV und V die erwihnten Abbildungen der 


5* 
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beiden letzteren. Alle Perioden der Gruppe lassen sich aus 3 Elemen- 
ten zusammensetzen : 


(1) y=ar+k, 
(2) — sit = 9, (2), 
(3) y = 9-1 (2). 


Gehen wir nun von einem Punkte in einem der Parallelstreifen 
des Gebietes I aus, so bleiben wir durch Anwendung von (1) in I; 
lassen wir jetzt (2) folgen, so wissen wir, dass hierdurch jeder Punkt ausser- 
halb II] — und das ist hier der Fall — innerhalb II abgebildet wird; auch 
bei wiederholter Anwendung von (2) bleiben wir in II. Folgt hierauf 


| 





DA CAC CALA ff 
LF Vel NLP 4 














Fig. IV. 


wieder (1), so gelangen wir nach IV, hieraus durch (2) nach II u. s, w. 
Schliessen wir daher die ganze Folge von Substitutionen, in denen 
(3) noch nicht vorkommt, mit (1) ab, so sind wir in I oder IV. Nun 
lassen wir auch (3) ein oder mehrmals eintreten, wodurch wir nach 
lil versetzt werden, wie sich dies aus Friiherem ergiebt. Durch (1) 
gelangen wir dann nach V, durch (2) wieder nach II oder durch (3) 
nach III u. s. w. Es ist klar, dass wenn man nicht denselben Weg 
wieder zuriickgeht, also u. A. (2) und (3) auf einander folgen lisst, 
man niemals nach | zuriickgelangt, falls man diesen Raum einmal ver- 
lassen hat. Jeder Parallelstreifen von I stellt daher einen Fundamental- 
raum dar. Zugleich erkennt man, dass in der ganzen Gruppe keine 
eyklische Periode vorkommt. 

2. Auch hier ist eine Ausdehnung auf complexe Gruppen sofort 
zulissig. Die gemachten Schliisse bleiben ungeiindert bestehen, so lange 
die beiden Fundamentalkreise und deren Abbildungen durch (1) sich 
einander nicht schneiden. Aus einer Figur, welche Fig. ILI ahnlich 
ist, ergeben sich die Bedingungen hierfiir ohne Schwierigkeit. Zunichst 
haben wir a der Ungleichheit 
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1 
(4) mod.a< 5 


zu unterwerfen, damit der primiire Kreis von seinen benachbarten 
Abbildungen nicht geschnitten wird. Setzen wira=a+ fi, b=y+di, 
so ergiebt sich als Bedingung dafiir, dass der secundiire Fundamental- 
kreis mit keiner Abbildung des primiiren in. Collision geriith, die Un- 
gleichheit 


(5) (y + k)? + 0? > 4(a? + B?) > 4 mod. a’, 


die fiir beliebige ganzzahlige, positive und negative k befriedigt sein 
muss. Wihrend wir daher fiir a einen Convergenzkreis haben, der 
durch die Ungleichheit (4) bestimmt ist, diirfen wir } iiber die ganze 
Ebene der complexen Zahlen ausdehnen mit Ausschluss unendlich vieler 
Kreise, deren Gleichungen 


(y + k)? + 0? = 4 mod. a? 


lauten, die also den Radius 2 mod. a besitzen und deren Centren die 
Punkte 0, +1, +2 u.s. w. sind. 

Die hauptsiichlichsten der bis jetzt als méglich erkannten Gruppen 
sind demnach die folgenden. 

1. Die Gruppe 


yoeautl, y=— —— one 





die in derselben enthaltenen cyklischen Perioden fiihren alle nach einer 
m-fachen oder n-fachen Iterirung zum Anfangswerth zuriick. 


2. Die einen Parameter enthaltende Gruppe 


(od 





ey 
4 sin? — 
m 





geet l,g=— =? 
« + ¢ cotang —~ 


worin c= y + 0% der Bedingung 


1 





(mod. y + cotang zy 4 e< 


b4 


sin? — 
m 






unterworfen ist. In dieser Gruppe kommen nur solche cyklische Perioden 
vor, die nach m-maliger Iterirung wieder den Anfangswerth liefern. 
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3. Die zwei Parameter enthaltende Gruppe: 


y=x+1,y=— a3" 
wortn a und b = y + 0% den Ungleichheiten 
mod, a << + 


und 
(k + y)? + 0? > mod. a 
geniigen miissen. Cyklische Perioden kommen in dieser Gruppe iiber- 
haupt nicht vor. 
Die Einfiihrung specieller Benennungen fiir die gefundenen Gruppen 


und die zugehérigen Transcendenten verschiebe ich auf eine spiitere 
Gelegenheit. 


Frankfurt a. M., den 15. August 1882. 

















Ueber die Hesse’sche Covariante einer biniren algebraischen 
Form fiinfter Ordnung. 


Von 


F, Linpemann in Freiburg i. Br. 


Wihrend man den Invarianten und Covarianten der biniren Formen 
zweiter, dritter und vierter Ordnung seit lange rege Aufmerksamkeit 
schenkt, weiss man noch sehr wenig iiber die speciellen Kigenschaften 
der Covarianten héherer Formen. Es schien mir deshalb eine ein- 
gehendere Untersuchung der einfachsten Covariante einer Form fiinfter 
Ordnung, ihrer Hesse’schen Determinante, von Interesse zu sein, 
wenn auch die gewonnenen und im Folgenden entwickelten Resultate 
von geringerer Einfachheit und Uebersichtlichkeit sind als bei den 
Formen niedrigerer Ordnung. 

Zuniichst dringt sich natiirlich die Frage auf, wodurch die erwihnte 
(nur von fiinf Constanten abhingende) Covariante sechster Ordnung 
(ZT) vor anderen Formen gleicher Ordnung ausgezeichnet ist. Dieselbe 
wird-durch Berechnung der quadratischen Covarianten und Invarianten 
von H und Aufstellung der zwischen letzteren bestehenden Relation 
beantwortet (§§ 1—5); die geometrische Bedeutung dieser Relation 
wird am Schlusse (§ 15) erdrtert. Es werden sodann fiir die specielle 
Form H alle diejenigen Fragen besprochen, auf welche Clebsch bei 
den allgemeinen Formen sechster Ordnung durch ihre typische Dar- 
stellung mittelst quadratischer Covarianten gefiihrt wurde, und es werden 
die analogen typischen Darstellungen von H entwickelt (§§ 6—9; 
in § 10 wird gelegentlich eine typische Darstellung der Grundform 
durch lineare Covarianten gegeben, die bei Clebsch nicht ausge- 
fiihrt war). 

Es folgt sodann eine genauere Untersuchung derjenigen Fiille, in 
welchen eine solche Darstellung nicht méglich oder besonders einfach 
ist (§§ 11—13). In § 14 endlich werden die in den ersten Paragraphen 
aufgestellten Formeln benutzt, um umgekehrt eine Form fiinfter Ord- 
nung zu bestimmen, wenn ihre Hesse’sche Covariante gegeben ist; 
es zeigt sich, dass diese Aufgabe immer nur eine Lésung zulisst, 
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ausgenommen den Fall, wo die gegebene Form sechster Ordnung ein 
vollstiindiger Cubus einer quadratischen Form ist, wo dann unendlich 
viele Lésungen méglich sind, Hiermit ist bekanntlich zugleich die 
Aufgabe gelést, diejenigen ganzen Functionen von «x zu bestimmen 
(falis es solche giebt), welche einer Differentialgleichung von der Form 
ey (2 dy\ 
aa 
geniigen, wo X eine ganze Function sechsten Grades von x bezeichnet; 
die Frage, wann diese Differentialgleichung durch eine rationale ganze 
Function befriedigt werden kann, ist in § 5 durch Aufstellung der 
Relation beantwortet, welcher die Invarianten der (bis auf einen con- 
stanten Factor mit H identischen) ganzen Function X zu geniigen 


haben. 
§ 1. 
Covarianten und Invarianten einer Form fiinfter Ordnung. 


Das vollstindige System einer biniiren Form fiinfter Ordnung (in 
Gordan’s Sinne) besteht aus 23 Bildungen. Wir bezeichnen dieselben 
im Folgenden stets ebenso, wie es in Clebsch’s ,, Theorie der biniren 
algebraischen Formen‘ geschieht; gleichwohl wird es niitzlich sein, 
wenn wir eine kurze Zusammenstellung der von uns zu benutzenden 
Bildungen hier geben: 

Die Grundform selbst ist 

f=a—b=a= 


Von ihren Covarianten werden wir die folgenden ndthig haben: 


= (fi fr= (aby’a 262 = HS = H,° =H, ° =... 
aa eos a, ott date Tanti en Te 
T =(/,H), = (aH) a? Hz = (ab)*(ca) a2 bict, 
j =—(,f)x= — (ai ad = — (ab)*(ac)(be)e& =(ab)* (be)? (ca)? aabe ce, 
—j— Jj, —I,°— 
t= (j, Jo = (37) 5,5, = (ab) (ai)? (bi)? a,b, = 72, 


? 


O = (i, 1), = (it) int. = — (ab)? (ai)?(bi’? (ai”) bs if = 82 
a = (?,f), = — (i, j)o = — (tj)*je = — (ai)? (ai (ai")iy = a, 


B = (#,f), = (i,@), = (ia)i,z = Bz, 

y = (t, a), = (ta)t, = (jj’)? (ja)j. = Vx» 

d = (@, a), = (@a) 0, = Oz, 

&= (#,f)s = — (at? (@i’)ad i, = (j, i), = &, 
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Q= i, 1 = GOELH= HT VIII =@ 
k= (i, H), =(H)? Hi =k, 
q = (f, t), = (@i)izat = — (ab)' (ae) bec = @. 
Hierzu kommen die drei von einander unabhiingigen Invarianten: 
A = (i, i), = (tv)? = (ab)! (ed)*(ac) (bad), 
B= (i, 1) =e) = GIF Gi) FD) = (OF (Gi? Oi} (Ai) 04"), 
C= (Gen = (ee P= GFP G'IGIIGSY. 
Fiir zwei hiufig vorkommende Verbindungen derselben fiihren wir 

mit Clebsch besondere Buchstaben M, N ein, indem wir setzen: 

M=2AB---3C 

= (Ba) = (ia)? = Gi? (FP GH) GA"), 
N= } (AC — BY) 


= (89)? = (ca)? = (ya) = (aj) W7')(7)) (17). 
Endlich haben wir die Hermite’sche Invariante ungeraden Grades 
anzufiihren : 


R = (da) = (By) = — (ra) (eB) = (Pa)? = (it) (a) (re), 


deren Quadrat sich durch A, B, C ausdriicken lisst mittelst der Formel: 
Rt = — + (AN?—2BMN+CM?. 


In dem erwihnten Werke von Clebsch findet man gelegentlich 
eine grosse Anzahl von invarianten Bildungen auf die hier angegebenen 
zuriickgefiihrt; die betreffenden Formeln werden wir im Folgenden mehr- 
fach benutzen miissen. Weitere Zuriickfiihrungen der Art hat Herr 
d’Ovidio in einem Aufsatze*) gegeben, auf welchen wir ebenfalls 
wiederholt werden verweisen miissen. Es sei bemerkt, dass sich Herr 
d’Ovidio derselben Bezeichnungsweise wie wir bedient; nur unser 
q ist bei ihm mit — 1 bezeichnet, wihrend der Buchstabe q fiir die 
Ueberschiebung (j, H), benutzt wird. 


§ 2. 
Die quadratische Covariante / der Hesse’schen Form H. 
Unter den quadratischen Covarianten einer Form sechster Ordnung 
sind drei besonders ausgezeichnet, die wir mit Clebsch durch 


2 2 ? : 2 
(1) l=i=1,", m= m—=—m,, n= ny 


*) Nota sulle forme binarie del 5° ordine; Atti della Reale Accademia delle 
Scienze di Torino, vol. XV, 1880. 
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bezeichnen. Nimmt man als Grundform sechster Ordnung die Hesse’ sche 
Form H = H? einer Form fiinfter Ordnung an, so sind dieselben 
durch folgende Bildungen definirt: 

b= (9, H), = (g H)' He, 
(2) m= 9; lx =(90)'ge, 

n= (g, m), = (9g m)* gz, 
wo g = g' die vierte Ueberschiebung von H mit sich selbst bedeutet. 


Wir stellen uns die Aufgabe, /, m, m durch die quadratischen und 


linearen Covarianten von f= a®, auszudriicken , d. h, durch die in § 1 
eingefiihrten Formen i, t, #, «, B, y. 

Herr d’Ovidio hat bereits gezeigt, dass g sich aus i = (f,/), 
und k = (é, H), zusammensetzen lisst; man hat nach ihm 


9 = (H, H), = (HH’Y 2H,” 
(3) 4» 2, 
= ?+ hk. 
Aus (2) folgt also 


(4) l=(g,H), == (?, Hy +> hk, HW). 


Um die rechts vorkommenden Ueberschiebungen zu _berechnen, 
gehen wir von der Identitit aus: 


(5) _ Hp Hi= = (ey) + (aby aybjarbe, 


welche man leicht aus den allgemeinen Formeln fiir die Entwicklung 
einer biniren Form mit zwei Reihen von, Veranderlichen ableitet 
(Clebsch, op. cit. p. 23). Aus ihr folgt durch Polarenbildung, wenn 


zur Abkiirzung (ab)* a} b}azbe = py Vz gesetzt wird, 
12H? Hj H? = 12¥: 939: = © (ys) (2) iyi, 
+5 Wart +5 Ga) i 
= 12 vigy gy: + 5 (ya) + 5 (2a) — 5 (yey. 


Fasst man ferner den Ausdruck (aby ay Uidzbs als Function von y und 
2 auf, so hat man die Identitat 


(ab) a; Videbe = 95 9:02 + (ye) iz, 


also durch Combination mit der vorhergehenden Gleichung: 
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(6) Hi Hy H: = (aby a; bias be — = (yz) e+ 7 (wy) B+ Lea). 
Diese Identitit giebt uns 
(H, i), = (Hi)? (Hi)? H? 
= (ab) (ai) (bi? azby — | Ai + 5 Ai 
= (ji Pisis — 5 Ai 
oder endlich, wie auch Herr d’Ovidio findet: 
(7) (Hi), = t — 2 Ai. 


Es bleibt nur noch die vierte Ueberschiebung von k tiber H zu 
berechnen, Zu dem Zwecke gehen wir von der Identitiit (5) aus. Die- 
selbe giebt unmittelbar 


(k, H), = = (iH)? (iH)? H? + (ab)'(aH)*(b HH)? (iH)Parb, 
=; @, H),+ P. 
Hier ist identisch 
P = (ab)?(aH)*(b H) (iH)*b2 — 5 (ab)' (@H)(bH) (iH)? H? 
= P,—+(@, H),. 
Auf P, wenden wir die Identitiit an: 
(ab)" dz bob = He Hy +55 4 (wy); 
es kommt dann: 
P, = (HH’)'\(Hi)*(H' x)? + = (Hi’)* (Hi)? HE. 
Weiter ist identisch (Clebsch, p. 23) 
(HH’)'H? H’? = 92g + | (wy) HH’) 
und nach Herrn d’Ovidio 
(HH’)’ == A.**) 
©) Vertauecht man «, y, # water cinander und addirt die drei dadurch er- 


haltenen Gleichungen, so entsteht die von Herrn d’Ovidio a. a. O. mehrfach 
benutzte Identitit: 


1 
H; Hy y= (ab)" [a3 dha 


5 a,b, + ar bra, b,+a) bia, b 


a” 3 2 °ay-y 9 Os Gx Ve] 


—¥ [@w? 2+ (ye)? 2 + a)? 8]. 


**) Vergl. auch Salmon, Lessons introductory to the modern higher algebra, 
third edition (Dublin 1876), art. 225, 
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Also 
Py = (9; in + oy i+ 55 @ Das 


; Odie 
(8) (k, H), =(9, 2. + 30 Ai. 
Die Form (g, 7%), berechnet sich aus (3); es wird 
; Eisai s 2 ; 
(9,%). = 35 (#, t). + = (k, ao. 


{ 2 . 
Macht man u,—7, so ist 


(8a) Suz ul == 2? + icky icity, 
also, da A = (ii’)*, 
(®, ip =f AR4 SW) WI") iets 
== Ai. 
Ferner ist (k, i), = (Hi)* (Hi’)? H? aus (7) bekannt, und somit 
(8b) (9, i). = ae Ai+ =r, 
(Se) (k, H), = Ait <r. 
Die Gleichungen (4), (7) und (8c) ergeben endlich 
(9) l= (40 — Ai). 
§ 3. 


Die quadratische Covariante m von H. 


Um m zu behandeln, geniigt es nach (2) und (9), die Ueber- 
schiebung (g,t), in’s Auge zu fassen, denn (4g, #), ist aus (8b) be- 
kannt. Man hat nach (3) und (8a) 


<r : oer 2 

Ot» = a5 [9% he+ ZO) W Die ic] += (k, 2), 
(10) ; : 
— [Bi —+ At|+ 2 (k, tp. 

Zur Berechnung von (k, rt), dient uns wieder die Identitiit (6); 
es wird 

(k, t), = (Hi)? (Ht? H? 
= (ab)*(ai)*(bt) ab. — 2 (ini? +A RW P+ eis)? 


10 “ 10-2 


= — (jb) (bt)? jebe — Bit j At. 
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Zur Umformung der ersten Glieder der rechten Seite benutzen wir die 
Relation (vgl. Clebsch, p. 282) 


(11) (f, 0), = (bt)? B38 = — & Aj — ai 

und weiter die Identitiiten (ib. p. 280 und 281); 

(11a) (i, 8), = 5 Bi— J Ar, 

(11b) (j, a), = — ®. 

Aus diesen Gleichungen -folgt unmittelbar 

— (br }*(VjP jabs = y At+ 5 Ge (ij)ie + F (@)) (iiDinje 

= | At — ; a? + ; (i, 9), 
=< (Ar + Bi—e’), 

and durch Einsetzen: 

(12) (k, t), = 3 Bi+ G Ar—ta?. 


Jetzt kénnen wir auch m durch it und a? ausdriicken; man hat 
nach (2) und (9) 


m = (9, lp = 35 [40(9, t)» — Ags ae], 


ferner nach (10) unter Beriicksichtigung von (12): 





(13) (9g, t), = . Bi+ ss At — * a; 
also schliesslich nach (8b): 
(14) m= .~,, [(260B — A)i + 165.At — 2000"). 


§ 4. 
Die quadratische Covariante » von H. 
Die Berechnung der dritten quadratischen Covariante » kann aus- 


gefiihrt werden, sobald (g, a’), bekannt ist, und letztere Bildung 
erfordert nach (3) die Kenntniss von (k, «),. Wir beschiiftigen uns 
daher zuniichst mit dieser Ueberschiebung. Da k = (iH)?H?, so haben 
7 wir aus (6) 
(k, a), = (Hi)?(Ha)* Hz 
= (ab) (ai?(ba)arbe — = (ia)?® + Ria)? + ati’? 
3 


= — (jb (ba? brjz — zy Mi + 


1 
= 
5 Aa’, 
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Auf das erste Glied der rechten Seite wenden wir die Identitit 
(ba)j,—=(bj) a.+(ja)b, an und beriicksichtigen, dass (bj)*b? identisch 
verschwindet (Clebsch, p. 281) und dass (ja)j? nach (11b) gleich — 
ist; es entsteht dann die Relation 


— (bj) (ba? bsjz = (b9)*(ba) bd. 
Nun hat man (Clebsch, p. 375). 
(15) (9b = Q +5 iB —F Ae. 


Die erste Ueberschiebung der rechten Seite mit a haben wir zu bilden. 
Ks ist 


(Qa) Q = = (jt) (ja)jete + + (jt)(t aj? 
(16) = — = (8,0), + 5 (it) (ja)jete 
= — (8,0), = — Br+ 5 Ci. 


Hierbei ist beriicksichtigt, dass (j, t), nach der Theorie der cubischen 
Formen identisch Null ist, und es ist der von Clebsch (p. 280) ge- 
gebene Werth fiir (#, r), benutzt. 

Ferner wird 


(6B, @), = 5 Ga)iebe+ 5 2(Ba) 
2 , o-, 
= P+ Mi. 
Nach Herrn d’Ovidio ist aber 28? = 2 Mi — Aa?, und sonach 


(17) . GB, @), = Mi—+ Act, 
Endlich findet man 


(€, @); == (Ji) (Ja) joie + 4 (ji) (ia)p? 
(18) = — = (8, i) +5 (ii) Ga)inje — % (ji) fetes 
=—(9,),+ -e@—f Bi—tAr+ ia’. 


In Folge von (16), (17) und (18) kann man jetzt die linke Seite 
von (15) einmal tiber a schieben und findet 


(18a) (9)"(ba)b3 = GO+5M—5 AB)i+ (5 4*—3B)e—5 Act 


1 ° 1 1 1 
=i Mi+(i a -~;B)r—{ Ac’; 


und hieraus durch Kinsetzen in die erste Gleichung dieses Paragraphen: 
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2 ° 1 P 
(19) (k, 0) = — = Mi+ | (24?—3B)r— J At’, 


Diese Formel liefert uns den Schliissel zur Berechnung von n. 
Zuniichst wird nach (1) und (14) 


n—=(m, g)= 4 <5 [(260B — A?) (i, 9) + 165.A(c, gy — 200(a?, gs], 


ferner nach (3) 


(9, @), = = (®, a), + = (a,b), 
wo nach (8a) 


‘ a - S 23 9 . a 
(i, a2), = + (ia)Piz? + = (ia) (i wie és 
= Mi— j Ac? = (2AB—3C)i —+ Aa’. 
Mittelst (19) erhalten wir also 
8 ° “ 1 
(g, @), = 3 Mi + =; (24? — 3B)t — = Aa’. 


Dies fiihren wir in » ein und entnehmen gleichzeitig (i, g), aus 
(8b), (t, g). aus (13); so entsteht 
: . (4800 C — 585 AB—2A8)i 
3-5" | 4. (10800. B — 545.A2)r + 550 Aa? 


Die dre . quadratischen Covarianten von H lassen sich also 
als ganze lineaFe Functionen von i, t und «* darstellen. 


(20) n= 


§ 5. 
Die Invarianten von H. 
Kine biniire Form sechster Ordnung hat nach Clebsch vier von 
einander unabhiingige Invarianten A, B, C, D, die wir, zur Unter- 
scheidung von den Invarianten der Grundform /, fiir H mit den ent- 
sprechenden griechischen Buchstaben bezeichnen wollen; sie sind durch 
folgende Gleichungen definirt (Clebsch, p. 283 und 298): 
A= (H, Hf), sai (HH), 
B=(9,91 =(99)', 
r= (99)? (99°F (9"9): 
A = (nl)? = (mm’)*, 
wo wieder gi = (H, H),, wihrend 1, m, m durch (9), (14) und (20) 
gegeben sind. Durch diese vier lisst sich das Quadrat einer fiinften 
Invariante 
(22) 





> oR (21) 


P = — (lm) (mn) (nl) 
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ausdriicken , welche Combinante der quadratischen Covarianten 1, m, n 
ist (vgl. Clebsch, p. 299). 

Wir stellen uns die Aufgabe, die angegebenen sechs Bildungen 
auf die Invarianten der Form fiinfter Ordnung f zuriickzufihren. 

Fiir die erste Invariante A hat Herr d’Ovidio dies a, a. O. be- 
reits gethan. Man hat nach ihm die schon in § 2 benutzte Relation: 


6 — 
(23) A= 4. 


Auch die zweite Invariante erledigt sich einfach. Es ist nach (3) © 


4 ;. 2 
(24) B= (9,94 = ry (t, 9), + 5 (ky Dai 
hierin ebenfalls nach (3) 
; Ee ¥ 
?, 9s = oe Ph +5 Mas 
ferner nach (8a) 


(Fi, = 4 GPW I”? + 2 Gi) GH) I) 
oS » 
== A 
und wegen (7) - 
(24a) (?,k), = GH) @’ AH)? i” HY 
1 . 3 > ‘ 
=—(t— = Ai, i) = B 5 Alias 
wie ebenfalls Herr d’Ovidio angiebt; also 
(24b) @, gy =a A +eB. 
Es ergiebt sich (k, g), aus (2) und (9): 


(24c) = (k, 9), = (Hi)? (Hg) = (1, 0), 
1 , — . 
= gr 40(e, t), — AG, dy] = 5 4OB—A?). 
Alles in B eingesetzt fiihrt zu dem Resultate 


9 


oF = - 
(20) C= Ta 


(A? + 180B). 


Um die dritte Invariante zu berechnen, gehen wir von folgender 
Relation aus, welche zwischen ihr und der Invariante der quadratischen 
Covariante / besteht (Clebsch, p. 299): 


1 . 1 
r= + (ll) — 2 AB. 


Die Invariante von 1 ist nach (9) 


(25a) (11)? = = (40°C — 80AB + A; 











er 
on 





Hesse’sche Covariante. 81 
A und B sind aus (23) und (25) bekannt, folglich: 
(26) T == (36000 — 405A B + A’). 
Die vierte Invariante endlich ist ihrer Definition nach aus (14) 
leicht zu bilden. Da (ia)? — M, (ta)? = N, so findet man*) 


(27) A=", (A5—50 A? B—21600 A B*— 6975 4204312000 BO). 


Hierin kann man A, B,C als ganze Functionen von A, B,TF aus- 
driicken. Die vierte Invariante von H ist also eine ganze Function 
der drei ersten; um sie als solche darzustellen, lésen wir (23), (25), 
(26) nach A, B,C auf, wodurch sich ergiebt: 


A= 10A, 
(27a) 23.3? B = 3 -5°B — 23. 5A?, 
2°. 3? C = 2-3? . 5'T + 3°. SAB — 23-5. 13A3, 
und setzen die so gefundenen Werthe in (27) ein; dann folgt 
(27b) 2?-35-55A —=23.114-A5— 3-53.11?-17A°B —2-3?-54-11- 19 AUT 
+2-3'-5°A B® + 2?.33.55. 13BI. 

Aus den aufgestellten Formeln geht hervor, dass die Invarianten 
A, B, F in demselben Grade von einander unabhingig sind, wie die 
Invarianten A, B, C; es ist folglich (27b) auch die einzige Relation 
zwischen den vier Invarianten von H, und wir kénnen den Satz aus- 
sprechen: 

Die Gleichung (27b) ist die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung, welche zwischen den vier Invarianten einer bindren Form 
sechster Ordnung bestehtn muss, damit dieselbe als Hesse’ sche Cova- 
riante einer bindren Form fiinfter Ordnung aufgefasst werden kinne. 

Betrachten wir endlich die ftinfte Invariante, welche durch (22) 
definirt war. Man kann sie bekanntlich so schreiben (Clebsch p. 203): 


| i? 4 i? | 
P <=/m,? m,m, m,? | - 


a? M,N, =,” | 

Nach (9), (14), (20) sind die Coefficienten von 1, m,n lineare Func- 
tionen derjenigen von 7, t, a. Bezeichnen wir also mit Jt die Deter- 
minante der in jenen linearen Gleichungen auftretenden Substitutions- 
coefficienten, so wird 


(28) = — R- (it) (ra) (ai) —=KR-R; 
und die Rechnung ergiebt: 





*) Die Relation (1m)? = (mm’)? giebt eine Controlle fiir die Richtigkeit der 
Zahlenfactoren. 


Mathematische Annalen. XXI. 6 
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(28a) MR —= er ew [3.A(A? — 64.B) — 20}. 
Man bemerkt, dass das erste Glied der rechten Seite aus A und der 
Discriminante von f besteht. 

Die Discriminante von H lisst sich sehr einfach durch die In- 
varianten A, B, C ausdriicken. Dieselbe ist vom Grade 10 in den 
Coefficienten von H, also vom Grade 20 in denen von f; jedenfalls 
enthailt sie die Discriminante von f als Factor, denn H hat einen 
doppelten linearen Factor, sobald f einen solchen enthilt. Der andere 
Factor muss eine Invariante 12ten Grades sein; wir bestimmen letzteren, 
indem wir umgekehrt zeigen, dass, wenn eine gewisse Invariante 
12ten Grades (und zwar C) verschwindet, H einen Doppelfactor hat. 
In der That, ist C= 0, so geht f mittels der Substitution (Clebsch, 
p. 386) 


(29) g=—d—Ba, »=0+ Ba 
iiber in 

2 , 6 1 m 
(29a) Rif = = At’ — * Bent — 2 By; 


also wird, da sich H um das Quadrat der Substitutionsdeterminante 


aindert, da letztere gleich B(da)= ; B RB ist und da jetzt 8 R?-=— 9 A B4, 


9\4 , 1 © 1 1 
(?) A3 B's H = x? (; Ares 5 AEs yn + sé By})- 
In der That erscheint hier y als Doppelfactor. 
Die Discriminante von H ist daher gleich 


(29b) C(A? — 64.B). 


§ 6. 
Typische Darstellung von H durch #,a8 und ay, falls R von Null 
verschieden ist. 


Eine binire Form sechster Ordnung, multiplicirt mit einer passenden 
Invariante, lisst sich bekanntlich als ganze cubische Function ihrer drei 
quadratischen Covarianten darstellen; die Coefficienten der letzteren sind 
dabei Invarianten, deren Berechnung Clebsch und Gordan ausge- 
fiihrt haben (vgl. op. cit. p. 437ff). Die Resultate dieser Rechnung 
kénnten wir auch hier fir die Form H benutzen und dann statt 1, m, 
nm die Formen i, t, a mittelst (9), (14) und (20) einfiihren. Man 
kommt indessen schneller zu fertigen Schlussformeln, wenn man die 
betreffenden Rechnungen hier fiir i, t, «? direct ausfiihrt. Dies ‘soll 
im Folgenden geschehen, Zuniichst benutzen wir die Functionaldeter- 
minanten dieser drei Formen zur typischen Darstellung, nimlich: 








(a 
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ay = (ta) Taz, 
— Ba = (a1) i, az, 
® = (it) iztz. 
Man hat dann (Clebsch, p. 451): 
(30) RB H=a,,, 08 78 —3.4,,,0° 9? B +344), 057? +34, 0° By 
—6 a2, a? BYP +3 ayy, @y BH — Ayo, 0 B+ 3 ayo a? Bd 
—- 3 Ay5,¢ BF + a53,9°, 
wenn die Coefficienten a;,, durch folgende Gleichungen definirt werden: 
a, = (Hi) (Hi)? (Hi"y, A999 = (Ht)? (Hr’)? (Hr"), 
Ay. = (Hi)? (Hi)? (Hr), Ay, = (Ht) (Hr)? (Ha), 
Ay3 = (Hi)? (Hi’)? (Ha)’, Ayo, = (Ht)? (Hr’)* (Hi), 
As33 = (Ha)®, a3, = (Ha)! (Hi), a,,, = (Ha)*(H71)’, 
Qyo, = (Hi)* (Hr)? (Ha). 
Diese Gréssen miissen wir jetzt auf A, B, C, R zuriickfiihren. 
Zunichst ist nach (5) 
(Hi) (Hi) H? = + —? Ai. 
Hieraus erhailt man unmittelbar 
ay, = B— + AP, 
(31) _™ C— =~ AB, 
ay3 = N—; AM = AC — 3 BY = a2, 


von welchen Gleichungen die erste mit (24a) iibereinstimmt. Ferner 
ist nach (12) 


(Hi)? (Ht)? H? = (k, t), = a Ar+- = 5 Bi — iat. 
Hieraus folgt zuniichst wieder der bereits angegebene Werth von a,.,, 
und weiter: 





13 1 1 

Gin= 3 AC + B—;N, 
4 ’ 1 

; =—+ 40 ++ B, 
(32) 13 1 

A493 = 30 AN + 37 BU 
13 "le. ' 1 

| wee * 2a Se. 


Fiir a,,, gehen wir aus von (19), d. i. 
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‘ 2 " 1 7 
(32a) (Hi)? (Ha)? H? = — > Mi +1(24?—3B)t— 2 Ac’, 


und verificiren mittelst dieser Relation wieder die fiir a,,, und a), 
gefundenen Werthe; ausserdem ergiebt sich 


(33) @ys3 = —>- M? +5 (24 — 3B)N 
1 7 2 27 1 6 
=, 40 —-| 4B + = ABC+ |; B—; 0. 


Um die quadratische Covariante (H, rt”), zu berechnen, benutzen 
wir die Identitat (6). Dieselbe giebt 


. . a ae 
(34) (Hr) (Hr’)? BH? = (ab)? (at) (br')Pazbs — = (tt)? B+ 5 (it)? t? 
C... 1 
se L _ 5 Ci +- A Br. 
Das erste Glied der rechten Seite ist 


L = (ab)? (ar? (br Pasbs = ((f, Ha (f, &)), » 
also nach (11) 


=5 Aj, je +5 Alj, ei), + (ai, ai),, 
und hierin 


(34a) (j, wi)y = + aa(J, dy + 5 (ai) (Giieds 


a? — = (Gi) Oi. 


Cole Col 


a? + : Bi — ‘ At. 
Ferner ist 
(34b) (ai, at), = ; a? (i,t), + ‘ (t¢’) (@t’) iz Oy — : (ai’) (at) iziz 
1 
3 


“ 


=f atA —5 (ia)tiz? + 5 (ii’Pa? 
Durch Einsetzen ergiebt sich also: 
4 Bee Sie 
(34¢) L=,ABi — ;Mi=; Ci, 
und somit aus (34) das einfache Resultat 
, 4 . 1 
(34d) (At) (Av) H? ==, Ci+; Br. 


Zunichst erhilt man hieraus wieder den in (32) angegebenen Werth 
VON G5, und iiberdies: 











32 
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dy = + CB +i BOC=—+ BO, 

(35) dn, = OM+;BN 
= ABC— ~~ B—*¢?. 


Weiter berechnen wir die quadratische Covariante (H't)?(Ha)? H?. 
Aus (6) folgt: 
(Ht) (Ha)? H? = K —7 Ni++, Mr+-— Be’, 
wo 


K = (ab)*(at)* (ba)? a,b, 
= (ab)*(aa)(ba)(at)?b? — ; (ab)*(aa)(ba)r? + ; (ab)*a,b.(at)? 
=(((f , (f,@),) —2 Me +3 Ni. 
(((f, Mer er» (fe) —g Me + 3 Ni 
Nun ist nach (11) 
((f; te, &), = — 5 AG, @), — 5 ali, a), 
== Ao — i af. 
Bezeichnet man die zweite Ueberschiebung dieser Form mit (f, «), 
durch K’, so wird also 
K’ = ; A(@a)* (aa) a? + : (Ba) (aa)? a? 
und nach (18a) 
K’ =3|G43-3°: $. G A? — ; Bye —; Aa|A 42K", 
wo jetzt [vgl. Clebsch, p. 376, Gl. (9)): 
K” = (ia) (ta) (aa)? a? 
= (ta)*(@a)*aza, — (a@)* (G4) Azie 
= — (ja)* je: a, — (3 4? — B) (8, i), — (ay, ), +5 ACB, 6), 
Nun hat man 
2(ay, i), = (at) y + (vi), @ 
= — By + (ta) (Ti) tz - Oe 
= — By + eB +H (ia) (ri) t, @, 
= — By + 5e°?B + 5 (ci) [(a)te + (tats) ae 
= — py + 5 Bo? — (8a) o,0, 


= — py +} Ba? — «8, 
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ferner [Clebsch, p. 281]: 
2(aB, t), = (a, t),B + (Bt), 
=e 4+i4e, 


— (ja)*jz = (Fa) o, = 9, 
und somit: 


(36a) K” = — (5 4?— 3 B)(Ac— Bi— 5 0°)+5ad+56y—B°A. 
Die rechte Seite formen wir weiter um mittelst der Relationen 


By = (ta) (ta) i,t, 


(35b) 1 : 
m =, (Mr + Ni — Ba’), 
ad =+(Mr— Ni), [Clebsch, p. 369] 
(35) ae 
p? = —5 Aa’ + Mi, [d@’Ovidio, 1. c.]. 
Es wird 


(35d) K”=i(S N—{ AM)+1(M +4 AB—} A’) +c0°(5 A?— 5B) 
und folglich: 


K' = 5[)Ni+ Mr —3Be'l, 
K =? Ni+iMr—{e@°B, 
(36) | (Ht)?(Ha) Ht = = Ni+ — Mr— = Bor. 


Hieraus findet man wieder die Werthe von aj, und a,.,, und 
weiter: 


7 
(37) Oayq = 5 MN. 


Endlich beschaftigen wir uns mit der Form (H«)'H?. Zuniichst 
folgt aus (5) 


(Ha)'H? == (ia)?a2 + (ab)? (aa)? (be)? ards 
=; Me? + 5 (ab)? (aa) (b @) [(a@)*b2 + (ba)? a? — (ab)? a] 


= — <5 Ma? + (ab)? (aa) (ba) b2. 


Das zweite Glied der rechten Seite nennen wir zur Abkiirzung S, 80 
dass nach Clebsch, p. 376, Gl. (9): 











(3 
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(37a) S= ((f, @%)s, (f, ay), 
= (4? — B) (9a)? (aa) a2 + (aa) (ya) (an) a? —* A(aa)(Ba)(ae)a2 


= (4? — B) (8a)*(aa)a2+ (ae)? (ap)a2 — > A(aa@)*(aB) a2. 


Das zweite Glied der rechten Seite finden wir durch folgende 
Umformungen [Clebsch, p. 282, Gl. (10) und p. 376, Gl. (9)] 


(aa)*(ay)a® = (aa)*(ar)(ta)a? 
=—(aa)*(at)*a,a,+-(aa)3(at) dpTe 
= 5A (je)%jete+ 3 (ia)? a2 + (2A? —B) (Or) Pete 
+ 52 (Yt) Te +570 (Wt) te —jAa, (Bt) t,— 5 ABs(at) te. 
Nun ist 
(yt) tT, = (ta) (tt) t, = 5 (eta, = Ca, 
(Bt) t. = (tt) (ta) t, = (it)?a, + (it) (ta)iz 


1 


= 5 Ba + 5 (it) [(ie) te + (re) iy] 
=} Ba + (@a)%, =} Ba+0, 


(at)t, = — Yx, 


(ja)jz = —((a, j),, «), = — (®, a), = —9, [Clebsch, p, 281] 
(Or) Ot, = 5 (Br — Ci); [ »  p. 280] 
folglich : 


(aa)*(ay)a3—= — Aad +(5 A*— 5 B) (Br — Ci) — 37" 


+; Aby + 2 ({ C—; AB + ; M). 


Mittelst der Formeln (35b), (35c) und der von Herrn d’Ovidio ge- 
gebenen Relation 


y= — ; Co? + Nr 
driickt sich rechts alles durch i, t und a? aus. Es wird nimlich: 
1 ° 1 1 1 1 1 
(ae)? (ay)? =—* BMi+ [BGA —;B)—jAM— 2] c+i Me. 
Diesen Werth setzen wir in (37a) ein und entnehmen den Aus- 


druck (#a)*(a@)a? aus (18a), den Ausdruck (a«)?(aB)a? = — K” aus 
(35a); so kommt 
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: 1 R 1 1 1 ‘ 
S=1(AN—BM)i+(,AM—{N)c+ 2 Met, 
(38) (Ha)! H?=*+(AN—BM)i+(,AM—5N)t— = Met. 


Hieraus folgen wieder die schon bekannten Werthe von a,,, und 
332, und ausserdem 


2 lp 1 
(39) dsy3 = (Ha)’ =; AMN — ; BM? — 5 N?. 


Damit sind alle Coefficienten berechnet, welche in der typischen 
Darstellung (30) vorkamen. Insbesondere kénnen wir folgenden Satz 
aussprechen : 

Wenn die Invariante 4A MN — 2BM? — 3 N? verschwindet, so 
ist a, ein Factor von H. 

Nun ist nach der Theorie der associirten Formen [Clebsch, p. 338] 


(40) f*- f(y) = & + SHE? + 10 TE a> + 5( f?—* H*) En! 
+ (qf? — HT) 1}, 


wenn 
E=ala,, = (zy). 
Setzt man hierin 7,—a,, x,——«,, so wird [Clebsch, p. 377, Gl. (10)] 
2 1 1 
(40a) ¢—( 4? — B)é,+GN—tAM) ey, q= 4, 
(40b) f = (aa) = (— A? — B)R. 


Verschwindet also die Invariante a,,,, und ist weder R = 0 noch 
2A* = 3B, so geht die Gleichwng f = mittelst der linearen Substitu- 
tion (40a) iiber in die Form 

B+ LOTE a? + 5 iftént + af?n =0, 
wo zwei Glieder fehlen. 


Diese Gleichung kann nach den Untersuchungen der Herren 
Brioschi und Klein*) direct gelést werden. 


§ 7. 


Typische Darstellung von H durch i,r und a?, falls R von Null 
verschieden ist. 


Die im vorhergehenden Paragraphen berechneten quadratischen 
Covarianten liefern uns ohne weiteres die typische Darstellung von H 
durch i, t und @. Es ist njimlich, immer unter der Voraussetzung, 
dass R nicht verschwindet (vgl. op. cit. p. 455): 


*) Mathematische Annalen Bd. XII und XIII. 
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(41) Rf = gy a? y? + G220?B? + Hy — 2G 420° By — 23089 
+ 2p, 07, 
wenn man mit ,;, die erwahnten Covarianten bezeichnet, nimlich: 
1 = (Hi) (Hi)? Ht = « — | Ai, 
x = (Ht)'(Hv pH? = = Ci +; Br, 
33 = (Ha)! H? = + (AN—BM)i+(AM—3N)t— = Me’, 
i = (Hi)(HrPH? = + Bi+ 3 Ac — je’, 
P23 = (Ht)? (Ha) H? = 8 Ni+ * Mr — J Be’, 
| oy = (Ha)'(Hi) H? = —2 mi+(t4?—1B)e — 3 de®. 
Die Quadrate und Producte der Formen af, By, @ lassen sich 


durch i, t, a? nach der Theorie der quadratischen Formen ausdriicken 
(Clebsch, p. 203). Es wird 














7? = — 5 Co? + Nr, 
; (vgl. auch d’Ovidio, 1. ¢.] 
p? = —} Ac? + Mi, 
# = —5 C? + Bit — 5 Ar’, 
— 2By = — Ni— Mr-+ Bo’, 
‘ MA i 
— 2ap9 = N B +t\|\=N? — Mit — Bie? + Ara’, 
a «4 O 
BM i 
2ayt = CN t)\=—Nitr+Ur+ Cie? — Bre’. 
. tc a 0 
Das Einsetzen dieser Werthe in (41) fithrt schliesslich zu folgendem 
Resultate 
(42) Rf = [is N?—iC(AN— BM)| is 
1/l 1 Se 
: + [| (4N—BM) +36 4-38) Mle 


ba 
~ 


1 
1 9 ‘ 
rY [: B(AN — BM) — MN] zt 

+ [3 ABM —} A?N—= uM] iv? (verte! 
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+ t mMc—+ NB] ia? 
- [i BM+ i AN | iva? 


1 ' rr 1 _ 
— 5 AMr' a? —,ein+ 5 ete M — 5 a B. 


§ 8. 
Behandlung des Falles, wo R verschwindet. 


Wenn R=O ist, so ist auch P—0O. Nach der allgemeinen 
Theorie der Formen sechster Ordnung lisst sich daher H als cubische 
Function von / und m darstellen. Wir kénnen dann mittelst (9) und 
(14) 4, t, a? einfiihren, und da in Folge von R = 0 zwischen letzteren 
Bildungen eine lineare Identitiat besteht, wird f auch eine ganze Func- 
tion dritten Grades von i und rt sein miissen. Um die Berechnung 
der Coefficienten auszufiihren, machen wir nicht von den Formeln der 
Theorie der Formen sechster Ordnung Gebrauch, sondern gehen 
direct vor. 

Es sei also R = 0, aber die Resultante von i und 1, d. i. die In- 
variante N, von Null verschieden. . Fiir die typische Darstellung be- 
nutzen wir dann die drei Formen i, t, #; es wird nach Clebsch, 
p- 420, Gl. (3): 


(43) (2N)’ H=[(Hi )?(Ci—Br)+(Htr )?(Ar— Bi) + 2(H@ )' 8) 
-((A¢ »(Ci— Br)+(H? ) (At — Bi) +-2(H® )20) 

- (A) (Ci—Br)+(Hrt’) (Atr— Bi) + 2(H8")? 4). 

Hierin kommen die in § 6 berechneten Invarianten a,,,, 4).; 


4499, G99 Vor, ausserdem noch andere, welche die Symbole @ ent- 
halten und zu deren Berechnung wir noch die quadratische Covariante 


’ (H®)?(H#')? HZ kennen miissen. Es ist nach (6), da (i)? = 0, 
(Ho)*(H9'? Hz = (ab)? (a9) (69 Pa.b. — 2 (09')i3 


= (ab)? (a)? (b8'Pazb. — 3 Ni; 
ferner nach Clebsch, p. 203: 
|\4 Be | 


20:0,—|B Cm |= i2 (Br) — C#) + 3 (Be — Ar}) 
+ (xy)?(AC — B), 


ty (wy?) 


also: 
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2 (ab)? (a@)? (69)? a,b, =2 B(ab)? (ar)? (bi)? a, b. — C(ab)? (ai)? (bi)? azbs 
— A(ab)*(ar)*(br’)P arb. + 2Ni, 
oder nach (11) und (34c) und da 
(ab)? (ai)? (bi)? az be = (jj')*Geja = Te! 
2 (ab)(a9)(b0'Pazbe = 5 Mt + = Ni — 2 Bo?, 
(43a) (H9)? (H#')? Hz = = Mt — 5; Ni— 5 Bot. 
Die in §6 gefundenen und in § 7 zusammengestellten Formeln 


geben uns jetzt, da (¢#)? = 0, (r#)? = 0, (@a)? — R, zusammen mit 
(43a) folgende Invarianten: 


(Hi)? (Hi)? (HB)? = (9, #), = 0, 
(Ht)? (Hr’)?( HO)? = (py, 4). = 0, 
(Hi) (Ht)? (H) = (9, ®), = —5 R, 
(Hi)? (H8)(H#')? = — = BM — >. AN, 
(Ht)(Ho) (He = LoM—=BN, 
(H9)(H9')(H0")—=— > BR. 


Diesen Relationen fiigen wir die folgenden hinzu, welche allerdings 
nicht weiter benutzt werden: 


(Ha) (H8)?=—=2 MR, (Ht)*(Ha)*(H)'=— TBR, 
(Hi)*(Ha)!(H9)? = — = AR. 


In Folge dieser Beziehungen fallen auf der rechten Seite von (43) 
alle ungeraden Potenzen von # aus, sobald R =O, und die geraden 
lassen sich mittelst der Relation 


— 28 = Ar’?+t Ci? — 2Bitr 


auf 7,7 reduciren. So entsteht das Resultat: 

(43b) 8N‘H=B(N+5 AM) (Ci— Br)’ 
+ CG NB—5 MC) (At—Bi) 
+(3NC+ABN+ B*M—} ACM) (Ci—Br)? (At—Bi) 

+(ACN+3B°N —1 BOM) (Ci—Br) (Ar—Biy. 
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Ist also R = 0 und N von Null verschieden, so geht die Gleichung 
H =0 durch die Substitution 


Ci—Br 
mee | 
im eine cubische Gleichung fiir 2 iiber, ist daher algebraisch lésbar. 
Wir erinnern daran, dass in diesem Falle auch f = 0 algebraisch lés- 
bar ist, indem « ein Factor von f wird (Clebsch, p. 378). — 

Wir betrachten jetzt noch die Fille, wo neben R eine der In- 
varianten M, N, A, B, C Null ist, ohne dass M und N gleichzeitig 
verschwinden. Es sind die folgenden: 

1) Soll M =O sein, so ergiebt die Identitiit 

— 2h? = AN*—2BMN+CM?, 

dass auch A = 0, folglich auch C—O; und man findet: 
(44) 8 BH =rt(r? — 24B7). 
Hier sind t und 7 vollstiindige Quadrate: i = £?, r= 7%. Sind also 
C und A Null, B von Null verschieden, so kann H in die Form ge- 
bracht werden 

8B? H = §(&4 — 24 Bn"). 
Wie es nach (29b) sein muss, hat die Gleichung H = 0 eine Doppel- 
wurzel. 

2) Sollen B und R verschwinden, so folgt 

A’ = — 36C, 
denn der Fall C = 0 ist auszuschliessen, weil er auch M und N wz 
Null machen wiirde. Aus (43b) folgt: 
(44a) A!.H = — 614 [18r? — A??? + 6Airz]. 
Es wird also t ein Factor von H. 

3) Sollen A und R verschwinden, so muss C=O sein, ein Fall, der 
eben besprochen wurde, oder es muss C? — 3B? sein; letztere An- 
nahme giebt kein besonders einfaches Resultat. 

Die Covariante i erscheint als Factor von H, wenn auf der rechten 
Seite von (43b) der Factor von t* verschwindet; + tritt nicht nur im 
Falle (44a) als Factor von H auf, denn das Glied 7 in (43b) enthilt 
neben B noch einen andern Factor. 


§ 9. 


Behandlung des Falles, wo KR verschwindet. 


Die in § 6 gegebene typische Darstellung von H wird nur un- 
giiltig, wenn R verschwindet; sie bleibt daher auch bestehen, wenn 
R Null wird, sobald nur R# noch als von Null verschieden angesehen 
wird. Da nach (28) auch P verschwindet, so lisst sich H als cubische 
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Function von J und m darstellen, so lange die Resultante von 1, m, 
d. i. die Invariante 
(11’)? (mm’)? — (Im)? (l' my 

von Null verschieden ist. Letzteres kann immer angenommen werden, 
denn ein gemeinsamer Factor von J und m muss auch Factor von n 
sein, und dann miisste H einen vierfachen Factor haben (Clebsch, 
p. 439); man iiberzeugt sich auch leicht durch Rechnung, dass beregte 
Resultante nicht den Factor % enthilt, somit nicht identisch Null ist. 

Da die Determinante der linearen Gleichungen (9), (14), (20) 
verschwindet, kann man nicht 7, tr, a? durch 1, m, n mittelst dieser 
Gleichungen berechnen, kann also nicht von (42) ausgehen. Um daher 
1 und m einzufiihren, wird man am Besten die allgemeinen Formeln 
der Theorie der Formen sechster Ordnung benutzen (Clebsch, p. 455); 
da in ihnen nur die Invarianten von H vorkommen und diese in § 5 
berechnet wurden, haben wir nichis mehr hinzuzufiigen: Wenn R—0 
ist, so ist H eine ganze Function dritten Grades von | und m. Die 
Gleichung H = 0 wird also algebraisch lésbar, und man kann hiervon, 
wie am Schlusse von § 6 Gebrauch machen, um f =O auf eine ein; 
fachere Form zu bringen. 

Insbesondere ist die Bedingung { = 0 nach (28a) erfillt, wenn 
gleichzeitig A und C verschwinden, was auf (44) fiihrt, oder wenn C 
und die Discriminante verschwinden, ein Fall, den wir unten be- 
sprechen (§ 12). 


§ 10. 
Ueber den Fall C — 0. 


Schon in § 5 wurde an die einfache Form erinnert, welche H im 
Falle C= 0 annimmt, und welche darauf beruht, dass f mittelst der 
Substitution (29) in die Form (29a) tibergeht. Letztere wird von 
Clebsch durch einen Grenziibergang aus der Darstellung von f als 
Summe von drei fiinften Potenzen hergeleitet; es ist wohl nicht iiber- 
fliissig, auch eine directe Begriindung dieser Relation hier zu geben. 
Zu dem Zwecke entwickeln wir die allgemeine typische Darstellung 
von f durch die linearen Covarianten « und 0, welche bei Clebsch 
nicht ausgefiihrt ist. 

Die Formeln der typischen Darstellung durch lineare Covarianten 
sind hier folgende: 


E=—a, 9 = (#a)d,z, y= 8, = — (a)? =—R, 
(45)  — R5f = A,& — 5A, E'y + 10.45 &%4? — 10.4, §?9' 
“ 5A, Ey" — A;y, 





Oe 
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(Ay = (2.4? — B)- R, 
A, = RB,— AA, 
(45a) A, = RB, —5A4A,, 


A, = R°C, — RAB, + ;A°A,, 





|A, = R°C, — RAB, +5 4°A, 


A= (#7)? = N, A, = (aa) (ad), 
B, = (a%)* (aa), B, = (a#)? (aa)? (ad), 
C, = (ad) (a®) (aa), C, = (ad) (a)? (ad). 


Aus Gleichung (10), p. 377 bei Clebsch findet man sofort 
A, = (5 N—; MA) (ad) =— RE N-i mA). 
Ferner aus Gleichung (9) ebenda p. 376 
B, = (5 4? — B) (#9') + (#2) (@y) — 3 A(@a) (#8) 
= (5 4? — B) N+ (dy) —§ A(88). 


Hierin sind (dy) und (08) aus den 1. c. p. 280 gegebenen Formeln 
bekannt; es wird 


B, = (5 4?—3 B)N+; mM» 
Weiter haben wir nach Gl. (10) p. 282 


B, = (a@) (aa)? (ad) = (ar) (ai) (it) (aa)? (ad) 
= (at)? (aa)? (at) (id) — (ai)? (at) (aa)? (rd) 


= — 5 A(ja)* (ja) (68) — § (wi) (a)? (68) + (ix) (Ja? (j0) 
= — 5 (id)? + 5 Mia) (id) + (rd). 
Hierin ist 
(id) = (69) (19) (@ a) (® a) = (1)*(9 a)? — 5 (90')*(ia)"——} MN, 
(18)? = (78) (r ®’)(#a)(9'a)—=—5 N®, 
(ia) (68) = (68)——5(NA—MB), 


also: 


B, =; AMN —}N?+! BM? \ 
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Fiir C, benutzen wir die bekannten Ausdriicke fiir (i, #), und 


(t, #), sowie den 1]. c. p. 377 gegebenen Werth von (at)? (at’)? (aa); 
es kommt 


Cy = (a8)? (a9)? (ae) = (ai) (at) (it) (a8) (ae) 
= (at) (aa) (at) (a) [(¢#) (at) + (#1) (ai)] 
=— [A (at)? (at’)? (aw) — B(art)? (ai)? (aa)} 


+5 [B(ar}? (ai)? (aa) — O(ai)? (av? (aa) 


1 
Durch eine analoge Umformung ergiebt sich 

OC, = —} [A (ad) (ar)? (ar)? + C(ad) (ai? (ai)?). e 

Hierin ist 
(ai)? (ai)? (a8) = — (ji)? (8) = (ad) = — B 
und, da (j, t), identisch verschwindet: 
(at)? (av)? (a8) = — § A (x)? (58) — 5 (é2)* (wd) —§ (it) (a2) (8) 
2 
= 3 BR, 


wo eine bei Autstellung von (35a) bereits benutzte Umformung von 
(it) (@t)t, angewandt ist. So findet sich 
in 1 1 


Die fiir B,, B,, Cy), C, gefundenen Werthe fihren schliesslich 
mittelst (45a) zu folgenden Werthen der Coefficienten der typischen 
Darstellung 


» = 4? — B)R, 
A,=—(§N—{AM)R, 
A, =; MR, 


(45b) ca (: BM?—1N)R, 


ofl 
A, ——[;Men +5 NG a —;B)+; 4B |R, 





4, = [N° —j, 4MN? —{BM*N—{ ME) R. 


Alle haben den Factor R; derselbe hebt sich daher auf beiden Seiten 
von (45) einmal fort. 
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Setzt man schliesslich C —0, so kommt man in der That zu der 
in (29a) gegebenen Darstellung. Die besonderen EKigenschaften der 
Hesse’schen Form in diesem Falle wurden bereits in § 5 erwahnt. 


§ 11. 
Ueber die Fille, wo a identisch verschwindet. 


Das identische Verschwinden von « ist nach Clebsch (p. 370) 
mit dem gleichzeitigen Verschwinden von M und N vollkommen 
fiquivalent; ausserdem wird # identisch Null. Schliesst man vor der 
Hand die Fille aus, wo f mehrfache lineare Factoren enthilt, so 


bleiben folgende Méglichkeiten : 
1) @=0, t und A von Null verschieden; es ist 
i = 2&n, 
{= 5&y (8 + en), 


3bE? n bE + en} 
~leqcr beet [OO OR Her + heey: 


also: 


(46) 5H 


H wird eine quadratische Function der Cuben der linearen 
Factoren von i. 

In diesem Falle muss (Clebsch, p. 443) g gleich dem Quadrate 
von 7, und 7 zu ¢ proportional werden. Letztere Bedingung ist nach 
(9) erfiillt, da in Folge des Verschwindens von @ jetzt i zu r pro- 
portional ist. Beide Bedingungen sind damit aiquivalent, dass m zu | 
proportional wird, ohne dass g=0. Dies tritt in der That ein, da 
nach (14) auch m zu ¢% proportional ist, sobald « = 0 (und folglich 
= 0). 

Soll umgekehrt 7 zu m proportional sein, so verschwindet (1, m),, 
d. h. man hat 
(46a) (260 B + 125 .A?)# — 800 ay + 200AapB =0 
und hieraus, da (#, a), = da, (ya) = N, (Ba) = M: 

«|(260B + 125.A?)d — 200 (4N — AM)a] =0. 
Es muss also entweder « identisch verschwinden, oder 0 zu « pro- 
portional sein; im letzteren Falle wiirde wegen (#a)%,—=—0, # zu 


«? proportional sein miissen, also die Discriminante von @, d. i. N, 
verschwinden. Man findet weiter 


(260 B + 125.A*)(@a)? = 0, 
also R=0O oder 260B+ 1254?=—0. Ist R=O, so verschwindet 
wegen N=O auch M, also wieder a. Ist 52B—— 25 A? und. kh 
von Null verschieden, so ist, da jedenfalls P — (lm) (Im) (mm) ver- 
schwindet, St = 0; zusammen mit N = 0 fiihrt dies zum Verschwinden 
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der drei Invarianten A, B, C; es wiirde also f einen 3-fachen Factor 
enthalten miissen, was wieder das Verschwinden von « nach sich zieht: 
Soll H als quadratische Function zweier Cuben darstellbar sein, so 
muss e« identisch verschwinden. 
2) «=0, t=0, A von Null verschieden, Hier folgt auch 
j =O und es wird 


f= ak’ + by, 
5 H= abi. 


Soll umgekehrt H diese Form haben, so muss nach dem vorher- 
gehenden Satze a verschwinden. Ferner muss die Discriminante Null 
sein, also nach (29b) entweder C=O sein oder A?=64B. Da 
N = (ra)* verschwindet, muss im ersten Falle auch B =O sein; da 
ferner #= 0, sobald a =0, so giebt die Relation zwischen #°, 7, c?, it 
auch t == 0 oder A =O. Im letzteren Falle wiirde f einen dreifachen 
linearen Factor enthalten; es bleibt also nur die Méglichkeit r= 0; 
auf dieselbe Bedingung fiihrt auch die Annahme A? = 64B. Also: 

Soll H gleich dem Cubus einer quadratischen Form sein, so muss 
f sich als Summe zweier fiinften Potenzen darstellen lassen. 


§ 12. 
Ueber die Falle, wo f mehrfache lineare Factoren enthilt. 


1) f hat einen doppelten linearen Factor; es verschwindet die 
Discriminante A? — 64B. Nach (29b) verschwindet auch die Discri- 
minante von H, und zwar ebenfalls von der ersten Ordnung: auch 
H hat einen doppelten linearen Factor. Es handelt sich fiir uns darum 
diesen Factor zu bestimmen. 

Wir behandeln besonders den Fall C==0. Wir machen wieder 
die Transformation (29), so dass 


(2p H= tat», 
p= APE! + 5 APE + 5 Bat. 
Die Invarianten von » sind 
ig = EAB, jg — wow A'B, 
iy — 6jp = gr A°B? (64B — A?) 


Die Discriminante von @ ist also Null. Der Doppelfactor von 
wird auch Doppelfactor von H und von f; ihn haben wir also zu 
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suchen. Er ist auch als Doppelfactor in der Hesse’schen Form Hy 
enthalten, d. h. in 


Hy = Ay §[— AE + 12 BEN? + 2By?); 


er muss also auch in der eckigen Klammer der rechten Seite auftreten; 
in derselben steht eine binare cubische Form; ihr Doppelfactor ist ge- 
geben durch ihre Hesse’sche Covariante 


— 4B(2A*e? + A®?Ey + 8 By’). 

In Folge der Relation A? — 64B wird dieser Ausdruck in der 
That gleich — * B4t + }*. Somit haben wir: 

Wenn C=0 und A? = 64B, so ist f theilbar durch das Quadrat 
der linearen Form 
(47) 4—4+4—=5d—! Ba. 

In der That findet man durch Ausfiihrung der Division: 
6 Rf = B(4E + n)* (1683 — 8E*y + 3En? — m5). 

Ist C von Null verschieden, so scheint sich die Doppelwurzel 
nicht mit gleicher Einfachheit bestimmen zu lassen. Die Coordinaten 
Y;» Y2 derselben findet man dann durch Anwendung des bekannten 
allgemeinen Verfahrens, nach welchem: 


oD . aD oD 
m « gn—l ec. e » ¢ a om c . feet - 
Y; 5 Yi; Ye ‘ . Ys Gay 7 Oa, ‘ " Ga, ? 


wo P die Discriminante der Form n'* Ordnung 
om oat + n—2 2 , 
f=aj,ai+aal a, + a/at a +--+ +aiz? 
—1 n -3 3 
= My Xi + Na, 2, Ly + (5) @, tp 2 +--+ + An Xd 


bezeichnet. Es sei g ein unbestimmter Factor, so folgt zuniichst- fiir 
n=5 





, 5 oD 4 oD 3 2 0D 5 oD 
= — Xs —— eee =< ———— 0 
e (xy) ve Oa vat Oa, + %2 1 Od, = Oa; 


Fiihrt man durch das Zeichen 2 den rechts vorgenommenen Diffe- 
rentiationsprocess ein (so dass e(xy)° = 2D), so wird 


aD —0(A? — 64B) 


und man findet successive: 


ai; = — 2(xz) ata., 


0A = d(ii')? = 4i,az(ai) = 4q, 














a] 
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Ot; = 0(ab)?(ai)*(bi')?a,b, 
= — 203 i: (bi')*b, (wz) + 4 (ab)? (bi a,b, a2(ca)es, 
0B = (ir)? = 2t,(at) az + 2d2i2 (bi')? (bi) iz 
+ 4(ab)?(bi’)? (ai”) (bi”) (ca) cae. 
Das letzte Glied der rechten Seite ist gleich 


— 4(aj)?(ai") (ji”) (Ca)ezaz = 4(aj)* (ai) eae [(Je) (at) + (aj) (ci) 
= — 4(j'j)*(je) jace = — 2 (te) tees. 
Also wird: 
dB=A4(f, t), — 2az iz. 
Die Doppelwurzel y, : y, bestimmt sich daher aus der Relation: 
o(xy)> = 0(A? — 64B) = 8[ Aq — 32(f, t), + 16e7). 


2) f hat einen dreifachen linearen Factor; es verschwindet « iden- 
tisch und es ist AO, wihrend ¢ nicht verschwindet (Clebsch, 
p-. 373); auch rt wird identisch Null. Man hat also aus (9), 1 = 0, 
folglich auch m=O und n=O, ferner aus § 5. A=0, B=O, 
[fT =0; es enthilt also g einen dreifachen linearen Factor; dann 
aber muss g (als Covariante ¢ von H) ein Biquadrat sein (Clebsch, 
p. 445 f.), und es hat H einen vierfachen linearen Factor; die vierte 
Potenz desselben ist zug proportional; g selbst wird also proportional 
zu dem Quadrate von 7. 

Soll umgekehrt H einen vierfachen Factor enthalten, so muss | 
identisch verschwinden und g ein Biquadrat sein, also B=O und 

=(. Erstere Gleichung giebt nach (25) A? = — 180 B, und da 
gleichzeitig A* = 64B sein muss, folgt A=—0O, B=O; dann muss 
nach (25a) auch C= 0 sein, da 1 verschwinden sollte. Es ver- 
schwinden also M, N und somit a, d. h. es enthdlt f immer einen 
dreifachen Factor, wenn H einen vierfachen enthdilt. 

3) f enthdlt einen vierfachen linearen Factor. Ks ist i identisch 
Null (Clebsch, p. 374); es verschwinden also j, t und alle Invarianten. 
Da nach Herrn d’Ovidio die Hesse’sche Form von H gleich iif 


i 
10 


Potenz des vierfachen Factors von f. 

Soll umgekehrt H eine sechste Potenz sein, so miissen alle In- 
varianten verschwinden und / == 0 sein; dies giebt a = 0 und wegen 
(9) r= 0; folglich ist j eine dritte Potenz oder verschwindet eben- 


iH ist, so verschwindet dieselbe ebenfalls, oder: H ist sechste 


falls, Aus der Bedingung jf = Ma iH folgt dann, dass 7 =0§*, wenn 
H = £&*; dann wird f proportional zu §* 7? wo i=? gesetzt ist. 
q* 
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Nach dem vorigen Falle muss aber f den Factor & vierfach enthalten, V 
also 7 = & sein; es wiirde also f eine fiinfte Potenz sein und folglich 
H identisch verschwinden miissen. Somit bleibt nur die Méglichkeit, 
dass ¢ und j identisch Null sind: Wenn H eine sechste Potenz einer 
linearen Form ist, so ist letetere immer vierfacher Factor von f. 

4) f enthdlt einen fiinffachen Factor. Es verschwindet H identisch; 
und umgekehrt. 

5) / enthdlt zwei doppelte lineare Factoren. Nach Herrn |’O vidio 
bestehen die vier Relationen 


A? —64B=0, 3444+2°C=—0, 3AB4+8C=0, R=0, 


von denen irgend zwei Folge der beiden anderen sind. 
Setzt man 


nm ~~ Dm we 


9 
f = 10a} 23 (a,2, + a,x) = 10a; 232, 1 
£= Gk, + 4;%,, & = A,X, — A3%, 


so ist, wie man a. a. O. findet: ( 


4 = 2(22? + 2°), 


j= — 3e(e? + 2?) = — Ga (aa; + asad), 

t = 8a3a3 (32? — 22), 

a= 40asajz, B=160aa3¢, y= — 640cia3z, 

A= 64a3a5, B = 64aja}, 

C= —2.3ata;, M=2-Stajagi= 2 AB, N=—* Be. 


Es wird also-« ein Factor von f, wie es sein muss, sobald R ver- 
schwindet. Ausserdem werden noch folgende Relationen a. a. O. an- 
gegeben: 


He = — 4aj03(22 + 2%), & = — 80aja3(e + 2), 
d = — 6400aza3 2’. 
Dieselben sind aber nicht correct, vielmehr zu ersetzen durch: 
H = — 22323 (52? + 2), 
o = 160aza322, 
d = 6400 az azz. 





In der That muss @ wegen der Identitét 26? — — Na? + 2Rd 
zu « proportional werden. Hiernach muss der Ausdruck 








Bat fm SE gg (68 — 2); 
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wo 
—E=Ci— Br, y= A(Atr— Bi), 
in H als Factor enthalten sein. Dies wird durch die typische Dar- 
stellung (43b) bestitigt. Die in unserem Falle bestehenden Invarianten- 
relationen erlauben niamlich diese Darstellung in folgender Form zu 
schreiben: 
25 B 





SN1H = SB (goes 4 4328y + 488? — 91), 
— 5B (168 + 8En + 9%) (568 — 9), 
25 B 


= 5g (68 — y) (48 + 0)? 


Man erkennt gleichzeitig, dass die linearen Factoren der quadra- 

tischen Form 4§ + » oder 

24r — Ai 
die Doppelfactoren von f und H sind. Darnach sind letztere einfach 
zu bestimmen. 

Soll umgekehrt H zwei doppelte lineare Factoren enthalten, so 
miissen bekanutlich die partiellen Differentialquotienten der Discrimi- 
nante von H nach den Coefficienten von H siimmtlich verschwinden. 
Nach (29b) sind hier folgende Fille méglich: Erstens kann die Discri- 
minante von f von der zweiten Ordnung Null sein und C20; dann 
hat f = 0 zwei Doppelwurzeln. Zweitens kann C und A* — 64B ver- 
schwinden, dann haben wir den unter 1) besprochenen Fall. Drittens 
kann A? — 64B20 sein; dann muss C verschwinden, Nach dem 
am Schlusse von § 5. gegebenen Werthe von H fiir diesen Fall miisste 
also die biquadratische Form 


12 A2E4 + 4.A2E2y? + By! 
einen zweifachen linearen Factor enthalten. Die Discriminante der- 
selben ist bis auf einen Zahlenfactor gleich 


AS BY(64B — A), 


es miisste also entweder A oder B gleichzeitig mit C Null sein, dann 
aber ist die in § 5. (29) gegebene typische Darstellung nicht mehr 
anwendbar; es ist also hieraus nichts zu schliessen. Der Fall A = 0, 
C = 0 erledigt sich indessen mit Hiilfe von Gleichung (44) und ist 
schon besprochen. Wenn B und C zugleich verschwinden, so ist 
auch M=O und N=(O, folglich a= 0; dieser Fall ist in § 11. 
unter 1) erledigt. Wir haben somit das Resultat: 

Wenn H =O ewei verschiedene Doppelwurzeln hat, so hat ent- 
weder f = 0 ebenfalls dieselben Grissen zu Doppelwurzeln, oder es ist 
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nur eine dieser Grissen Doppelwurzel von f = 0 und es verschwindet 
die Invariante C. 

6) f enthdlt einen doppelten und einen dreifachen linearen Factor. 
Nach Herrn d’Ovidio verschwinder alle Invarianten, und es sind die 
Covarianten t und «@ identisch Null; es wird ¢ gleich dem Quadrate 
des dreifachen Factors; die (a. a. O. mit 7 bezeichnete) Covariante 
q = (f,%), wird gleich dem Producte aus dem doppelten Factor in den 
dreifachen Factor. Nach dem unter 1) und 2) Gesagten enthdlt H 


dieselben linearen Factoren bez. doppelt und vierfach; und dies gilt 
auch umgekehrt. 


§ 13. 
Ueber einige andere besondere Faille. 


Im Anschlusse an die typische Darstellung mittelst quadratischer 
Covarianten haben Clebsch und Gordan eine Reihe von Formen 
sechster Ordnung untersucht, denen besonders interessante Invarianten- 
eigenschaften zukommen. Es soll im Folgenden, so weit dies nicht 
schon in Friiherem gelegentlich geschehen ist, untersucht werden, ob 
auch unserer Form H die betr. Eigenschaften zukommen kénnen. 

1) Soll H einen dreifachen linearen Factor enthalten, so muss 
g denselben Factor doppelt, 7, m, nm miissen ihn einfach enthalten 
(Clebsch, p. 439). Jedenfalls hat man also: 


C(A?— 64B)=0, f?—{B'=0, R=—O0 oder R=O; 


nach (25), (26) und (28a) erfordern diese Bedingungen, dass ent- 
weder gleichzeitig (entsprechend ft = 0) 
. A=(, B=0, C=0, 
oder nur (entsprechend R = 0): 
B=(, C=0. 

Im ersten Falle hat f einen dreifachen, folglich nach § 12. 2) H einen 
vierfachen Factor; im andern Falle verschwindet « identisch, da M = 0 
und N = 0, ein Fall der in § 11. erledigt ist. 

Hat H einen linearen dreifachen Factor, so ist derselbe entweder 
auch dreifacher Factor von f und somit vierfacher von H, oder H ent- 


hélt einen zweiten dreifachen linearen Factor, und f ist als Summe 
zweier fiinften Potenzen darstellbar. 


2) Wenn die Form g identisch verschwindet, so kann H als 
Covariante 7’ einer biquadratischen Form aufgefasst werden (Clebsch, 
p- 447). Nach (8b), (2) und (9) hat man gleichzeitig 

Ai+ 15r+—0, 
Ai— 401 = 0, 








also 
Fall 
fack 


qua 


k6x 
nul 


als 


om 


i —_—_, 














Hesse'sche Covariante. 103 


also entweder A =O und r= 0 oder ¢=0 und tr=0. In beiden 
Fillen ist gleichzeitig A —0, B=0, C=O; f hat also einen drei- 
fachen Factor, im zweiten Falle sogar einen vierfachen. 

Die Form H kann nicht Covariante sechster Ordnung einer bi- 
quadratischen Form mit verschiedenen Linearfactoren sein. 

3) Sollte H =O durch lineare Transformation iibergefiihrt werden 
kénnen in die Modulargleichung fiir die Transformation fiinfter Ord- 
nung der elliptischen Functionen, so miisste man haben (Clebsch, 
p. 458) 

A=0 und f=0, 


also in Folge von (23) und (26) 
A=0 ud C=0. 


Dann aber hat H einen Doppelfactor. 

Es kann also H niemals linear in die linke Seite der Modular- 
gleichung transformirt werden. 

4) Die Form H kann linear in die linke Seite der Multiplicator- 
gleichung der Transformation fiinfter Ordnung iibergefiihrt werden, 
wenn gleichzeitig 


TA? =50B, 500f = — 9A’ 


‘vergl. Clebsch, p. 462 ff). Ist in Folge der benutzten Transfor- 
mation fiinfter Ordnung 


dy aiaTee dz 


Va=v dv) 








M Vi—a) (i—xat) ’ 
und wird Mz = 1 — M gesetzt, so ist die Multiplicatorgleichung: 
(48) 2 — 42° 4- 256%? (1 — x*) (e+ 1) = 0. 


Der Modul x bestimmt sich aus den Invarianten A, B, fF, A mittelst 
der Gleichung 


1) ~ when 5 LE. 
wo 
> a A 6? — y? a A 
Pee ae ee 


P = 128 B*y. 


Die angegebenen Bedingungsgleichungen fiir A, B, [ werden in 
unserm Falle 


_ Ar 26.37B, Ad = — 2.37C, 
Aus (27) [oder (27a)] und (28a) folgt dann weiter 
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1268145 
A= 25. 35. 510 A’, 
98 
— 3. 
R= 34 . 510 AS; 
und es wird 
A ee A’ aed 761.AS 
cma Pega P= we 


Das Vorzeichen von y ist durch die Relation P = 128*y bestimmt. 
Dass diese Bedingung von unseren Zahlen a, 8, y in der That be- 


friedigt wird, verificirt man mittelst der Gleichung (28) und der 
Identiti: 


8 R? — — A'C*?— 6A? B?C + IAB(4C? — B) + 12C(B — 3C?) 
= os ° A; 


so dass P? = R? KR? — 12878'y?; man hat damit eine Controlle fiir die 
friiheren Rechnungen. 

Aus der Gleichwng (49) erhdlt man zwei bestimmte Zahlenwerthe 
fiir denjenigen Modul x, zu welchem eine Multiplicatorgleichung (48) 
gehirt, deren linke Seite Hesse’sche Form einer Form fiinfter Ord- 
nung sein kann. 

Es ist noch zu bemerken, dass eine Aenderung des Vorzeichens 
von y auf der rechten Seite von (49) denselben Einfluss hat, wie die 
Aenderung des unbestimmt bleibenden Vorzeichens von B; eine Aende- 
rung des letzteren Vorzeichens ist nach den bei Clebsch gegebenen 
Formeln fquivalent mit einer Vertauschung von z mit e-'. — Hat 
man die Gleichutg H = 0 mittelst elliptischer Functionen geldst, so 
kann man die Gleichung (=O durch lineare Transformation in eine 
solche umformen, in welcher zwei Glieder fehlen, wie am Schlusse 
von § 6. Kine weitere Vereinfachung der Liésung von f = 0 scheint 
durch die Lésung von H = 0 nicht bewirkt werden zu kénnen. 


§ 14. 


Bestimmung einer Form finfter Ordnung, deren Hesse’sche Covariante 
gegeben ist. 


In § 5. haben wir die Bedingung aufgestellt, welcher die In- 
varianten A, B, I, A einer gegebenen Form sechster Ordnung H geniigen 
miissen, damit diese Form als Hesse’sche Covariante einer Form 
fiinfter Ordnung f aufgefasst werden kann. Ist diese Bedingung er- 
fiillt, so bietet sich die weitere Aufgabe, die Coefficienten der Grund- 
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form f selbst aus denen von H zu berechnen. Dieselbé kann mit 
Hiilfe der Theorie der typischen Darstellung gelést werden. 

Zunichst nimlich sind nach den Gleichungen (27a) in § 5. die 
Invarianten A, B, C sofort in ihrer Abhiingigkeit von A, B, [ be- 
kannt; hat man sodann Jt aus (28a) berechnet, so driickt sich R nach 
(28) durch P und % aus. Man wird daher f typisch darstellen kénnen, 
sobald man noch zwei lineare Covarianten kennt. Bei Berechnung 
solcher Covarianten hat man folgende Fille zu unterscheiden: 

1) Es ist % von Null verschieden, und es sind die Invarianten 
M,N, R nicht stimmtlich gleich Null. Die durch (28a) gegebene 
Invariante i war definirt als Determinante der drei linearen Gleichungen 
(9), (14) und (20), uamlich: 





l= = [ — Ai + 40r], 
2 ° ~ ‘ 
(60) | ™= sar (260B — A’) i + 165Ar — 20022], 


n = "= [(48000 — 535.4 B— 2.A)i + (10800B — 545.42) x 
+ 550.4 a2]. 





Wenn 20 , liefert daher die Auflésung dieser drei Gleichungen 


unmittelbar i, t, a? durch 1, m,  ausgedriickt; man kennt somit die 
linearen Covarianten 
a, B=(iae)iz, yo(ta)t,, 8 = (Fa) d,. 

Ist M von Null verschieden, so wird man f typisch durch a, B 
darstellen nach Clebsch § 75. 

Ist N von Null verschieden, so kann man @ und y zur typischen 
Darstellung benutzen, wiederum nach Clebsch § 75. 

Ist R von Null verschieden, so ist f durch @ und 0 typisch dar- 
stellbar, vergl. oben § 10. 

2) Es ist R=—O0, M und N nicht gleichzeitig gleich Null. Da 
auch P =() ist und also zwischen 1, m, m eine lineare Relation be- 
steht, muss von den 3 Gleichungen (50) eine die Folge der iibrigen 
sein. Die zweireihigen Determinanten der Coefficienten von i, t, d. h. 
die Determinanten des Systems 

\—A 2%60B— A’? 48000 — 535 AB— 2 A® 

| 40 165.4 10800 B — 545 A? | 
kénnen nicht simmtlich gleich Null sein, denn sonst miissten A, B 
und folglich M, N gleichzeitig verschwinden. Man kann daher stets 
aus zweien der Gleichungen (50) i, t berechnen, und zwar ausdriicken 
durch @ und durch zwei der Formen 1, m, n. Bildet man dann die 
drei Invarianten (ia)? = M, (ra)? = N, (@a)? = R, so fallen in den 
Coefficienten von i, t, # die von « abhingigen Glieder heraus, und es 
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bleiben nur die von 1, m, » abhiingigen stehen. Man kann also a,?, 
a,a@, und «@,” berechnen aus den drei Gleichungen: 


sie . ‘ a 
i,a@,? — 2%, aa, +i, a,2— M, 
2 pee 
T)@,? — 27, 0,0, + 1, 0,> = N, 
Ba? — 28, a,a, + d,a,?= R. 


Diese Berechnung wird nur unmdglich, wenn die Determinante 


i, i, i, | 
%] % % | =— (it) (ct) (01) = (87) = N 
8, 9, 9, | 


verschwindet. Dann aber haben ¢ und t einen gemeinsamen Factor 
u, so dass etwa 


2 2 
te Ue Uz, Tz = Uz * Wr. 


Da M und N nicht gleichzeitig Null sein sollen, kann nicht (wa) = 0 
sein; die Bedingung (ta)? = N = 0 giebt also (wa) = 0, d.h. a, ist 
zu W, proportional. Damit ist auch in diesem Falle a berechnet. Es 
kann somit f wieder durch die bekannten Formeln der typischen Dar- 
stellung gefunden werden. 

3) M=0, N=O (also auch R=0 und e@=0), A von Null 
verschieden. 

Es kénnen 7 und t aus zweien der Gleichungen (50) berechnet 
werden. 

Ist t von Null verschieden, so kann H in der Form (46) an- 
genommen werden; und die zugehérige Form f = 5§(b§* + en’) ist 
eindeutig bestimmt. 

Ist rt identisch gleich Null, so ist nach dem Falle 2) in § 11. die 
Grundform f gleich a&>-+ by>, wenn &, y die linearen Factoren von 
é bezeichnen; es ist also nur das Product ab gegeben, und es giebt 
eine einfach unendlich lineare Schaar von Formen fiinfter Ordnung 
mit gemeinsamer Hesse’scher Form. 

4) Die Fille, wo H mehrfache Factoren hat, erledigen sich leicht 
nach dem in §§ 12. und 13. gesagten; als Ausnahmefille. kommen hier 
iibrigens nur noch diejenigen in Betracht, wo mindestens ein drei- 
facher Factor vorhanden ist; man erkennt leicht an einer kanonischen 
Form, dass in jedem Falle die Coefficienten von f vollkommen be- 
stimmt sind, ausgenommen wenn H gleich der sechsten Potenz einer 
linearen Form ist. — Wir kénnen somit folgenden Satz aussprechen: 

Wenn eine Form sechster Ordnung Hesse’ sche Covariante einer 
Form fiinfter Ordnung sein kann, so ist letetere eindeutig bestimmt; es 
sei denn, dass die Form sechster Ordnung ein vollstindiger Cubus ist, 
in welchem Falle sie zu unendlich vielen Grundformen als gemeinsame 
Hesse’ sche Covariante gehort. 
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§ 15. 
Geometrische Interpretation auf einem Kegelschnitte. 


Diejenige besondere Form sechster Ordnung, welche als Hesse’ sche 
Covariante einer Form fiinfter Ordnung aufgefasst werden kann, deren 
Invarianten somit an die Relation (27b) gebunden sind, lasst sich 
geometrisch einfach charakterisiren, wenn man ihre sechs Grundpunkte 
durch sechs Punkte eines Kegelschnittes darstellt (nach dem soge- 
nannten Hesse’schen Uebertragungsprincipe). Setzt man niimlich 
XL, = — (a, + 2,), so kann man die allgemeine Form fiinfter Ordnung 
durch lineare Transformation so umformen, dass man hat*) 

: f= 4, 2,° + Gy 2° 4 3H5°. 

Es wird dann 


1 
gy H=a,a,4,3 2,5 + asa, x,>x,> + a, a,2,°2,%, 


j = 64, a, 05%, 2,25. 
Fiihrt man nun die drei quadratischen Formen 
5 HX, Y= HzXy, Sm ay, 
ein, so ist identisch 
én + ng + $& =—0. 

Diese Gleichung stellt in homogenen Coordinaten &, 4, € einen 
Kegelschnitt dar, welcher durch die Ecken des Coordinatendreiecks 
geht; jedem biniren Werthsysteme 2,, 2, entspricht ein Punkt des 
Kegelschnitts, Es wird ferner 


1 
ry H = a,a,8° + asa, 4° + a, 4,6, 


Pp = 36a,? a,7 a,7& HF. 


Die sechs Punkte von H =O werden also auf dem Kegelschnitte 
ausgeschnitten durch eine Curve dritter Ordnung, deren Invariante S 
verschwindet, deren Hesse’sche Curve somit in drei gerade Linien zer- 
fillt; wnd die Ecken des durch letzetere Linien gebildeten Dreiecks liegen 
auf demselben Kegelschnitte. 

Hierdurch sind die speciellen Formen sechster Ordnung H vor 
den allgemeinen ausgezeichnet. Durch sechs Punkte des Kegelschnittes 
gehen nimlich noch dreifach unendlich viele Curven dritter Ordnung, 
also noch zweifach unendlich viele, deren Hesse’sche Curve ein 
Dreieck ist. Im Allgemeinen kann man somit nur verlangen, dass 
zwei Ecken eines solchen Dreiecks auf dem Kegelschnitte liegen, wo- 
durch dann eine endliche Anzahl von Curven dritter Ordnung be- 
stimmt ist. Stellen aber die sechs gegebenen Punkte die Hesse’sche 
Covariante einer Form fiinfter Ordnung dar, so giebt es eine Curve, 


*) Vergl. Salmon, Higher algebra, third edition, art. 225. 
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fiir welche alle drei Ecken des zugehérigen Dreiecks auf dem Kegel- 
schnitte liegen. 

Man wird verlangen kénnen, diejenige Relation zwischen den 
simultanen Invarianten eines Kegelschnittes und einer Curve dritter 
Ordnung aufzustellen, durch welche die eben besprochene specielle 
Eigenschaft ihres Schnittpunktsystems bedingt wird. Zur Loésung 
dieser Aufgabe gelangt man durch Anwendung derjenigen Methode, 
welche ich bei einer anderen Gelegenheit entwickelt habe*), um einen 
Zusammenhang zwischen linearen Formen und gewissen speciellen 
terniren Formen herzustellen. Man hat darnach nur die biniren In- 
varianten A, B, [, A, welche in (27b) vorkommen, durch die frag- 
lichen simultanen terniiren Invarianten auszudriicken; die betreffenden 
Rechnungen habe ich schon seit lingerer Zeit ausgefiihrt, um zu einem 
Ausdrucke fiir die Taktinvariante eines Kegelschnittes und einer Curve 
dritter Ordnung+zu gelangen, und ich denke sie demniichst zu ver- 
ffentlichen. 


Freiburg i. Br., den 20. August 1882. 


Anmerkung. Die vorstehend gegebenen Entwickelungen stehen in ge- 
wissec Beziehung zu den neuen Untersuchungen, mit denen sich Herr Brill im 
XX. Bande dieser Annalen, pag. 330 ff. beschiftigt. Es wird dort nimlich ge- 
zeigt, dass eine allgemeine Form sechster Ordnung auf fiinf verschiedene Weisen 
angesehen werden kann als Functionaldeterminante zweier biniiren biquadra- 
tischen Formen, In unserm Falle, wo die Invarianten der Form sechster Ord- 
nung an obige Relation (27b) gebunden sind, ist eime Lésung der betreffenden 
Gleichung fiinften Grades rational bekannt, indem das eine System von zwei 
biquadratischen Formen eben geliefert wird durch irgend zwei erste Polaren der- 
jenigen Form fiinfter Ordnung, zu welcher die betrachtete Form sechster Ord- 
nung als Hesse’sche Covariante gehért. Es wird a. a. O. auch bewiesen, dass 
die Discriminante der Functionaldeterminante zweier biquadratischen Formen 
sich 1ational in zwei Factoren zerlegen lisst; dies entspricht dem von uns in 
Gleichnng (29b) erhaltenen Resultate. Allerdings beziehen sich die Untersuchungen 
des Herrn Brill zunichst auf die Combinante dreier simultanen Formen vierter 
Ordnung; nach einem von ihm voraufgeschickten allgemeinen Satze kommen in- 
dessen der Functionaldeterminante zweier solcher Formen wesentlich dieselben 
Eigenschaften zu, Die hiermit in Zusammenhang stehenden Arbeiten des Herrn 
Stephanos (Comptes rendus) sind mir zur Zeit leider nicht zugiinglich. 


Freiburg i, Br. den 10. Septbr. 1882. 


*) Sur une représentation géométrique des covariants des formes binaires; 
Bulletin de la Société Mathématique de France, t. V et VI. 
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Ueber den Giiltigkeitsbereich der Taylor’ schen 
Reihenentwickelung. 


Von 


Paut vu Bo1s-Reymonp in Ttibingen.*) 


Bedingungen, welche fiir die Taylor’sche Entwickelbarkeit einer 
Function geniigen, ergeben sich, wenn es sich um Functionen reeller 
Veriinderlichen handelt, aus den bekannten Restausdriicken, wiihrend 
Cauchy’s beriihmte Regeln Aehnliches leisten fiir Functionen, welche 
man von complexen Argumenten abhingen lisst. -Von den nothwen- 
digen Bedingungen fiir die Taylor’sche Entwickelung, falls dergleichen 
vorhanden sind, haben wir aber nicht die geringste Vorstellung; ja 
ich glaube sogar, dass tiber den Spielraum, welchen sie gewahren 
kénnten, irrige Ansichten allgemein verbreitet sind. 

Gegenstand dieser kleinen Mittheilung sind einige Bemerkungen 
tiber die Giiltigkeit der Taylor’schen Entwickelung bei Functionen 
einer reellen Veranderlichen. 


Setzen wir 
f(a +h) =f(@) + hf (et - re woah) +B, 
so lautet das Restintegral und der Lagrange’sche Rest: 





Iam aero a) @4h= oF Mf), eSb<eth. 


Damit das Integral mit ins Unbegrenzte wachsendem m der Null 
sich nihere, wiirde es zwar nicht nothwendig sein, aber geniigen, dass 
die Function unter dem Integralzeichen verschwindet, eine Bedingung, 


*) In der im vorigen Bande dieser Annalen wiederabgedruckten Hanke]l’- 
schen Abhandlung finden sich (p. 102) einige allgemeine Bemerkungen tiber Ent- 
wickelbarkeit von Functionen in Taylor’sche Reihen, welche in vorliegendem, 
den Berichten der Kgl. Bayr. Akad. d. Wiss. vom 6. Nov. 1876 entnommenen 
Aufsatze richtig gestellt werden. 
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die ihrerseits dadurch wieder zwar noch mehr eingeschrinkt, jedoch 
sehr vereinfacht wiirde, dass man statt der zwischen Null und h sich 
bewegenden Grésse «+h — a die Grésse h einfiihrte. Aber wenn 
wir statt des Integrals den Lagrange’schen Rest zu Grunde legen, 
so erhalten wir direct eine vortheilhaftere Bedingung, niimlich die, dass 


n! 


n ¢(n) 

te 2 

verschwinden miisse fiir jeden Werth « des Intervalls r< a<a+h. 
Diese ausreichende Bedingung wollen wir uns etwas niher ansehen. 


2. 
Man hat: 


1 
_. ("+= )in—n 
ni=u Tad . ) 
wo lim « = 1. Demnach lautet die Entwickelbarkeitsbedingung: 


1 1 
fo (@) << a i —1)+ oe 
Ist diese Bedingung erfiillt fir e<a<2+h,, so gilt die 
Taylor’sche Entwickelung fiir « und h<h,. Ist dagegen, unter 
Vernachlissigung des Logarithmus im letzten Gliede des Exponenten, 
die kiirzere Bedingung 
1 
fo) (a) li meal hk +) 
fir e<a<ax+h, erfiillt, so ist die Giltigkeit der Entwicklung nur 
fiir z und h < h, nachgewiesen. Die sich hieran kniipfende wichtigste 
Aufgabe wiire, die vorstehende Bedingung fiir die nte Ableitung in 
Eigenschaften der Function selbst zu tibersetzen. Ks ist mir jedoch 
trotz mehrfacher Bemtihungen in dieser Richtung Nichts gegliickt, 
was der Rede werth wire. Doch schon die blosse Autstellung jener 
Bedingung veranlasst Ueberlegungen, die hinsichtlich des Giiltigkeits- 
umfangs der Taylor’schen Entwickelung unsere Vorstellungen zu be- 
richtigen geeignet sind. 


3. 

Wenn die vorstehende Bedingung auch nicht die nothwendige ist, 
so kann man z. B. soviel aussagen, dass, falls das Unendlich nach » 
von /™(«) fiir ein ganzes Intervall von @ eine gewisse Grosse iiber- 
steigt, die Function fiir Werthe von x und «+h, die diesem Inter- 
vall angehéren, nicht entwickelbar ist. Nun nimmt man gewohnlich 
an, dass die Stetigkeit einer Function und ihrer simmtlichen Ableitungen 
ihre Taylor’sche Entwickelbarkeit bedinge. Danach miisste also die 
Stetigkeit der Ableitungen der Function mit dem Unendlich nach » 
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der nten Ableitungen in unmittelbarem Zusammenhang stehen. Mdglich 
ist das schon, aber ich muss bekennen, dass die Entdeckung einer 
solehen Beziehung, nach welcher aus der Stetigkeit von f(z) eine 
Grenze fiir das Unendlich nach » von f™(x) folgte, mich ungemein 
tberraschen wiirde. 

Man steht also einerseits unter dem Einfluss der mit der mathe- 
matischen Muttermilch eingesogenen Vorstellung, dass eine in einem 
Intervall mit allen ihren Ableitungen stetige Function fir jeden Werth 
x jenes Intervalls, héchstens einzelne Punkte ausgenommen, in denen 
ihr analytischer Sinn undeutlich wird, und fiir hinreichend kleine 
Werthe von h sich auf die Taylor’sche Weise convergent entwickeln 
lassen miisse, andererseits erzeugen die obigen Ueberlegungen den 
Verdacht, dass die Brauchbarkeit dieser Entwickelungsart durch die 
Stetigkeit der Ableitungen einer Function nicht nothwendig bedingt 
werde, sondern auf anderen Functionaleigenschaften beruhe. Dem 
Schwanken zwischen diesen beiden Standpunkten wird, wie in anderen 
iihnlichen Fallen, ein Ende gemacht durch sorgfiltiges Erwigen der 
Umstiinde, unter denen die in Rede stehende Formel versagen kann. 
So gelangt man denn zu folgender einfachen und entscheidenden Frage: 

Giebt es mit ihren stimmtlichen Ableitungen stetige Functionen einer 
reellen Verdnderlichen x, die fiir keinen besonderen Werth von x einer 
besonderen Erklirung bediirfen, bei denen gleichwohl in einem Punkte 
“=x, die Taylor’ sche Entwickelung f(a,+h)=f(a,)+hf (a) +-+ 
fiir jeden Werth von h versagt? 

Hat man nimlich erst eine Function, welche einen solchen Punkt 
x, besitzt, so giebt es verschiedene Kunstgriffe, um aus dieser Func- 
tion andere zu bilden, die dergleichen Punkte in jeder kleinsten Strecke 
der Veriinderlichen haben, woraus dann weiter sich schliessen lisst, 
dass diese neuen Functionen iiberhaupt nicht nach der Taylor’schen 
Reihe entwickelbar sind. 

Nun, diese Frage einmal gestellt, bieten sich mancherlei Func- 
tionen dar, die sie zu bejahen zwingen. Ich werde im Folgenden zwei 
Functionen besprechen, von denen die erstere, ob sie gleich zusammen- 
gesetzter ist, mir doch in Riicksicht auf die hier verfolgten Ziele die 
entscheidende zu sein scheint, wiihrend gegen das Gewicht des zweiten, 
iibrigens bekannten Beispieles schwer zu entkriftende Einwendungen 
erhoben werden kénnen. 


4. 


Ks sei also erstens vorgelegt die Function: 


p=2 2 
. (—1)9* aP 
fa— SS 3r- 
p=1 


apt pad’ 
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in der die Gréssen a, mit unendlich werdendem p gegen Null ab- 
nehmen, wie z. B. a, = 2-?. 

Die Function f(x) ist 1. sammt allen ihren Ableitwngen  stetig, 
2. nicht nach ganzen Potenzen von x entwickelbar. 

Wir wollen diese Eigenschaften durch Rechnung bestiitigen. 

Die Reihe ist zuniichst gliedweise differenzirbar nach einem Satze, 


den man sich leicht beweisen kann, und der besagt, dass eine Reihe 
P+o p=—@ 


d 
>, ¥»(2) zum Differentialquotienten die Reihe > wo btd hat in 


dx 
pl pl 
jedem Punkte «= 2,, fiir welchen letztere ,,vollstindig convergirt“, 


d 
d. i. fiir den der Rest R,,(x) = = verschwindet, wie man 


p=m 
auch gleichzeitig oder nacheinander m unendlich werden und x, — x 
verschwinden lassen midge. 


Um diesen Satz anwenden zu kénnen, miissen wir das Glied der 


Reihe f(x), also die Grésse 


2p 

x . . 
3 y nmal differenziren, 
x +4, 
Wir setzen: 


a?P RAS wail 1 4 1 
a* +a? 2 L+ayt x—a,t f? 


9 








a" P- ; 
und wenden auf den Ausdruck - —- die Formel 
e+ a,t 
ad” uv ) Fe 
eae ome uv + nuvi") + ete. 
dx 





im : 1 
an, indem wir # = 2??-!, » =————- annehmen. 
“+ a,t 


Man erhiilt so: 


a” aP—1 , — , 
AE. bce =a p—n—2 
da™ “+ta,t iis fe j 


wo die Klammer { , wenn Seat = y gesetzt wird, die Grésse 
enthilt: 

‘ nj (2p—1)(2p—2) 2p — 1)(2p—2)---(2p—n) 
ptt —Op— tyr CP—NEP—9) yy... 4 CP—NEP—H-~-BP—w) 


Es handelt sich darum, eine obere Grenze fiir den numerischen 


n 
Werth von —7— a 
dx" «x + a, 
a 2p—1 P F 
die in dem Zeichen —2— —*- WT § enthaltenen Ausdriicke, indem wir 
P 


2p 
aufzustellen. Wir vereinigen zu dem Zweck 


da” r) +a 
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r 


(wearh + by i) > 2 Cera a )’ cos (12) 


be 


-- Die Grésse rechts kann Zwei nicht tiber- 


setzen, wo A = arctg 
steigen. 
Ks bleibt also 
a” xP 
dx” 2+ a’, 
weit unter 
(n+ 1)! - (2p—1) (2p —2) - + - (2p—n) a2e-"—2 
und das Glied 
(—1?t! a xP 


2p! dx” 2+ a, 





bleibt daher ebenfalls weit unter 
1 (n+ 1)! gip—n—2 


2p @p—n—1)! 
so dass die Reihe, welche durch nmalige Differentiation unserer vor- 
gelegten Reihe f(x) entsteht, durchweg, also auch im Punkte x = 0, 
vollstiindig convergirt, daher sie der nte Differentialquotient von f(x) 
ist, und wie f(%) durchweg stetig ist. 


Weiter ist zu zeigen, dass die Potenzentwickelung von 





p=e 2p 


+ = 1)?+! a 
f@) ~ > 2p! tae 


gal 
nicht convergirt. Zu dem Zweck bestimmen wir die Coefficienten der 


Reihe f(2) = f(0) + af'(0) +---. 


Wir haben zuerst: 
P _~ b= 1)?- gt (eta) 
2 jes > = ae at)) - 
& + 4, q=0 


PR RD (— 1)? 9 +1 gle to 
r@at) 
2p! a, 





und 


f(x) = 
p=1 q=0 
Ordnen wir diesen Ausdruck nach Potenzen von 2, indem wir 
p+q=r setzen, so folgt: 
f(z) = = (—1)"t1 a?" Ss) 2p! go=PFH . 
r=1 p=1 
Dies ist die fragliche Potenzentwickelung, die unzweifelhaft fiir 
jedes x ale Denn man nehme z. B. an: 
Y41>2> ai» 
so zerfallt f(#) in die Theile: 


Mathematische Annalen. XXI. 
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r= p=a-i 

S (— 1)j+1 4% 2, 2p aie p+1) » 
r=ssl 
r— 2 1 

pas (= Iyer 5} Qpiare—PF) » 
ri P 


in deren erstem die innere came, falls r < 4, nur bis ry genommen 
zu denken ist. Der erste Theil ist endlich, der zweite +- oo. 


5. 
Scheinbar viel einfacher ist folgendes Beispiel : 
1 
p(z)—=e * 

Auch diese Function ist nicht nach steigenden Potenzen von z 
entwickelbar, dabei aber mit ihren siimmtlichen Differentialquotienten 
stetig. Nur ist hier die Schwierigkeit, dass die Werthe p(0), g’ (0), 
besonderer Festsetzungen bediirfen, wenn unter diesen Werthen das 
verstanden wird, was man durch Berechnung der Function fiir den 
vorgelegten Sableweerth x = 0 erhilt, und nicht einen Limes (2), ete. 


a6 
Man kann durch geeignete Festsetzungen diese Bedenken auch bei 


Functionen wie g(#) beseitigen, aber auf Kosten ihrer Einfachheit. 
Die Function g(x) ist entweder als 


1 1 \p 
P p! (— *) 
- 1 — 
1 1 \p 
eo p! (+ 3) 
aufzufassen, Bei Ausschluss von x = 0 ist die Gleichartigkeit beider 
Definitionen offenbar. Aber fiir z = 0 ist die erste ganz werthlos und 


oder als 


die zweite setzt die Gleichheit = = 0 voraus. Man wird daher, um 


0 


g(x) = e * fiir alle Werthe von x auf gleiche Weise definiren zu 
kénnen, diese Grosse als Limes p(a-+-«) auffassen miissen. Dies wird 
e=0 


aber liistig, wenn man, wie im Folgenden, eine Summe von unbegrenzt 
vielen Functionen g(x) bildet, fiir Argumente, die schliesslich einan- 
der unendlich nahe riicken. Alsdann scheint diese Auffassung sogar 
die erheblichsten Schwierigkeiten im Gefolge zu haben, wenn man 
den deutlichen Sinn der analytischen Ausdriicke nicht aus dem Auge 
verlieren will. Aus diesem Grunde habe ich eben vorgezogen, als 
Beispiel (Art. 4) eine Function hinzustellen, die fiir alle Werthe des 
Arguments die gewohnliche Bestimmung eines Reihenwerthes: 
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p=@ p= 

> & = lim Yup 

p=1 I=*=1 
gestattet, wo jeder Term wu, fir jeden Werth von a mit beliebiger 
Genauigkeit berechenbar ist. 


6. 
Was nun die Theorie dieser Beispiele betrifft, so stellen sie eine 
besondere Art Stetigvieldeutigkeiten dar. Die Function: 


f(x) - grt ani ee 2 
_ 2p! a + a, 
ist, wenn man statt x einsetzt z— «+ iy, stetig und eindeutig, bis 
auf die Punkte 
e=0, y= ta, p=1,2,--- 
in denen sie unendlich wird. Einen um den Punkt ¢ = 0 construir- 
baren Convergenzkreis hat sie also nicht, natiirlich, denn sie ist dort 
unstetig, wenn man z. B. in der y-Richtung in den Punkt 2 = 0 ge- 
langt. Das Neue ist nur, dass beim Durchgang durch den Punkt 
z2=0 in der z-Richtung die Function mit allen in dieser Richtung 
genommenen Differentialquotienten stetig ist. Aehnliches gilt von dem 
1 
zweiten Beispiel g(x) =e *. Gelangt man durch die y-Axe in den 
Punkt 20, so wird g(z) unendlich, wihrend von der x Axe her 
(2) Null wird. 
7. 

Um nun von der Function f(x) aus andere abzuleiten, welche die 
Singularitiit von f(x) fiir 2 = 0 in jedem kleinsten Intervall besitzen, 
giebt es verschiedene Kunstgriffe. Man kann z. B. so verfahren: 

Wir wollen die Function nur in dem Gebiet 


~1<a<4l, 0<y<+1 
betrachten, und wollen sie so bestimmen, dass sie in den Punkten 
ea + ia, 
dieses Gebietes unendlich werde, wo: 
p=0,1,2,--- in inf. sei, 


q die ganzen Zahlen zwischen — 2” und + 2?, diese einge- 
rechnet vorstelle, 
(yp) _s a 
XG went QP ? Ap meat QP 


gedacht ist. Ferner setzen wir: 
» — gl P)\2P 
(x — a) ) 


(« _ wl)? + «, ‘ 


a (a) = 
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und bilden die Doppelsumme: 
=@ g—-+-2p 
Hog a”) (x) J 
p=0 q=—2p 


in welcher wir den Zahlencoefficienten u,, zu 


(— 1)e+ 1 

apt” opt * Ore 

bestimmen, unter g,, weitere Zahlen verstanden, die ich fiir das hier 
zu Zeigende auch gleich Eins annehmen konnte, und nur stehen lasse, 
um bei einer anderen Gelegenheit mich darauf zu beziehen. Die @,, 
sollen unter einer endlichen Grenze bleiben. 


8. 
Die Function: P 
po g=+2p x — alP))\2P 
F(a) = > 2. (— yy RES, 3h. 


2 Zp! ° Pra eo apy rey 
ist erstens fiir — 1 <#< + 1 stetig mit ihren siimmtlichen Differen- 
tialquotienten. Denn F(x) als nach p fortschreitende Reihe gedacht, 


lautet ihr Glied: 
q=+2p 


p=—0 q——2p 


1\Pt1 1 (p) 
(- 2) 2p! ° Spa" Ay (2), 
q=—2p 


und der nte Differentialquotient dieses Gliedes bleibt nach Art. 4 weit 
unter : 
G=—+2p 1 (n-+ i)! 1 (2 — alphpe—s—* : 
QP 2 "Seq" ep” @p—n—1)! ° 
g=—2p* 
also, weil a” und « zwischen — 1 und + 1 sich bewegen, der Unter- 
schied daher 2 nicht iibersteigen kann, bleibt er weit unter: 
1 
Q *(m+ 1)! ; p ‘“Qp—n — 1)! ) 
wo @ nicht grésser als das grésste der g,,. Hieraus folgt die behauptete 
Stetigkeit. 
Was sodann die Entwickelbarkeit von F'(xz-++h) in eine Reihe der 
Form F(a) +h F’(x) +--+ anlangt, fiir Werthe von z und h, die 
der Ungleichheit — 1<2, x+h<-+ 1 geniigen, so setzen wir 


gp—n—2 


*=} mye 
Fy(x) = Po Zz tp gy” (2) . 
p=0 q=—2p 
Der grésste Convergenzkreis, in welchem die Function F'y(z+h) 
nach Potenzen von h entwickelbar ist, wenn x die Strecke —1<2<+1 
nicht verlisst, hat den Halbmesser 
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a. 2 

gN+i ? 
der also mit N~-! verschwindet. Es wiire freilich, weil diese Maximal- 
halbmesser gerade fiir N oo unstetig sein kénnten, noch direct zu 
zeigen, dass die Function F(x) nicht entwickelbar ist, doch wollen 
wir hier diese Rechnung nicht anstellen. 


9. 
Zum Schluss hebe ich noch eine bemerkenswerthe Function hervor: 


pHn 
(x) = pd Hp Sin pa, 
p=! 


unter «#, solehe Zahlen gedacht, dass das Unendlich von w—' grésser 
als das einer Potenz von p, kleiner als das einer Potenz von e? sei, 
wie z. B. eV”. Ich habe bei einer friiheren Gelegenheit*) darauf auf- 
merksam gemacht, dass eine Function Zu, sin px nicht aus dem Reellen 
ins Imaginiire durch Einsetzen eines complexen Werthes fiir x fort- 
gesetzt werden kann, wenn nicht wu, < e—*?, v beliebig klein. Anderer- 
seits ist M(x) mit allen Differentialquotienten stetig, wenn u,<p-", ” 
beliebig gross, Ist also in der That, wie fiir uw, = e- Ve; 


e-"P? < Up —" ’ 
so ist die Function (x) in der reellen Linie mit simmtlichen Differen- 
tialquotienten stetig, wihrend (x + iy) nicht existirt. Was die Ent- 
wicklung von (x) anlangt, so folgt die Divergenz von 


®(x-+h) -3 2 aid = ol sin [px + s2 | 


zwar schon daraus, Ps wenn man z. B. nur die Glieder beriick- 


sichtigt, fiir die p= q’, r > 1, der Zahlencoefficient - YP (hp) y" fiir 


jedes h unendlich wird. Es kann aber allerdings auch hier der (wie 
P alle ihnlichen) schwierige Nachweis verlangt werden, dass die iibrigen 
Terme dieses Unendlichwerden nicht aufheben. 
Es ist also ®(z) fiir complexe x nicht vorhanden, im Reellen mit 
simmtlichen Ableitungen stetig, aber nicht entwickelbar. 
Zusatz folgt. 


Tiibingen, October 1876. 


*) Abh, d. K. Bayer. Akad. II. Cl. Bd. XII, Il. Abth. Untersuchungen tiber 
die Convergenz etc., Einleitung, pag. III. 











Développements en série d’une fonction holomorphe dans une 
aire limitée par des arcs de cercle. 


Par 


P. Appetit a Paris. 


Désignons par (x) une fonction uniforme de la variable imaginaire 
x ayant un point singulier essentiel & l'infini, un pdle du premier 
degré au point « —( et une infinité d’autres pdles tous du premier 
degré 

Gy, 49,°**,4y,°°*, (lim a, = oo, pour v = oo) 
distribués d’une facon quelconque dans le. plan des 2; soient 1 le 
résidu du pole x = 0, R, celui du pole « =a,. Considérons une aire 
S a contour simple limitée par ares de cercles C,, C,, --- C,, tournant 
tous leur convexité vers Vintérieur de Yaire et ayant pour centres 
respectifs les points @,, @,-+-,@,. Supposons, en outre, que, lorsque 
le point « est situé dans laire S, tous les points 
2+ a, B+ A,,°++,2 + a,-: 

soient situés & l’extérieur de l’aire S et & lextérieur des cercles aux- 
quels appartiennent les ares C,, C,,---C,. 

Cela posé, soient f(a) une fonction de « holomorphe dans l’aire 
S et x un point de cette aire; on a )’équation 


(1) f(x) - 53 Jfee (2 — x) dz, 


Yintégrale étant prise dans le sens positif sur le contour de laire S. 
Cette équation (1) résulte de ce que la fonction f(z) ¥(¢ — x) de la 
variable zg admet a l’intérieur de l’aire S le seul pole z = w& avec le 
résidu f(z); les autres pdles 

e=2+a,, €—2+4,,°°+,2=—2+ Gy, 
de cette fonction sont, d’aprés les hypothéses faites plus haut, en dehors 
de Vaire S. | 


Partageons l’intégrale (1) en m parties relatives aux ” arcs 
C,, Cy, +++, Cy; nous aurons 
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(2) faye 2 I fle) v(e — 2) de, 


l'indice C, indiquant que l’intégrale affectée de cet indice est prise sur 
are C,. Soit z un point de l’arc C,; comme les points 


a, Z+ a,+°+, 24+ ay,-°- 
sont situés en dehors du cercle auquel appartient l’arc C,, les quantités 


a— ey a— My, 


-, mod. —_——— . 
. w+a,—a,’ 


» mod, — 


mod. a 
x+a,—a,’ 


sont toutes moindres que l’unité; appelons « la plus grande de ces 
fractions. La fonction ~(z — x) de la variable z est holomorphe dans 


asia 1 
Pintérieur du cercle de centre a, et de rayon a mod. (¢ — ox); done 
k 
on a, pour les valeurs de ¢ qui figurent dans |’intégrale affectée de 
l'indice C,, la série uniformément convergente 


~~) (@— a)" 
(3) v(e —2)— Zz tas wl) (ay — 2) 
“0 
ou 
Hp (u) 
yi) (u) = — * ll 


Portant ce développement (3) dans lintégrale considérée relative a 
Yare C,, on a 


) 2ai xf tov. W(2 — x) dz — a i”) (a — 2) 
ott 


(4’) AY = — ; TE Je — oy)" fiz) dz. 
k 





En faisant la somme des » développements tels que (4) ainsi 
obtenus (k = 1, 2,-++,m), on a, d’aprés léquation (2), le développe- 
ment suivant de f(x) 


k=n “=@ 


(6) fa) = >) SAP (m — 2), 


développement valable pour tous les points de ‘l’aire S. Il est 4 remar- 
quer que la somme 


Ay) + AS? +--+ + AN” 


est nulle, car cette somme est égale, au facteur 277 pres, a l’intégrale 
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Jf(#)dz prise sur le contour de l’aire S, et que les coefficients Aj,’ 
donnés par la formule (4°) ne dépendent pas de la fonction y. 

La série qui forme le second membre de |’équation (5) peut étre 
convergente en d'autres points que ceux de l’aire S. Désignons d'une 
facon générale par p(x) la somme de cette série lorsqu’elle existe 


k=2 w=@ 
(6) (x) = a 2, AP y (ax — 2); 
on aura 
(7) (2) = f(a) 


en tous les points de Vaire S. 

Soit maintenant & un point situé en dehors de l’aire S et en dehors 
des cercles auxquels appartiennent les arcs C,; supposons de plus que 
tous les points 


E+ a, §+4,+--,E +a, +>: 
soient en dehors de ces mémes cercles. Dans ces conditions la série 
(6) reste convergente quand on y remplace x par &; en effet le 
développement en série (3) est toujours valable, car la fonction ~(¢— &) 
est holomorphe 4 l’intérieur d’un cercle de centre a, et de rayon plus 
grand que celui du cercle dont fait partie ’are C,. Mais voyons quelle 


est alors la valeur de la somme g(§) de la série (6). Deux cas se 
présentent: 


1°) aucun des points 
E+ 4,, § + a.,°-+,& + a, - 
n’est dans l’aire S; alors 
p (&) = 0; 
ear l’intégrale qui forme le second membre de |’équation (1) est nulle 


pour z = &, la fonction 
f(2) ¥(e — 8) 
étant holomorphe dans laire S; 
2°) un certain nombre des points 
E+4,,§+4,,-°-->&+a,-- 
sont dans l’aire S; soient, par exemple, les m points 


E+a,,§+ a2, -- §+4,,3 


alors on a 


(8) 9(E) = Ra fE+aa) + Bi f(E+a2,) +--+ + Ba, fE+a,)5 
en effet la fonction f(z) ~(¢ — &) admet alors dans l’aire S les m poles 


E+, +a, -°-, & +a, 








ave 
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avec les résidus respectifs 


Ri, f(E + aa), Ba f(— + a2), +++, Ra, f(E + aa,)- 


Si, au contraire, le point € est tel que ce point lui-méme ou |’un 


des points 

E+a,,§ + a,°++,&+4,,- 
soient dans l’intérieur de l’un des cercles auxquels appartiennent les 
ares C,, la série (6) devient divergente quand on y remplace x par &. 


En effet dans ce cas l’un au moins des développements tels que (3) 
est divergent. 


Cas particuliers. 
I. Lorsque le point x décrit l’aire S, le point  — a, décrit une 
aire S, égale a S limitée par m» ares de cercles 
Co, Co, tee, cm, 
Supposons les pdles a, distribués de telle fagon qu’ aucune des aires 
a Se oe 


n’ait un point commun avec une autre d’entre elles ou avec les cercles 
auxquels appartiennent les ares 


oe, ae, --» Of", «+. 

(kK=1,2,---+,m). 
Alors la série (6) est convergente en tous les points de chacune de 
ces aires. En effet soit § un point de l’aire S, aucun des points 
— + a, ne peut se trouver dans l’intérieur du cercle C,, car si le point 
—-+ a, était dans l’intérieur de ce cercle le point — + a,— a, ou & 
appartiendrait & la fois & l’aire S, et au cercle Cf”, ce qui est contre 
Vhypothése. 

Désignons par x un point de l’aire S, on a pour ce point |’équa- 
tion (7). Le point § = «#—a, appartient a l’aire S, et la série est 
convergente en ce point. Pour obtenir la valeur de la somme (&) 
de cette série remarquons que parmi les points 


E+a,,€+a,--+, §+ay,- 


un seul, le point § + a,—w est situé dans l’aire S. En effet si un 
autre de ces points, §-+ a, par exemple, appartenait a l’aire S, le 
point § + a, — a, ou § appartiendrait a la fois 4 laire S, et a Vaire 
S,, ce qui est contre l’hypothése faite plus haut. Done d’aprés la 


formule (8) on a 
9(&) = BFE + a); 


mais § = 7 — a, et g(x) =—/(x) puisque 2 appartient a aire S, 
done enfin 
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(9) p(x — a,) = R, pa). (v==1, 2,-+-,00). 


Cette relation remarquable a lieu pour toutes les valeurs de 2 corre- 
spondant a des points situés dans Vaire S. 


II. Soit maintenant w(x) = 5 on voit alors que toute fonction 


f(z) holomorphe dans l’aire S est représentée dans cette aire par la 
série suivante 


is ee 
(10) f(a) = >» >a. 
k=1 =1 (o—@, 
ot 
(k) 1 ah po ‘le a 
BY = — = - fees) ' f(z) dz. 
Ch 


La série qui forme le second membre de l’équation (10) est encore 
convergente si x est un point extérieur & l’aire S et aux cercles aux- 
quels appartiennent les ares C,; mais alors la somme de cette série 
est égale a zéro. 

Considérons d’autres aires planes limitées également par des ares 
de cercles; supposons que ces aires 


S, SM, S@, ..., 8S 


n’ont deux & deux aucun point commun et qu’elles sont toutes en 
dehors des cercles auxquels appartiennent tous les ares limites. Alors 
on pourra former des développements analogues 4 (10) représentant 
une fonction holomorphe /;(z) dans S@, une fonction holomorphe 
f.(%) dans S®, --.-, une fonction holomorphe f,(z) dans S‘”). La 
somme du développement (10) et de tous les développements analogues 
sera une série de fractions rationnelles dont la somme est égale a f(x) 
dans l’aire S, a f,(~) dans S®,--- a f,(x) dans S(@. M. Weier- 
strass a déja obtenu par d’autres considérations des séries de fractions 
rationnelles possédant des propriétés analogues; (voir , Monatsbericht der 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Aout 1880“). 

Ill. Soit #,(z) la fonction #, formée avec les périodes @ et a’; 


@ log &; (2) 
“ae 


désignons par Z(z) la fonction Nous obtiendrons un autre 


eas particulier important en faisant y(2¢) = Z(z). Les poles de Z(2) 
sont ma -+ m’a’, m et m’ étant deux entiers quelconques. On con- 
sidérera done une aire S telle que, si x est un point quelconque de 
cette aire, tous les points + ma@-+ m'o’ soient a l’extérieur de 
Yaire S et a l’extérieur des cercles auxquels appartiennent les arcs 
limitant l’aire. Alors une fonction f(x) holomorphe dans aire S est 
représentée dans cette aire par la série de fonctions doublement 
périodiques 
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Développements en série. 


k=n *=@ 
(11) fle) = 4 DAZ” (ce, — 2). 

=. ¢=0 
Le second membre de cette relation est une fonction doublement 
périodique; car, d’aprés une remarque générale, on a 


AM) 4+ AS 4... + AM oe 0 
Si done f(x) n’admet pas les périodes et w’, les deux membres de 
l’équation (11), qui sont égaux en tous les points de l’aire S, sont 
différents dans les aires homologues de S dans les parallélogrammes 
des périodes. 


~ 


IV. En prenant y(z) = ~ cotg = , Ton obtient de méme le 


développement d’une fonction f(#) en série de fonctions admettant la 
période @. 

(Les cas particuliers II, III], IV ont été exposés dans une Note 
présentée & J Académie des Sciences de Paris dans la Séance du 
le’ mai 1882). 


Evaluation du reste. 


Revenons au cas général et proposons-nous d’évaluer une limite 
supérieure du reste de la série (5), en supposant que f(z) reste finie 
sur le contour de laire S. Soit x un point de laire 8S; proposons-nous 
dabord de trouver une limite du reste du développement (4); désignons 
ce reste par Qe; 

Te) 
(12) QP = >) A” y™ (a — 2). 

eSm-+l 
Appelons 9; le rayon de l’are Cy de centre o,; la plus petite des quan- 
tités postitives 
(13) mod. (@ + ay — a), (v==1,2,-+-, co) 
est, d’aprés les hypotheses faites, plus grande que g,. Désignons par 
r, un nombre plus petit que la plus petite des quantités (13) et plas 
grand que @,. La fonction ~(¢ — x) de la variable z est holomorphe 
dans le cercle de centre a et de rayon 7; d’ailleurs elle est finie sur 
la circonférence de ce cercle. Appelons M,; le maximum du module 
de w(z— a) quand g deécrit cette circonférence de centre a, et de 
rayon 7,3 et désignons par P® le reste de la série (3) quand z oceupe 
une position quelconque sur l’arc C;: 

> (2 — @,)" pw 
m 7 1-2---u (a, x) ° ° 


(X) 


On a-d’aprés un théoréme connu sur l’évaluation du reste de la série 


de Taylor 
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(x) 
mod. P® <M,9,. 27 _. 


OQ, — Ty 


Alors le reste Q” de la série (4) est donné par 
a ee F (k) 
Wt, [re PP as. 
Ck 


Si done on appelle Mj le maximum de module de f(z) sur l’are Cy et 
i, la longueur de cet arc, on a 


rT, \ meri 
mel e ) 
wo. @ Sy, Ma -- 3 

ce qui donne la limite cherchée du reste de la série (4). On en déduit 
immédiatement la limite du reste de la série (5) qui est la somme de 
m séries telles que (4). 

La convergence des séries employées dans ce mémoire est donc 
comparable a celle des progressions géométriques. 

Tous les résultats précédents peuvent étre étendus au cas ov J’aire 
S serait 4 contour multiple, les ares de cercle qui forment le contour 
tournant tous leur convexité vers lintérieur de Vaire. 


Paris, 23. Septembre 1882. 


~~» 




















Ueber Apolaritat und rationale Curven. 


(Auszug aus einem Briefe an Hrn. F, Klein). 


Von 


Franz Meyer in Tiibingen. 


Bezugnehmend auf den neuerdings erschienenen Aufsatz von Herrn 
Brill: ,Ueber binire Formen und die Gleichung sechsten Grades“ 
(pag. 330ff. im 20' Bande dieser Annalen) sowie die parallel laufen- 
den Untersuchungen des Herrn Stephanos (Comptes Rendus de 
Y Academie des Sciences de Paris 1881, pag. 994ff., 1882 pag. 1230ff.) 
méchte ich Ihnen einige weitergehende Resultate mittheilen, welche ich 
schon seit lingerer Zeit besitze, und die in einem Buche iiber , Apo- 
laritiit und rationale Curven“, welches eben unter der Presse ist, im 
Zusammenhange mit anderweitigen verwandten Untersuchungen dar- 
gelegt werden sollen. 

Zunichst erweitere ich den Stephanos-Brill’schen Satz in der 
Weise, dass ich sage: 

A) ,,Es giebt 5 Involutionen vierten Grades mit 6 gemeinsamen 
Elementenpaaren. 

Je zwei dieser 5 Involutionen haben noch ausserdem drei Elemen- 
tenpaare gemein, je drei noch eines.*) 

Daher giebt es solcher weiteren Elementenpaare 10, die den 5 In- 
volutionen in der Art angehiren, wie die 10 Eckpunkte eines Pentaeders 
den 5 Ebenen desselben. Daraus folgt: 

Jede der 5 Involutionen enthilt noch 6 der 10 Elementenpaare, die 
dret thr angehorige Quadrupel bilden.“ 

An diese Formulirung nun schliesst sich eine Fiille ausgedehnter 
geometrischer Anwendungen an. 

Den ersten, unmittelbarsten geometrischen Abdruck des Satzes 
erhilt man, indem man als Elemente die Tangenten (bez. Punkte) 
eines Kegelschnitts wahlt, mithin als Elementenpaare die Punkte (bez. 
Geraden) einer Ebene. 


*) Daraus folgt schon die Brill’sche Tabelle 1. c, p, 354. 
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B) ,,Durch irgend 6 Punkte in der Ebene eines festen Kegelschnitts 
geht ein Quintupel von Curven dritter Ordnung, das aus dem Kegel- 
schnitt die Doppelelementensextupel von 5 Involutionen vierter Ordnung 
mit 6 gemeinsamen Elementenpaaren ausschneidet. 

Diese 6 Elementenpaare sind die Beriihrungspunkte der Tangenten- 
paare der 6 gegebenen Punkte. 

Je drei dieser 5 Curven dritter Ordnung schneiden sich in einem 
weiteren Punkte etc. etc.“ 

Solche Curven dritter Ordnung sind die bekannten (von Em. Weyr, 
Rosanes, u. A. studirten) ,Involutionscurven“, fiir die je zwei Punkte, 
deren Elementenpaare ein Quadrupel der zugehérigen Involution bilden, 
conjugirte Punkte sind.“*) 

Des Ferneren liefert die Abbildung der Ebene auf eine Fliche 
dritter Ordnung mittelst der 6 gegebenen Punkte den folgenden Satz: 

C) ,Durch jede der 6 vierfachen Sehnen einer allgemeinen ratio- 
nalen Rtawmeurve sechster Ordnung geht ein die Curve beriihrendes 
Ebenenpaar. 

Dann giebt es 5 Involutionen vierter Ordnung, die diese 6 Paare 
von Beriihrungspunkten zu gemeinsamen Elementenpaaren besitzen. 

Die 5 zugehirigen Doppelelementensextupel werden aus der Curve 
von den Ebenen eines Pentaeders ausgeschnitten, das der einzigen dureh 
die Curve gehenden Fiche dritter Ordnung einbeschrieben ist.“ 

Ich gehe jetzt weiter zu der Bedeutung, die diese fiinf Involutionen 
fiir die rationalen ebenen Curven sechster Ordnung besitzen. 

D) I. Geht man von einer gegebenen rationalen ebenen Curve 
sechster Ordnung aus (auf der in bekannter Weise die Werthe eines 
Parameters ausgebreitet seien) und nimmt die Argumentenpaare von 6 
(der vorhandenen 10) Doppelpunkten der Curve als Elementenpaare einer 
Involution vierter Ordnung an, so werden die Quadrupel der fiinf so 
bestimmten Involutionen aus der Curve ausgeschnitten 

a) durch die vier Strahlbiischel der vier weiteren Doppel- 
punkte. 
b) durch das Kegelschnittbiischel derselben. 

Die zehn oben behandelten weiteren Elementenpaare setzen sich hier 

zusammen 
a) aus den 4 Argumentenpaaren der 4 weiteren Doppelpunkte 
B) aus den 6 Restpunktepaaren**), die die 6 Verbindungs- 
linien der 4 weiteren Doppelpunkte aus der Curve ausschneiden. 


*) Umgekehrt lisst sich eine beliebig gegebene ebene Curve dritter Ordnung 
in dieser Weise auffassen. Dann giebt es ein Gewebe (das dualistische zu ,,Netz“) 
von Curven zweiter Classe, fiir die obiger Satz gilt, und zwar ist dies das auf 
der gegebenen Curve ruhende Gewebe cf. KI und QO. 

**) Werden die urspriinglichen 6 Doppelpunkte Spitzen, so ist ein jedes dieser 
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Unterwirft man daher die Curve den vier quadratischen Trans- 
formationen, deren Fundamentaldreiecke von je drei der vier weiteren 
Doppelpunkte gebildet sind, so erhdlt man 4 neue Curven derselben 
Art, fiir die immer 6 ihrer 10 Doppelpunkte dieselben Argumenten- 
paare besitzen wie die urspriinglichen 6 ausgewdhlten. , 

Die so erhaltenen 5 Curven bilden cinen Cyklus in der Weise, 
dass durch den angegebenen Transformationsprocess aus jeder die 
vier tibrigen hervorgehen. 

Die Argumentenpaare der fiinfmal vier weiteren Doppelpunkte bilden 
zusammen die 10 weiteren Elementenpaare der 5 Involutionen und zwar 
entsprechen sie den 5 Tetraedern des Pentaeders (cf. Satz A)). 

Die fiinf Involutionen sind auch durch die fiinf Involutionen 
b) dieser fiinf Curven dargestellt. 

Die Brill’ sche Entwicklung geht aus dieser hervor, wenn man die 
sechs urspriinglichen Doppelpunkte zu Spitzen werden liisst. (cf. vorige 
Anm._). 

D) Il. Umgekehrt sind durch sechs ganz beliebig gewiihlte Dop- 
pelpunktsargumentenpaare fiinf Classen von rationalen ebenen Curven 
sechster Ordnung bestimmt. Alle Individuen einer Classe sind pro- 
jectivisch in einander tiberfiihrbar , zwei Individuen verschiedener Classen 
nicht. 

Dagegen sind die fiinf Classen durch quadratische Transformation 
in einander iiberfiihrbar. 

Auf eine jede der Curven wende man in Bezug auf die sechs Dop- 
pelpunkte mit den angenommenen Argumentenpaaren den Satz D) I an. 

Die weitaus wichtigste Anwendung unseres Hauptsatzes ergiebt 
sich aber durch eindeutige Beziehung der rationalen ebenen Curven 
sechster Ordnung auf Raumcurven dritter Ordnung. Der interessan- 
testen Anwendung sei ein besonderer Abschnittegewidmet unter 
dem ‘Titel: 

E) Ueber eine neue den Doppelsechsen (einer Fiche dritter Ord- 
nung) analoge Configuration von cubischen Rawumeurven. 

Diese Configuration wird véllig bestimmt durch sechs beliebige 
Raumgerade, und besteht (ef. Cremona, Crelle Bd. 60, Sturm, Crelle 
Bd. 80) aus den sechs cubischen Curven, die sie simmtlich zu Sehnen, 
nebst den 6 anderen, die sie siimmtlich zu Amen besitzen. (Zur Ab- 
kiirzung heisse ,, Axe“ einer cubischen Raumcurve eine Linie zweier 
(Schmiegungs)ebenen). 

Die Geraden seien bezeichnet mit 


I; G2 Is Is Is Io 


6 Restpunktepaare harmonisch zu den Argumenteupaaren der beiden zugehérigen 
Doppelpunkte. 
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die cubischen Curven der ersten Art mit 
f ; . 4 A As Ay As Ag, 
die der zweiten Art mit 
GQ, Hy As A, a, Qe. 
Im allgemeinen giebt es bekanntlich (cf. Cremona |. ¢.) sechs Axen 
(Sehnen) einer cubischen Curve, die zugleich Sehnen (Axen) einer 
zweiten sind. 

I. ,,Die beiden Sechsen von Curven aj;, «(i =1,---, 6) stehen 
aber in dem eigenthiimlichen Verhiiltniss, dass jede der Curven a; einer 
der Curven a; (und umg.) in ganz bestimmter Weise zugeordnet ist. 
(Wir legen daher diesen beiden gleichen Index bei). Niémlich unter 
allen Combinationen a; a, sind diese dadurch ausgezeichnet, dass die 
sechs Geraden g in der That die einzigen Axen von «a; sind, die zugleich 
Sehnen von a; sind. Dagegen giebt es ausser den Geraden g noch ein- 
fach unendlich viele Geraden, die Axen von a, und zugleich Sehnen 
von a; (i +k) sind.“ 

Wir betrachten jetzt des Niheren die fiinf Curven a, a, a, a, a;, 
die in dieser Weise zur Curve «, (d. h. irgend einer der Curven a) 
gehéren. Man erhilt sie auch auf folgende Art: 

Die 6 Ebenenpaare, die von den Geraden g an die Curve a, gehen, 
bestimmen 5 Involutionen vierter Ordnung (deren Elemente*) die 
Ebenen von «@, sind), die sie zu gemeinsamen Elementenpaaren be- 
sitzen. Jedes Elementenpaar bestimmt eine Axe von a. 

Die Elementenpaare unserer fiinf Involutionen sind dann darge- 
stellt durch alle die Axen von «@,, die zugleich Sehnen einer der fiinf 
Curven a,, a, d@,, @,, a; sind, 

Oder, da jedes Quadrupel von Elementen ein der Curve a, wm- 
beschriebenes Tetraeder bestimmt: 

Il. Jede dey, Curven a,(r =1,---,5) ist der Ort der Ecken von 
einfach unendlich vielen, der Curve a, wmschriebenen Tetraedern. Diese 
Tetraeder sind gegeben durch die Quadrupel unserer fiinf Involutionen. 

Daher stehen die Curven a; (i +k) in der von Hurwitz (diese 
Ann. Bd. XV, XX) studirten Beziehung, dass es unendlich viele 
Tetraeder giebt, die der einen (a) um- und der andern (a;) einbe- 
schrieben sind. Zu jeder Ebene von a, wie zu jedem Punkte a; gehirt 
ein solches Tetraeder. 

Aus dem Hauptsatz A) folgt nun aber sofort: 

Ill. ,,Je zwei der fiinf Curven a,(r =1, ---, 5) haben drei 
gemeinsame Ecken (ausser den Geraden g) die Axen von a, sind; je 
drei derselben eine solche.“ , 


*) Ein Element ist immer ein Werth des auf der Curve in bekannter Weise 
ausgebreiteten Parameters (Arguments). Irgend ein Punkt der Curve hat dasselbe 
Argument, wie seine Ebene (und auch Tangente). 
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Nun haben je zwei der sechs Curven a (wie iiberhaupt zwei 
cubische Raumeurven cf. Cremona 1. ¢.) zehn gemeiusame Sehnen 
(hier nicht unendlich viele, wie leicht zu sehen), also ausser den Ge- 
raden g noch vier. 

Aus dem eben ausgesprochenen Satze folgt aber fiir diese weiteren 
gemeinsamen Sehnen der Curven a, indem man von den Curven a 
jetzt absieht: 

1V. ,,Die sechs cubischen Curven a besitzen ausser den 6 Geraden 


: ‘<< ‘ ; 6.5 
g noch zu je zweien 4 gemeinsame Sehnen, also im Ganzen a+ 4—60. 


Diese reduciren sich aber auf 20, da jede von ihnen gemeinsame 
Sehne von dret der Curven ist, also dreimal auftritt. 

Diese 20 Linien sind zugleich die entsprechenden 20 weiteren 
Azen von je dreien der Curve « und zwar ist eine Sehne (mit leicht 
verstindlicher Abkiirzung 


(a, @, as) 
immer zugleich Axe 

. (a, a; a)*). 

Desgleichen sind die vier Sehnen, die je dreien von vier der Curven a 
gemeinsam sind, 
(4, @2 M3) (@, Ay My) (4, Ag a4) (Ag Gy Ay) 
nebst den 6 Geraden g die 10 gemeinsamen Axen der beiden Curven 
as as 
(und reciprok). 

Daraus ergiebt sich aber in Verbindung mit Satz D): 

V. ,,Die 10 Argumentenpaare der Doppelpunkte einer rationalen 
ebenen Curve sechster Ordnung stehen in derselben Beziehung zu einan- 
der, wie die 10 Argumentenpaare einer cubischen Raumeurve, die 10 
Axen (Sehnen) zugehiren, die zugleich Axen (Sehnen) einer zweiten 
cubischen Raumeurve sind. 

Umgekehrt bestimmen irgend zwei cubische Raumeurven (chne**) 
gemeinsamen Punkt resp. Ebene) durch ihre gemeinsamen Axen resp. 
Sehnen je eine Classe von rationalen ebenen Curven sechster Ordnung, 
deren Individuen projectivisch in einander iiberfiihrbar sind. 

Aus dieser Beziehung folgt: (cf. Em, Weyr, Wiener Ber. 1882, 
Miirz, April).***) 

VI. ,, Die zehn gemeinsamen Axen (Sehnen) zweier cubischer Raum- 
curven sind zu je neun Sehnen (Axen) einer weiteren cubischen Curve. 


*) Daher sind die beiden Sechsen von Curven in Bezug auf ihre gemein- 
samen Sehnen (resp. Axen) gruppirt, wie die Ecken resp. Ebenen eines Hexaeders 
resp. Sechsecks, wo das letztere dem ersteren umschrieben ist. 
*t) Haben die beiden Curven resp, ein, zwei, drei Ebenen gemein, so gehen 
die rationalen ebenen Curven iiber in solche resp. fiinfter, vierter, dritter Ordnung. 
***) Ich bin auf die hier und im Folgenden zu nennenden Arbeiten von Em. 
Weyr leider erst nachtriglich aufmerksam geworden. 


Mathematische Annalen, XXI. 9 
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Solcher giebt es also 10(10). Jede von diesen steht zu beiden Original- 
curven in der Hurwitz’schen Beziehung d. h. je neun der zehn zuge- 
horigen Elementenpaare sind die einer Involution vierter Ordnung. 
Bezeichnen wir die 10 Axen*) mit 

(v:9;) (@=1,---, 10) 

so kénnen wir die entsprechenden 10 Involutionen bezeichnen mit 
J; (ti =1,---, 10). 

In jeder der Involutionen J; giebt es neun weitere Elementenpaare, die 


mit den neun gegebenen Paaren neun Quadrupel der Involution bilden. 


: : : : 10-9 ‘ ; 
Solcher weiteren Paare giebt es im ganzen —z— = $5, da jedes zwei- 


mal auftritt. **) 
Zu je sieben der zehn Axenelementenpaare 
(yr O,) (ry = 1, 2,---, 7) 
gehéren immer drei der 45 weiteren Paare in der Weise, dass diese 
keiner der sieben Involutionen J{r = 1, - - -, 7) augehéren. 

Vila) Diese sieben + drei Paare bestimmen 10 Axen, die wieder 
zugleich Axen einer weiteren cubischen Curve sind. Solcher weiteren 
Curven giebt es daher 120.“ ete. ete. 

Endlich gelangt man von je sechs der zehn Elementenpaare aus 
wieder zur friiheren Hauptconfiguration zwriick, die daher nur ein 
specieller Fall der jetzigen ist. 

Zum Schluss mége noch eine merkwiirdige Eigenschaft der zehn 
gemeinsamen Axen zweier cubischen Curven Platz finden, die sich an 
das Obige eng anschliesst. (cf. Em. Weyr, l. c.) 

Vil. ,,Die zehn gemeinsamen Axen zweier cubischer Raumcurven 
liegen auf einer ganz bestimmten Fliche vierter Ordnung. Diese enthiilt 
dann, auch die 10 oben angegebenen cubischen Curven, die je neun der 
zehn Axen zu Sehnen haben. Von dieser Fliche mége vorliiufig Folgen- 
des angefiihrt sein: 

a) Jeder der beiden gegebenen Curven sind zweifach wnendlich viele 
Hexaeder umbeschriecben und zugleich der Flache einbeschrieben 
(ef. Ky; anm.). (cf. Em. Weyr, I. c.) 

Jeder Punkt der Fliche ist Eckpunkt eines solchen Hexaeders fiir 
die erste Curve, und eines zweiten fiir die zweite. 

Daher sind die Punkte der Fliiche auf doppelte Weise einander 
eindeutig involutorisch zugeordnet; je zwei solche zugeordnete Punkte 
sind Gegenecken der beiden Hexaeder, ***) 


*) Die dualistische Ergiinzung wird von jetzt ab unterdriickt. 
**) Diese erhalt man auch so: Je zwei der 10 Involutionen haben noch ein 
weiteres Elementenpaar gemein. Dies sind die 45 Paare. 
***) Die Kernfliche einer Fliche dritter Ordnung ist ein specieller Fall dieser 
Fliche, cf. Krv (3), wie auch die Hierholzer’sche Fliiche, cf. Krv (qe). 
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Je zwei der 10 Axenelementenpaare 


‘ (7:9;) (792) 
bilden mit dem Paar, das den beiden Involutionen J,, J, noch gemein 
ist, ein Sextupel, dessen zugehérige Ebenen ein solches Hexaeder 
bilden. 

b) Die Fliiche hat (wie jede allgemeine Fliche vierter Ordnung) 
mit jeder der beiden Grundeurven 4 - 12 = 48 gemeinsame Tangenten. 

Diese 48 gemeinsamen Tangenten theilen sich (fiir beide Curven) 
in 24 Paare derart, dass fiir jedes Paar die Beriihrungssehne der 
Fliiche eine Axe der Curve ist (d. i. die den beiden Beriihrungspunkten 
leicht auf der Curve zugehérige Axe). 

c) Die Flache hat mit beiden Grundcurven je 12 Punkte gemein. 
Legt man an eine der Curven in einem dieser 12 Punkte W die 
Tangente, so trifft diese die I'liche in drei weiteren Punkten 4, A, A,. 
Von jedem geht noch eine Ebene an die Curve. Die drei Axen dieses 
Trieders (A, A,) (A, 43) (Ag 4g) osculiren die Fliiche im Punkte W. 

Nach diesen Anwendungen des Hauptsatzes A), die fiir diesmal 
geniigen mégen, soll derselbe noch des Niiheren ergéinzt werden durch 
eine Angabe der verschiedenen Bestimmungsarten einer Involution 
vierter Ordnung durch Combinirung von Elementenpaaren mit Elemen- 
tentripeln und Elementenquadrupeln nebst den Angahlen von Involu- 
tionen, die einer jeden so méglichen Bestimmung entsprechen. 

Dies leistet folgende Tafel, wo links die Anzahi der Involutionen 
vierter Ordnung steht, die gegebene 

z-Elementenpaare, y-Elemententripel, 2-Elementenquadrupel 


(a + 2y + 32 = 6) 
besitzen. Die Modificationen, die Satz D) und A) dadurch erfiihrt, sind 
angebbar und kénnen hier unterdriickt werden. 








; Anzahl | ‘Paare ‘ Tripel Quadrupel 
5 . 6 ' Oe 
3 4 | 1 
1 3 1 
2 2 2 
BY I RE 
1 | 3 | 
1 2 





Daraus ergeben sich wieder sofort die entsprechenden Siitze fiir die 
beziiglichen Anzahlen der cubischen Raumcurven, die zu einer ge- 
gebenen cubischeu Curve in der Hurwitz’schen Beziehung stehen sollen, 
so z. B. besonders der Satz: 

F) Durch drei Raumpunkte geht jedesmal eine cubische Raumcurve 
9* 
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von der Art, dass es unendlich viele Tetraeder giebt, die thr ein- und 
einer gegebenen cubischen Curve umbeschrieben ‘sind etc. ete. 

Dadurch wird es auch leicht méglich, wenn zwei cubische Curven 
in der Hurwitz’schen Beziehung steben, die Quadrupel der zugehérigen 
Involution durch ein F'ldchenbiischel auszuschneiden (respective gilt das 
dualistische). Es spricht dies der Satz aus: 

G) Ist a die cubische Curve, der die Tetraeder ein- und « die an- 


dere, der sie umbeschrieben sind, so nehme man irgend drei*) Punkte 
von a: 


A, A, A, 
und lege durch jeden die Ebene des durch die Curve « bestimmten Null- 
complexes. Deren Schnittpunkt sei A, ihre drei Schnittlinien 
My Ay As, 
und die eine Sehne, die durch A an die Curve a geht, a,. 
Das Kegelbiischel zweiter Ordnung mit den gemeinsamen Kanten 
A, My Ay a, 
schneidet aus der Curve « die Quadrupel der durch die Curve a be- 
stimmten Involution aus, d. h. die Schmiegungspunkte der Ebene unserer 
Tetraeder. Umgekehrt ist also so durch 3 Punkte die Curve a bestimmt. 

Stellt man endlich die Quadrupel der Involution nach Sturm 
(Crelle 86) durch die Geradenpaare dar, die die vier zugehérigen Tan- 
genten treffen, so erhilt man eine andere Reihe von Siitzen, z. B.: 

H) Durch 6 Punkte einer cubischen Raumcurve gehen 5 Fliichen 
zweiter Ordnung, deren mit der Curve gemeinsame Ebenen**) die 
Schmiegungsebenen der 6 Punkte sind. 

Zum Schluss mége der Hauptsatz A) in seinem ersten Theil auf 
Involutionen irgend einer Ordnung ausgedehnt werden. Dies ist der 
aiusserst Wichtige Satz (den ich mit Benutzung hdherer Mannigfaltig- 
keiten abgeleitet habe): 

J) Die Anzahl X,, der Involutionen m‘” Ordnung mit gemeinsamen 

2(m — 1)=0 
Elementenpaaren (speciell ,,Doppelelementen“) bestimmt sich durch die 
Relation: 
Xn (6 — 1)! 


= = a. 
( + 1)! (> i i)! 
die alle Félle umfasst, auch wenn m= 2 ist 
unter O! die Eins zu verstehen hat.***) 


y nur dass man dann 


*) Die nicht einem und demselben Tetraeder angehiren. 
**) Mit leicht verstiindlicher Abkiirzung. , 
***) Es sind absichtlich die Factoren, die Ziihler und Nefiner der Forme! fiir 


“ gemeinsam sind, nicht gehoben worden, um ihr diese elegante Gestalt zu lassen. 
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Auf die ausgedehnten Anwendungen dieses Satzes komme ich an 
anderer Stelle zuriick: hier mégen nur noch die Zahlen fiir die ein- 
fachsten Fille Platz finden. 

Man hat fiir die Involutionen 

Bier, dter,  Hler, Ger, ter, Ster Ordnung 

2, 5, 14, 42, 132, 425, 
Involutionen mit bez. 

S's & 10, 12, 14 
gemeinsamen Elementenpaaren. 


Ich theile noch einige Eigenschaften der oben erwihnten Fliiche 
vierter Ordnung mit, welche dieselbe als besonders interessant erscheinen 
lassen diirften. 

Zur Abkiirzung fihre ich vorab zwei neve Bezeichnungen ein. 

1) Ich sage von einer Fliiche zweiter Classe, deren Tangenten- 
ebenen die Ebenen einer cubischen Raumcurve enthalten, ,,die Fliche 
sei der Curve wmschrieben“. 

2) Ist eine Fliiche zweiter Orduung so beschaffen, dass sie apo- 
lar ist zu der ganzen Schaar von Fliichen zweiter Classe, die einer 
gegebenen cubischen Raumeurve umschrieben sind, so sage ich nach 
dem Vorgang von Reye, (cf. Crelle 82, p. 54 ff.) ,,die Fliche zweiter 
Ordnung stiitzt die cubische Curve“*) und von einer Flaiche zweiter 
Classe, die sich zur Curve dualistisch verhilt, ,,sie ruhe auf der Curve.“ 

Dann gilt der merkwiirdige Satz: 

Ky) ,,Die Fliche vierter Ordnung, die durch die zehn gemeinsamen 
Axen zweier cubischen Rawmeurven geht (und dadurch villig bestimmt 
ist) ist die Jacobi’sche**) Fiche einer dreifach unendlichen linearen 
Schaar von Flichen zweiter Ordnung 

Af; + doh, + sls + Ash = 0 
die simmtlich beide Curven stiitzen. 

Eine solche Schaar enthilt (cf. Reye, Crelle 82, p. 63, Rosanes, 
Crelle 88, p. 90) zehn Ebenenpaare. 

Die zehn Kanten dieser zehn Ebenenpaare sind unsere zehn Axen: 
man erhilt fiir jede Axe das zugehérige Ebenenpaar als das Paar, das 
harmonisch ist zu den beiden Kbenenpaaren, die von der Axe an die 
beiden cubischen Curven gehen. 

Der Satz gilt aber auch umgekehrt: . ‘ 

Ky) ,, Die Kanten der zehn Ebenenpaare, die sich in einer allge- 
meinen dreifach unendlichen linearen Flichenschaar zweiter Ordnung be- 
finden, sind die gemeinsamen Axen zweier cubischen Curven“ etc. etc. cf. Kx). 


*) Reye nennt dann die Curve die cubische Polcurve der Fliche. 
**) D. i, der Ort der Spitzen aller Kegel der Schaar. 
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Kir) ,,Geht man von sechs beliebigen Raumgeraden aus und 
nimmt sie als Kanten von sechs noch unbestimmten Ebenenpaaren einer 
dreifach unendlichen linearen Flichenschaar zweiter Ordnung an, so 


giebt es solcher Schaaren an Zahl st = 15 entsprechend den 15 Paaren 


von cubischen Curven, die man aus den sechs bilden kann, die die 6 Gerade 
zu Azxen haben, also giebt es auch 15 entsprechende Kegelspitzenflichen “. 

Kyy) ,,@) Ist die Flichenschaar zweiter Ordnung speciell*) eine solche 
durch sechs Punkte, so erhilt man die Hierholzer’sche Fliche (Hierholzer, 
diese Annalen Bd. 2, 4; Salmon, Raumgeometrie III. Auflage, p. 467). 

B)**) Besteht die Schaar aus den ersten Polaren einer Fliiche 
dritter Ordnung, so erhilt man die Kernfliche der letzteren, cf. Eyzra) 
Anmerkung. 

Mit Riicksicht auf die bekaunte Bedeutung der Apolaritaét kann 
man daher auch folgenden Satz aussprechen. 

Ky) ,,Zu einer dreifach unendlichen linearen EF léchenschaar zweiter 
Ordnung gehirt stets ein Paar von cubischen Raumeurven, von denen 
jede folgende Eigenschafien besitzt: 

Fiir jede Fiche der Schaar giebt es einfach wnendlich viele Pol- 
tetraeder , die der Curve umschrieben sind (ef. My,1)“. 

Jede Fliche der Schaar scheidet aus der Curve ein Sextupel von 
Punkten aus, das durch die Gleichung sechsten Grades 

: : ag = AG + 4292 + 4393 + Aagy = 9 
bestimmt sei. 

Ferner sei die zweifach unendliche lineare Schaar von der Curve 
um- und der Jacobi’schen Fiche der Schaar einbeschriebenen Hexa- 
edern ***) (ef. Satz Ey) dargestellt durch 


«a= Why + Ugh, + Uyhs = 0. 

Kyx) ,,Dann ist jedes Sextupel 4, zu jedem Sextupel mu, apolar“ 
oder (nach Rosanes): ,, Die Gruppen 4, und uw, sind conjugirt“. 

Kyi) Weiter giebt es unter der Schaar der Flichen zweiter Ord- 
nung sechs Biischel, die aus der Curve (abgesehen von je vier festen 
Punkten) eine gewdhnliche Involution (zweiter Orduung) ausschneiden. 
Jede dieser sechs Involutionen besitzt ein Doppelelementenpaar. 

Die fiinf Involutionen vierter Ordnung (cf. Satz A, C) die diese 
6 Doppelelemententenpaare zu Elementenpaaren besitzen, haben jede 
sechs Doppelelemente. 


*)*Wihrend die allgemeine Schaar aus allen Flichen besteht, die zu sechs 
gegebenen Flichen zweiter Classe (anstatt der sechs doppeltziihlenden Punkte) 
apolar sind. 

**) Die grosse Zahl anderer specieller Fille soll hier unerwiihnt bleiben, 

***) Es sind dies die gemeinsamen Polhexaeder der Flichenschaar zweiter 
Ordnung. Dies erklirt die Evir(a) erwihnte eindeutige Verwandtschaft der Punkte 
unserer Flache. , 
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Diese fiinf Sextupel werden von fiinf Fléchen der Schaar aus der 
Curve ausgeschnitten. 

Dies sind zugleich diejenigen fiinf Flichen der Schaar, denen (zwei- 
fach) unendlich viele Tetraeder ein- und der Curve umbeschrieben 
sind. (ef. Mu). 

Der eben Ky; angegebene Zusammenhang zwischen den Sextupeln 
4, und den Sextupeln uw, ist nun aber ein noch viel innigerer, indem 
dem biniiren Satze Ky; ein noch wichtigerer quaterniirer zur Seite geht. 

Um diesen anzugeben, sei es erlaubt, von einigen weiteren Ab- 
kiirzungen Gebrauch zu machen. 

Durch jedes Sextupel von Punkten a, auf der Curve geht eine 
(und uur eine) Flaiche unserer Schaar, die daher der Sextupelschaar 
4, ein-eindeutig zugeordnet ist. 

Ich nenne deshalb unsere Flichenschaar eweiter Ordnung die Schaar 
oder besser*) ,,das Gebiisch (a,)*. 

Dualistisch gehért dann zu jedem Ebenensextupel mu, der Curve 
eine (und nur eine) Fliiche zweiter Classe, die auf der Curve ruht, 
mithin zum ganzen Sextupelnetz eine bestimmte Flichenschaarschaar 
aweiter Classe, 

Diese heisse in analoger Weise ,,die Schaarschaar (u,)“. 

Dann findet der biniire Satz Kyz, dass die Gruppen 4, und wy, zu 
einander conjugirt sind, seine Erweiterung in dem quaterniiren : 

Ly) ,, Die auf der Curve ruhende Schaarschaar (u,) ruht auch 
auf dem die Curve stiitzenden Gebiisch (A,), nnd zwar besteht sie aus 
allen auf der Curve und zugleich auf dem Gebiisch (4,) ruhenden 
Fliichen zweiter Classe.“ 

Ferner findet der Satz Kyy durch Hereinziehen der Schaarschaar 
(u,) seine Ergainzung in dem andern: 

Liz) ,, Die sechs der Curve einbeschriebenen Tetraeder des Satzes 
Kyi (Poltetraeder von sechs Biischeln des Gebiisches (A,)) sind zugleich 
Poltetraeder von sechs Schaaren der Schaarschaar (u;). 

Drei dieser Tetraeder kann man der Curve beliebig einschreiben, 
dann ist unsere ganze Configuration dadurch eindeutig bestimmt.“ 

Endlich findet diese ganze Theorie unserer Fliche vierter Ord- 
nung, insofern sie auf dem Apolarititsbegriff fusst, und insonderheit 
der Grundstock dieser Theorie, der Satz Ky, einen gewissen Abschluss 
durch eine Reihe von Sitzen, die fiir jede Fliche zweiter Ordnung 
(Classe), die die Curve stiitzt (auf ihr ruht) giiltig sind. 

M;) ,, Die Ecken der (einfach) wnendlich vielen der Curve um- 
schriebenen Poltetraeder einer die Curve stiitzeenden Fiche zweiter Ord- 
nung sind zugleich einer zweiten cubischen Curve einbeschrieben. 


* Weil das Wort , Schaar“ auch von Fliichen zweiter Classe gebraucht 
wird und dann das dualistische zu ,, Biischel‘‘ bedeutet. 
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Die sechs Ebenen der ersten Curve, die den Doppelelementen der 
durch diese Poltetraeder erzeugten Involution vierter Ordnung zuge- 
hiren, sind Tangentialebenen der Fliche (also die sechs Ebenen, 
die sie, als Classenfliche aufgefasst, mit der Curve gemein hat)“. 

Noch wichtiger ist die Umkehrufig dieses Satzes: 

Mn) ,,Zu jeder cubischen Curve, die zu einer gegebenen in der 
angegebenen (Hurwitz’schen) Beziehung steht, (sodass unendlich viele 
Tetraeder der gegebenen Curve um- und der andern einbeschrieben sind) 
gehort eine bestimmte die gegebene Curve stiitzende (und auf der an- 
dern ruhende) Fiche zweitey Ordnung. 

Daher giebt es (nach Hauptsatz A) fiinf eine cubische Curve stiitzende 
Fliichen zweiter Ordnung, fiir die sechs beliebig gegebene Ebenen der 
Curve Tangentialebenen sind.“ 

Diese beiden Siitze My sind der Ausdehnung auf Riume von 
beliebig hohen Dimensionen fihig, was hier nur angedeutet sein mag. 

Dagegen soll ihr (erweiterter) algebraischer Inhalt, weil er mit 
dem Fundamentalsatz iiber Involutionen (Satz J) aufs engste verwachsen 
ist, kurz betont werden. 

Zu jeder biniren Form geraden Grades (= 2m) gehért bekannt- 
lich immer eine gewisse Covariante desselben Grades (in der Variabeln), 
die Determinante ihrer 2(m — 1)'*" Differentialquotienten. Beispiels- 
weise ist dies fiir eine Form vierten Grades ihre Hesse’sche Covariante. 
Dann gilt folgender wichtige Satz: 

N) ,,Die Frage nach der Anzahl und Natur der Involutionen 
(m + 1)" Ordnung mit denselben 2m Doppelelementen ist identisch mit 
der Frage nach der Anzahl und Natur der Grundformen 2m‘ Ord- 
nung, die zu der eben bezeichneten Covariante, wenn man von der 
letzteren als gegebener Form ausgeht, gehdren. 

Diese letztere Form (die Covariante) ist eben die, die die Doppel- 
elemente der Involution darstelit.‘“ 

Kehren wir zuriick zur Involution vierter Ordnung, so ergiinzen 
sich mit Riicksicht auf diesen Satz N) die Siitze My 1 nach geometrischer 
Seite hin durch folgende (ich hebe nur das Wichtigste heraus): 

Min) ,, Zu jeder cubischen Curve, die zu einer gegebenen in der 
angegebenen (Hurwitz’schen) Beziehung steht, gehirt eine zweite ganz 
bestimmte Fliche zweiter Ordnung.“ Von dieser gilt Folgendes: 

a) ,,Sie geht durch die sechs Punkte der gegebenen Curve, die 
den Doppelelementen*) der Involution vierter Ordnung (ef. My) zu- 
gehéren und enthalt drei Axen der Curve ganz**), die man so erhilt:‘ 

» Unter den der gegebenen Curve um- und der andern einbe- 


%) Daher gehen durch irgend sechs Punkte einer gegebenen cubischen 
Raumcurve fiinf solcher Flichen , denen fiinf Hurwitz’sche Beziehungen zugehéren. 
**) cf. Em. Weyr, Bulletin de l’Acad. de Belg, 1882, Mai. 
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schriebenen Tetraedern befinden sich drei ausgezeichnete. Durch die 
Ecken eines jeden geht eine weitere cubische Curve, die zur gegebenen 
gleichfalls in der Hurwitz’schen Beziehung steht und ausserdem in 
zwei Punkten der gegebenen Curve die Punkte, Tangenten und Ebenen 
mit ihr gemein hat. 

Solcher Punktepaare giebt es also drei; die zugehérigen drei Axen 
der gegebenen Curve sind die gesuchten, die ganz auf der Fliiche liegen“. 

B) ,,Die Fliiche ist der Ort der Ecken von (zweifach) unendlich 
vielen der Curve umschriebenen Tetraedern und ist (ef.*) Pasch, Crelle 
89) durch drei beliebige solche Tetraeder eindeutig bestimmt. Von 
jedem Punkt der Fliiche geht ein solches Tetraeder aus.“ 

y) ,,Die Gruppe der diesen Tetraedern zugehdrigen Quadrupel auf der 
gegebenen Curve ist conjugirt zur Gruppe der Hurwitz’schen Tetraeder.“ 

0) ,,Die Fliiche hat mit der gegebenen Curve acht Tangenten 
gemein. Hinsichtlich dieser verhilt sie sich ganz wie die Fliche vierter 
Ordnung der Sitze E, K (ef. Ey): die acht Tangenten theilen sich 
in vier Paare derart, dass die vier Beriihrungssehnen der F'liiche zweiter 
Ordnung Axen der Curve sind.“ 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass sich die ganze Theorie der 
Siitze E bis N auf die Ebene iibertragen lisst und sich dann an den 
Satz B anschliessen wiirde. An die Stelle von Poltetraedern einer 
Fliche zweiter Ordnung treten dann die Poldreiecke einer ebenen 
Curve dritter Ordnung und an die Stelle der Apolaritit einer Fliche 
zweiter Ordnung zu einer cubischen Raumeurve tritt die Apolaritit 
einer ebenen Curve dritter Ordnung zu einem (Classen-)Kegelschnitt (d. i. 
nach Reye die Apolaritit ihrer Polarkegelschnitte zu demselben ct. Satz 
B Anm.). Es mége geniigen, den Schliissel dieser Abbildung zu geben. 

O) ,,Sind unendlich viele Tetraeder einer ersten cubischen Raum- 
curve um- und einer zweiten einbeschrieben, so schneidet jede der ersten 
Curve umschriebene Fliche zweiter Classe die zweite in drei Punkte- 
paaren, deren Sehnen ganz auf der Fliche liegen (und dualistisch fiir 
die zweite Curve). 

Dadurch wird die Theorie der Hurwitz’schen Beziehung (d. i. der 
Involutionen vierter Ordnung auf cubischen Raumeurven) identisch 
mit der Theorie einer ebenen (allgemeinen) Curve dritter Ordnung, 
sofern man sie als die Hermite’sche Curve eines Kegelschnittgewebes 
(respective als Jacobi’sche Curve eines Kegelschnittnetzes) auffasst 
(ef. Satz B Anm.). 

Tiibingen, 4. October 1882. 

*) Vgl. auch Em. Weyr, 1. c. Was die geometrische Seite der Involutionen- 
frage anlangt, verweise ich noch auf Em. Weyr. Wiener Ber. LXXIX, LXXXI 


No. IV und Le Paige, Mém. de l’Acad. de Belg. t. XLII, sowie die neuesten Mit- 
theilungen von Le Paige an die Wiener Academie. 
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Nachtrag zur ,,Note tiber die algebraischen Curven mit einer 
Schaar eindeutiger T'ransformationen in sich.“ 
(Diese Ann. XX, p. 59.) 
Von 


M. Noeruer in Erlangen. 


In dem Beweise meiner im Titel genannten ,,Note‘‘, welcher be- 
stimmt war, eine Liicke des Hettner’schen Beweises zu ergiinzen, ist 
selbst noch, wie ich nachtriiglich bemerkte, eine Liicke geblieben, die 
nun hier in 9.—11. ausgefiillt werden soll. Zugleich wird in 8’.—11’. 
noch ein zweiter einfacherer Beweis geliefert. 

Jener Beweis war im Wesentlichen so: Es giebt auf f(s, 2) = 0 
fiir p > 1 endlich viele specielle Werthsysteme (s,, 2.) derart, dass 
(sy, 2) dureh die eindeutigen Transformationen der Schaar nur ‘in ein 
vom Parameter der Transformationen unabhiingiges, d. h. festes, spe- 
cielles Werthsystem (6,, €,) iibergefiihrt wird (Nr. 7 der Note), 
Aber es giebt auch immer eindeutige Transformationen der Schaar, 
welche irgend ein Werthsystem (s, 2) von f(s, 2) =O in ein (6, §,) 
beliebig benachbartes Werthsystem von /f(c¢, §) wet iiberfiihren, und 
umgekehrt; also, wegen der Stetigkeit, auch (Go, £0) in (s, 2) selbst — 
was ein Widersprach ist (Nr. 8). 

Die Liicke liegt nun darin, dass unter der Schaar von im Allge- 
meinen eindeutigen Transformationen fiir singuliire Werthe des Para- 
meters einzelne unendlich-vieldeutige Transformationen existiren kénnten ; 
und dass es dann eine solche wird, welche (6,, §) in (s, 2) und tiber- 
haupt in jedes Werthsystem von f(s, 2) = 0 iiberfiihrt; wodurch der 
Widerspruch gehoben wiire. 

So giebt es unter der Schaar von eindeutigen Transformationen, 
welche eine rationale Curve f(s, 2) = 0 in sich, f(6, §) = 0, und dabei 
zwei feste Punkte (s,, 2,), (s,, 2) bez. in die festen Punkte (6,, ,), 
(o,, €) tiberfiihren, zwei singulire Transformationen; die eine fiihrt 
alle Punkte von f(s, z) =O in den einen (6,, §,) und zugleich (s,, 2.) 
in alle Punkte von f\o,£) =O iiber; die andere leistet dasselbe in 
Bezug auf (6,, €) und (s,, 2). 

Hiernach ist zu 8. der Note hinzuzufiigen: 

9. Sei (@), 0, ) der Parameter einer solchen singuliren, unend- 
lich vieldeutigen Transformation der Schaar, welche alle Werthsysteme 
(s, 2) von f(s, 2) =O in das specielle ’ Werthsystem (6), &) von 
f (6, §) = 0 iiberfihrt. (0,, @,') sei ein dem Parameter (@), 0) be- 
nachbarter Parameter einer eindeutig umkehrbaren Transformation der 
Schaar. Wegen der Stetigkeit von J’(@, 9’) = 0 (Nr. 5) muss es 
dann méglich sein, (@,, @,’) so nahe an (Q), g)) anzunehmen, dass 
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vermége dieser Transformation (@,, @,’) irgend ein von den speciellen 
Punkten von f(s, ¢) = 0 verschiedenes, aber denselben beliebig be- 
nachbartes gegebenes Werthsystem (s’, 2‘) von f(s, 2) =O in eine 
beliebig vorgegebene Nihe von (6,, €,) tibergeftihrt wird, wobei zugleich 
noch (Ss), %) in (6), €) iibergeht. 

10. Seien weiter (s,, 2,), (S,, 2), +++, (Sy, %) die ausser (s), 29) 
auf f(s, 2) =O existirenden speciellen Werthsysteme (Nr. 3). Man be- 
trachte v beliebig kleine, um diese Werthsysteme abgegrenzte, von 
einander getrennte Gebiete von f(s, 2) = 0; man miisste dann nach 9. 
(@;, @;) so nahe an (@), @)) annehmen kénnen, dass vermége der 
Transformation (@,, @,;) das ganze ausserhalb dieser v Gebiete ge- 
legene, stetig zusammenhiingende Gebiet von f(s, 2) = 0 in ein kleines 
Gebiet von f(6, ¢) =O um (6,, §), und zugleich diese »v getrennten 
Gebiete von f(s, 2) =O in das ganze ausserhalb des kleinen Gebiets 
um (6), €) gelegene, in sich zusammenhiingende Gebiet von f(6,) =0 
tibergefiihrt werden. Dies ist aber fiir v > 1 unmédglich. 

11. Somit kénnten fir p > 1 héchstens zwei specielle Werth- 
systeme auf f(s, 2) =O existiren. Schon in dem speciellsten, dem 
hyperelliptischen Falle, existiren aber 2(p-+ 1) solcher. Da man zu- 
dem auf f(s, 2) = 0 ausser den in 3. betrachteten noch weitere specielle 
Werthsysteme hat, fiir welche alle vorhergehenden Betrachtungen 
giiltig bleiben — so unter den Gruppen von p — 1 Werthsystemen, 
in welchen eine Function » in der 2'" Ordnung verschwindet, nach 
der Theorie der 0-Functionen in allen Fillen eine héhere Anzahl 
solcher Gruppen, wiihrend eine andere Zahl solcher Gruppen zu unend- 
lichen Schaaren gehéren kénnen —, so wird die Zahl der speciellen 
Werthsysteme immer > 2, und die Schaar der Transformationen kann 
also fiir p > 1 nicht existiren. — 

An Stelle des Beweisganges 8.—11. kann man einen einfacheren, 
rein algebraischen Beweis setzen, der von der Betrachtung der singu- 
liren Transformationen keinen Gebrauch zu machen hat und zugleich 
von den speciellen Werthsystemen (s,, 2) der Nr. 3. nur eines benutzt. 
Dieser Gang stellt sich nach 1.—7. der Note so: 

8’. Man darf annehmen*), dass unter den eindeutig umkehrbaren 
Transformationen der Schaar die Identitét enthalten sei. Denn sei 2 
die Schaar der Transformationen, S-! die Umkehrung einer beliebig 
aus dieser Schaar Y herausgewihlten Transformation S, so stellt 2S! 
eine Schaar der genannten Art vor. Durch die eindeutig umkehrbaren 
Transformationen dieser Schaar gehen die speciellen Werthsysteme 
von 3. alle nur in sich selbst tiber. 

9. Sei fir p > 1, (8), 2) ein specielles Werthsystem aus 3., in 
welchem eine rationale Function (s, 2) in einer Ordnung w < p+ 1 
unendlich werden kann, ohne in einem weiteren Punkte von /(s,z)—=0 
unendlich zu werden; und sei w die kleinste Zahl, fiir welche dieses 
in (S), %)) stattfinden kann. Dann ist ~ in der Form darstellbar: 





*) Schwarz, Crelle’s J. 87, p. 140. 
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— Po + 1m 

v(s, 2) = Qo ? 
wo @ eine Function @ ist, die in (s,, 2) in der we Ordnung ver- 
schwindet, wihrend gq, eine Function @ ist, die durch die iibrigen 
2p — 2 — uw Nullpunkte von g, geht. Die Function » kann nur noch 


. . on . a . . 
eine willkiirliche Constante ~ enthalten, weil man sonst, indem man 


0 

den Zihler von w fiir (s,, 2,) ebenfalls 2u 0 werden liesse, in w eine 
Function erhielte, die in (s,, 2,) in einer Ordnung < uw, und sonst 
nicht, unendlich wiirde. 

10°. Durch die ganze Schaar der Transformationen kann die 
Function y, die in (s,, 2) in der uw" Ordnung unendlich wird, nur 
in eine ebensolche Function iibergehen, d. h., da (s), 2,) nach 8’. fest 
bleibt, ag, + @,, nur in 


Po + & (Bo Po + BY); 
wo die 6,, 8, noch vom Parameter der Transformationen abhingig seien 
kénnen. Aber ausser dem Punkte (s,, 2,) miissen dann noch alle die- 
jenigen, von den g, und gy, gemeinsamen Nullpunkten verschiedenen 
Punkte (s,, 2,), (S,, %),-+-+-, in welchen Functionen der Schaar 
Py + @&, gy, in hdherer als erster Ordnung verschwinden, in einan- 
der, also, da die Transformationen stetig aufeinanderfolgen, in sich 
iibergehen. Solcher Punkte giebt es, wie man durch Einfiihrung von 


= als unabhiingiger Variablen direct sieht, im Ganzen, (s,, 2) einge- 


0 

schlossen : 2(p—1+ 4). 

Von denselben fallen « —1 an die Stelle (s,, 2). Von den iibrigen 
Punkten kénnen immer wieder héchstens je « — 1 an eine Stelle 


riicken, da die Gruppen von Nullpunkten der Functionen der Schaar 
GP, + &,Q, tiberhaupt nur je « Punkte enthalten. Die festen Punkte 
(Sy, )> (S;, 2,),*+~- sind daher, wegen p> 1, w< p+ 1, an mehr 
als 4 von einander getrennten Stellen von f(s, 2) = gelegen. 

Es miissten somit bei allen linearen Transformationen, welchen 
Gy Py + &,p, durch die Transformationen der Schaar unterworfen wird, 
auch mehr als vier Functionen von a, + «,@, im sich iibergehen, 
d.h., da dies sonst nur bei zweien mdglich wiire: alle Functionen der 
Schaar op. + «, p, bleiben bei allen Transformationen unverdndert. 

11’. Die simmtlichen Transformationen kénnten nach 10’. nur noch 
die u(u> 1) Nullpunkte einer Function aus der Schaar a, m,) -+ «, p, unter 
einander vertauschen. Da aber, wegen der Irreducibilitat von /(s,2)—=9, 
die w Punkte aus einer willkiirlich herausgewihlten Gruppe dieser Schaar 
alle getrennt liegen und die Transformationen, unter denen die Identitit 
enthalten ist, stetig aufeinanderfolgen, so kénnen die w Punkte jeder 
Gruppe nur in sich, d. h. jedes Werthsystem von /(s, 2) = 0 durch alle 
Transformationen der Schaar nur in sich tibergefiihrt werden. Die in 8’. 
betrachtete Schaar reducirt sich somit ftir p > 1 auf die Identitit. 


Erlangen, October 1882. 
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Neue Beitrige zur Riemann’schen Functionentheorie. 
Von 
Fevix Kiem in Leipzig. 


* (Mit 2 lithographirten Tafeln.) 


Es ist jetzt beiliinfig ein Jahr, dass ich in dem Schriftchen*): 
»Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und _ ihrer 
Integrale, eine Ergiinzung der gewoéhnlichen Darstellungen“ (Leipzig, 
B. G. Teubner) eine Auffassung der Riemann’schen Theorie publicirte, 
bei welcher die Riemann’sche Fldche, als beliebig im Raume gegebene, 
geschlossene Fliiche, den eigentlichen Ausgangspunkt abgab. Auf 
einer solchen Fliche existiren, wie ich dort durch physikalische Be- 
trachtungeu zeigte, gewisse Potentialfunctionen, und die Wechsel- 
beziehungen zwischen letzteren sind es, welche, in die Sprache der 
Analysis iibersetzt, die gewiinschten functionentheoretischen Resultate 
ergeben. Die physikalischen Anschauungen sind dabei, wie ich in der 
Vorrede hervorhob, nur ein vorliiufiges Aequivalent fiir strengere 
Ueberlegungen. Ich werde im ersten Abschnitte des Folgenden auf 
letztere so weit eingehen, dass der Leser im Stande ist, sich in der 
betreffenden Literatur mit Leichtigkeit zurecht zu finden. 

Dariiber hinaus beabsichtige ich im Folgenden zuvérderst (und 
zwar noch in demselben ersten Abschnitte) eine gewisse Weiterent- 
wickelung des in Betracht kommenden Ideenkreises, auf welche ich 
iibrigens an verschiedenen Stellen meiner Schrift bereits hinwies 
(pag. 61—63, ete.). Es handelt sich darum, den Begriff der Rie- 
mann’schen Fliche noch frei zu machen von gewissen Zufilligkeiten, 
die ihm vermége der friiheren Darstellungsweise anhaften. Statt uns 
die Riemann’sche Fliiche als geschlossen vorzustellen, diirfen wir uns 
eine berandete Fiiiche, oder auch ein Aggregat berandeter Flichenstiicke 
gegeben denken, wofern nur die verschiedenen Randcurvenstiicke ver- 
moége irgend eines Gesetzes einander paarweise so zugewiesen werden, 
dass in abstracto eine geschlossene Mannigfaltigkeit vorliegt. 


*) Im Folgenden durchweg als R. Th. citirt. 


Mathematische Annalen, XXI. 
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Eine so berandete Fliche denke man sich nun, wie ich im zweiten 
Abschnitte des Folgenden erliiutere, als Stiick einer anderen, ge- 
schlossenen Fliiche. Es ergiebt sich sodann ein wichtiges allgemeines 
Princip, welches ich als Princip der analytischen Fortsetzung bezeichne. 
Nur in speciellen Fallen kann dasselbe durch das von Hrn, Schwarz 
so genannte ,, Princip der Symmetrie* ersetzt werden. Ich particularisire 
diese Ideen, indem ich eine gewdhnliche Kugelfliche (oder Ebene) als 
Triagerin der berandeten Bereiche auffasse und die Zusammengehirig- 
keit der einzelnen Begrenzungskanten durch lineare Substitution ver- 
mittelt denke. Auf solche Weise entsteht der allgemeine Begriff von 
Functionen mit linearen Transformationen in sich, und ich gewinne 
den Uebergang zu den Betrachtungen des dritten und vierten Ab- 


schnitt’s, in welchen es sich um die Theorie der eindeutigen Functionen 
dieser Art handeln soll. 

Man kennt die lange Reihe glinzender Publicationen, durch welche 
neuerdings Hr. Poincaré die allgemeine Aufmerksamkeit auf diese 
Functionen gelenkt hat*). Ich meinerseits habe, mit fihnlichen Ideen 
bereits seit lingerer Zeit beschiftigt, die Poincaré’schen Verdffent- 
lichungen durch zwei Noten begleitet**), in denen ich bestimmte 

*) Man sehe Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris t. 92 
(1881, I) pag. 333, 395, 551, 859, 957, 1198, 1274, 1335, 1484, t, 93 (1881, II) pag. 93, 
138, 301, 581, t. 94 (1882, I) pag. 163, 1038, 1166, sodann die Zusammenstellung 
in Math, Ann. Bd. XIX, pag. 553— 564. Die ausgearbeiteten Abhandlungen sollen, 
wie ich hire, binnen Kurzem in dem neuen Mittag-Leffler’schen Journale er- 
scheinen. 

**) Math. Annalen XIX, pag. 565—568, sowie XX, pag. 49 — 51. 

Was die Entstehung meiner diessbeziiglichen Untersuchungen anlangt, so 
bemerke-ich in Ergiinzung friiherer Angaben das Folgende: 

1) Dass es zweckmiissig sei, die allgemeinsten eindeutigen Functionen mit 
linearen Transformationen in sich in Betracht zu ziehen, und dass es vermége dieser 
Functionen gelingen miisse, fiir beliebige algebraische Irrationalitiiten dasselbe zu 
leisten, was bei p= 1 durch die elliptischen Functionen erreicht wird, erkannte 
ich im Sommer 1879 und habe ich damals in einer Vorlesung iiber elliptische 
Modulfunctionen meinen Zuhérern diese Gesichtspunkte entwickelt. Da ich aber 
damals noch nicht in der Lage war, bestimmte allgemeine Sitze aufzustellen, 
beschriinkte ich mich in dem Aufsatze: Zur Theorie der elliptischen Modul- 
functionen (Miinchener Berichte vom Dec, 1879, oder auch Math. Annalen XVII, 
pag. 62—70), der die Grundgedankenjener Vorlesung wiedergiebt, auf Modulfunctionen 
in engerem Sinne, wiihlte aber die Darstellung so, dass die allgemeinsten eindeu- 
tigen Functionen mit linearen Transformationen in sich implicite mit in Betracht 
gezogen sind. Uebrigens schliessen sich an jene Vorlesung die ebenfalls hier- 
her gehdrigen Arbeiten meiner damaligen Zuhérer, der Herren Dyck, Gierster, 
Hurwitz an, wegen deren man Bd. XVII— XX dieser Annalen vergleichen mag; 
diese Arbeiten sind natiirlich nicht ohne Riickwirkung auf mich geblieben. . 

2) Ausgangspunkt bei meinen damaligen Untersuchungen, wie tiberhaupt 
bei meiner Beschiiftigung mit den elliptischen Modulfunctionen war zuniichst 
meine eigene Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer Substitutionen einer 
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Theoreme, welche fiir die Anwendungen der neuen Functionen von 
hervorragender Wichtigkeit sein diirften, formulirte. Es wird sich im 
Folgenden darum handeln, den allgemeinen Ideengang, der mich zu 
jenen Theoremen fiihrte, in zusammenhiingender und vervollstindigter 
Form darzulegen. Zu diesem Zwecke betrachte ich im dritten Ab- 
schnitte eine verhiltnissmiissig umfassende Classe von eindeutigen 
Functionen mit linearen Transformationen in sich. Ich erliiutere aus- 
fiihrlich ihre Art zu existiren, und gebe die Mittel an, um die zu- 
gehérigen linearen Substitutionen aus independenten Bestimmungs- 
stiicken zu construiren. Sodann formulire ich in Abschnitt IV ein 
allgemeines Theorem, welches ich seiner Wichtigkeit halber als 
Fundamentaltheorem bezeichne, und das die Resultate meiner beiden 
vorgenannten Noten als specielle Fille in sich schliesst. Allerdings 
kann ich mich zum Beweise nur auf allgemeine Mannigfaltigkeits- 
betrachtungen berufen. So sicher es wiinschenswerth sein wird, die 


Veriinderlichen (Erlanger Berichte vom Juli 1874, sowie Math. Annalen IX, 
pag. 183--208, 1875), sodann insbesondere die im Folgenden noch oft zu citirende 
Arbeit von Hrn. Schwarz iiber die hypergeometrische Reihe (Borchardt’s Journal 
Bd, 75, 1872), In letzterer wolle man namentlich pag. 317—319 beachten, Als 
ich dann spiiter (Ostern 1881) den Gegenstand wieder aufnahm, sind namentlich 
Hrn, Schottky’s Untersuchungen fiir mich von Wichtigkeit geworden; man 
vergl. dessen Abhandlung im 83. Bande von Borchardt’s Journal (1876, 77), sowie 
seinen an mich gerichteten Brief im XX. Bande dieser Annalen, pag, 299 — 300. 
Auch ist mir die Correspondenz mit Hrn, Rausenberger, welcher von sich aus 
zur Inbetrachtoahme der neuen Functionen gefiihrt worden war, von Anregung 
gewesen; man sehe dessen Arbeiten in Bd, XX und XXI der mathematischen 
Annalen. 

3) Hrn. Poincaré’s Untersuchungen, die vermuthlich bis zum Friihjahr 1880 
zurtickreichen, deren Publication sodann mit dem Februar 1881 beginnt, lernte 
ich erst im Juni 1881 kennen und habe ich seitdem mit Hrn. Poincaré in mannig- 
facher Correspondenz gestanden; man sehe z. B. dessen Mittheilung in den Comptes 
Rendus von 1881, I, pag. 1484 ff. Merkwiirdigerweise hatte Hr. Poincaré, der seiner- 
seits durch gewisse Entwickelungen des Hrn, Fuchs, iiber die ich mich weiter unten 
noch zu iiussern haben werde, angeregt worden war, bis dahin die gesammte 
hier vorgenannte Literatur und wohl iiberhaupt jene specifische Functionen- 
theorie, die von der Betrachtung der Riemann’schen Fliche ausgeht, nicht ge- 
kannt. Es hann daher nicht Wunder nehmen, dass seine ersten Publicationen viel- 
fache Einzelheiten enthalten, welche von unserer Seite bereits publicirt waren. 

4) Ich selbst bin erst Ostern dieses Jahres (1882) auf jenes merkwiirdige 
Fragment aufmerksam geworden, welches sich unter XXV in Riemann’s Nach- 
lass abgedruckt findet und auf welches sich auch Hr, Schottky in seinem an mich 
gerichteten Briefe bezieht. Riemann nimmt dort geradezu dasselbe Problem 
in Angriff, welches Herr Schottky spiiter ausfiihrlich behandelt hat, und kommt 
wie dieser zu einer ausgedehnten Classe eindeutiger Functionen mit linearen 
Transformationen in sich. In vollkommenerer Weise honnte meine Behauptung 
von pag, 564 des XIX. Annalenbandes ,,dass es sich bei Untersuchungen im Sinne 
des Hrn. Poincaré um die weitere Durchfiihrung von Riemann’s allgemeinem 
functionentheoretischen Programme handle“ wohl kaum bestitigt werden. 


10* 
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betreffenden Ueberlegungen genauer durchzuarbeiten, so glaube ich doch 
alle Punkte, welche bei einer strengen Beweisfiihrung erledigt werden 
miissen, deutlich bezeichnet zu haben. 

Vielleicht bringen die in Aussicht stehenden ausfiihrlichen Ab- 
handlungen des Hrn. Poincaré in dieser Hinsicht bereits die noth- 
wendige Ergiinzung. Die geometrische Denkweise bei Hrn. Poincaré, 
seine Anwendung des Continuitiitsbegriffes etc. diirften den meinigen 
sehr nahe stehen*). Dariiber hinaus aber hat Hr. Poincaré von Vorn- 
herein das analytische Bildungsgesetz der neuen Functionen mit Erfolg 
in Angriff genommen, auch versrcht, bei gegebenen algebraischen 
Irrationalititen zugehérige eindeutige Functionen mit linearen Trans- 
formationen in sich durch convergente Processe wirklich herzustellen. 

Die Schlussbemerkungen, welche ich im fiinften Abschnitte des 
Folgenden gebe, médgen fiir sich selbst sprechen. Indem ich die 
Tragweite erértere, welche unser Fundamentalsatz nach verschiedenen 
Richtungen hin diirfte beanspruchen kénnen, wiinsche ich andere, 
vielleicht jiingere Mathematiker anzuregen, auf diesem aussichtsreichen 
Gebiete ihre Krifte zu versuchen. 

Noch darf ich hinzufiigen, dass ich die Entwickelungen der Ab- 
schnitte 1 und Il von Neujahr 1882 bis Ostern und diejenigen der 
Abschnitte III—V_ wenigstens der Hauptsache nach von Pfingsten 
dieses Jahres ab bis zum Schlusse des Sommersemesters in meinem 
Seminare zum Vortrag gebracht habe. 


‘ Uebersicht. 
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*) So hat z. B. Hr. Poincaré genau so, wie ich es 1874 bei meiner Be- 
stimmung aller endlichen Gruppen linearer Substitutionen einer Veriinderlichen 
gethan habe, seinen urspriinglichen Ausgangspunkt in den Vorstellungsweisen der 
Nicht-Euklidischen Geometrie genommen. 
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Abschnitt I. 


Ueber die allgemeinste Form der Riemann’schen Fliche und die 
Gruppirung der zugehérigen Existenzbeweise. 


§ 1. 
Aligemeiner Begriff der Riemann’schen Mannigfaltigkeit. 


Die Riemann’sche Fliche ist zuvérderst, wie schon bemerkt, und 
insbesondere in meinem Schriftchen, eine iibrigens beliebige*), aber 
geschlossene VFliche des Raumes. Indem wir uns unter Zugrunde- 
legung irgend welcher krummliniger Coordinaten p, q das Bogen- 
element ds? = Edp? + 2Fdpdq + Gdq’ berechnet denken, leiten 
wir aus ihm die partielle Differentialgleichung fiir die auf unserer 
Fliiche existirenden Potentialfunctionen ab: 








, Ou , Ou 7 OW Ou 
oq ° op Pop * oq 
, VEG — F? VEG—F2 
(1) Se oe 


und es sind die Lésungen dieser partiellen Differentialgleichung, mit 
deren wechselseitigen Relationen sich die Riemann’sche Functionen- 
theorie zunichst beschiftigt. 

Die Verallgemeinerung nun, deren wir uns in der Folge zu be- 
dienen haben, erwichst am natiirlichsten, wenn wir zuvérderst Alles 
in der vorgenannten Definition enthaltene Geometrische abstreifen, 
um dasselbe spiter, je nach Bediirfniss, in umgeinderter Gestalt wieder 
einzufiihren. wee 

Statt einer geschlossenen Fliiche werden wir uns also iiberhaupt 
eine zweidimensionale, geschlossene Mannigfaltigkeit vorstellen miissen, 
statt des Bogenelementes einen irgendwie gegebenen, auf jener Mannig- 
faltigkeit eindeutigen, definiten Differentialausdruck zweiten Grades. 

Wir kénnen sogar in der Verallgemeinerung noch einen Schritt 
weiter gehen. Die Differentialgleichung (1) bleibt ungeaindert, wenn 


*) Ich driicke mich an dieser Stelle in solch’ unbestimmter Form aus, weil 
es keinen Zweck hat, bei der allgemeinen Exposition bereits zwischen analytischen 
Flachen oder solchen, die aus Stiicken analytischer Flichen zusammengesetzt 


sind, etc, zu unterscheiden, Analoge Bemerkungen kénnten im Folgenden wieder- 
holt gemacht werden. 
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wir den Ausdruck fiir ds? mit einem beliebigen Factor multipliciren. 
Es ist diess das fiir zwei Dimensionen ckarakteristische Verhalten, 
welches zur Folge hat, dass Fliichen, die conform auf einander ab- 
gebildet sind, fiir die Zwecke der verallgemeinerten, hier in Betracht 
kommenden Potentialtheorie einander gleichweithig sind (R. Th. p. 19). 
Es ist daher fiir unsere Zwecke richtiger, iiberhaupt nicht von einem 
bestimmten ds*, also einem Differentialausdruck zweiten Grades, zu 
sprechen, sondern nur von der Differentialgleichung zweiten Grades 
ds? = 0. 

Eine fernere Ueberlegung bezieht sich auf die Forderung, ds? 
solle definit sein. Wir werden hernach Beispiele anfiihren (§ 5. dieses 
Abschnittes), bei denen ds’, allgemein zu reden, nur in einzelnen Be- 
zirken der Riemann’schen Mannigfaltigkeit definit ist. Andererseits 
darf man sich eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit selbst wieder mit 
complexen Elementen ausgestattet denken, wobei der Unterschied 
zwischen definiten und indefiniten Differentialausdriicken von Vorne- 
herein als unwesentlich in Wegfall kommt. Doch erwiihne ich hier Beides 
nur, um den allgemeinen Begriff so unabhingig wie méglich hin- 
zustellen; im Speciellen werden wir fortan an der Forderung eines 
definiten ds? festhalten. 

Es gilt nun, auf den so umschriebenen Begriff der allgemeinen 
Riemann’schen Mannigfaltigkeit alle die Sitze zu iibertragen, welche 
in meiner Schrift speciell fiir die geschlossene Riemann’sche Flédche 
gewonnen wurden. Insbesondere also werden wir uns an die Vor- 
stellung gewdhnen miissen, dass die auf solcher Mannigfaltigkeit existi- 
renden eindeutigen oder nur durch~Periodicitaét vieldeutigen Potential- 
functionen zu gewissen algebraischen Functionen und ihren Integralen 
in der |. c. dargelegten Beziehung stehen. Wir haben dann dasjenige 
Instrument, dessen wir uns im Folgenden zur Untersuchung der alge- 
braischen Functionen und der mit ihnen zusammenhingenden Transcen- 
denten bedienen wollen, In wie weit die hierbei zu Grunde gelegten 
Anschauungen zuverliissig richtig sind, wird sogleich noch niher er- 
lautert werden. 


§ 2. 
Riickiibertragung auf die gewohnliche Raumvorstellung. 


Ob es mdglich ist, jede Riemann’sche Mannigfaltigkeit auf eine 
geschlossene Fiche unseres Raumes im gewodhnlichen Sinne conform 
zu tibertragen, steht zuvdrderst dahin; was wir dariiber wissen, ist 
eben erst das Resultat der Riemann’schen Theorie. Dagegen ist von 
Vorneherein kein Zweifel, dass wir allemal die nachste Umgebung 
einer beliebigen (regular vorausgesetzten) Stelle unserer Mannigfaltigkeit 
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auf ein Stick einer stetig gekriimmten Fliche, und sogar auf ein Stiick 
der Ebene conform werden iibertragen kénnen. Es folgt diess aus 
bekannten Siitzen tiber die Existenz der Lésungen partieller Differential- 
gleichungen, hier also insbesondere der Gleichung (1), in der ‘Nahe 
einer beliebigen Stelle. 

Die auf solche Weise entstehenden F'ldchencalotten mit ihren 
Bogenelementen mégen wir dann geradezu an die Stelle der abstracten 
Riemann’schen Mannigfaltigkeit treten lassen. Wir haben dann also 
statt leteterer ein Aggregat von beliebig vielen F'liichenstiicken, deren 
Randcurven in bestimmter Weise Punkt fiir Punkt paarweise zusammen- 
gehoren. 

Zugleich verliuft, was wir eine Potentialfunction « auf der ur- 
spriinglichen Riemann’schen Mannigfaltigkeit benannteu, auf diesem 
Fliichenstiick derart, dass es innerhalb des einzelnen Flichenstiickes 
der auf letzteres beziiglichen Differentialgleichung des Potentials ge- 
niigt (R. Th. p. 19), iiberdiess aber in den Randpunkten, in denen 
man von dem einen Flichenstiicke zu einem anderen (oder auch nur 
zu einem anderen Theile desselben Flichenstiickes) iibergeht, gewisse 
Randbedingungen befriedigt. Um letztere bestimmt bezeichnen zu 
kénnen, sei ds das Element der einen Randcurve, dn das Klement 
der zugehdrigen, nach dem Inneren des Flichenstiickes gerichteten 
Normale. Dieselbe Bedeutung mégen do und dv an der entsprechenden 
Stelle fiir die zweite Randcurve besitzen. Dann wird offenbar, unter 
@ einen von den Zahlen k, 1 unabhiingigen Proportionalitiitsfactor ver- 
standen, die folgende Relation gelten: 


ak+l Oty 
2 canted: teste MB AOR o te 
(2) as* - an! ( roe as*- av!’ 


(k,l =0,1,---, 00), 


und geben eben diese unendlich vielen Gleichungen das Gesetz, nach 
welchem eine auf der einen Flichencalotte verlaufende Potentialfunction 
iiber die Randcurve hiniiber analytisch fortzusetzen ist. 

Unsere Vorstellung soll nun im Folgenden geradezu die sein, dass 
wir uns statt der geschlossenen, abstracten Riemann’schen Mannig- 
faltigkeit ein Aggregat von Fliachencalotten der beschriebenen Art, 
vielleicht auch nur eine einzelne Calotte mit zweckmiissig zusammen- 
geordneten Randcurven gegeben denken. Vermige ihrer inneren Maass- 
verhiltnisse wird dann eine solche Calotte genau so gewisse Potentiale 
(und also coniplexe Functionen des Ortes) definiren, wie es in meiner 
Schrift (R. Th.) die geschlossene Flache zu Wege brachte. Und unsere 
Methode soll sein, geradezu aus der Gestalt geeigneter derartiger Bereiche 


ausgiebige Schliisse auf das Verhalten gewisser Classen analytischer 
Functionen zu siehen. 
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Beispiele folgen sofort. Hier nur noch eine kleine Bemerkung. 
Wir brauchen in keiner Weise auszuschliessen, dass die Uebertragung 
der geschlossenen Riemann’schen Mannigfaltigkeit auf die Theilbereiche 
in eingelnen Puncten aufhért, conform zu sein. Um das betreffende 
Verhalten in einer alle Fille einschliessenden Weise zu bezeichnen, 
mégen wir verabreden, dass wir die den Randlinien der Theilbereiche 
entsprechenden Querschnitte auf der geschlossenen Riemann’schen 
Mannigfaltigkeit jedenfalls durch alle solche Stellen hindurchlegen. 
Die Randcurven der entsprechenden Theilbereiche werden dann an der 
betreffenden Stelle eventuel eine Knickung zeigen, indem die auf- 
einanderfolgenden Elemente der Randcurve statt eines gestreckten 
Winkels einen anderen einschliessen. Die einfache Regel ist dann die, 
dass wir eine Potentialfunction an solcher Stelle reguliir nennen, wenn 
sie, auf die ideale Riemann’sche Mannigfaltigkeit riickiibertragen, auf 
letzterer regulir verliuft. 


§ 3. 
Beispiele. 


In den Beispielen, die ich hier zu bringen habe, sowie iiberhaupt 
bei den Anwendungen, die ich im Folgenden beabsichtige, handelt es 
sich durchweg nur um eine Flichencalotte, und diese eine ist ein 
Ausschnitt aus der Ebene, bez. aus der Kugelfliche. Diese eine Calotte 
ist dann nichts Anderes, als dasjenige, was ich bei anderer Gelegenheit 
als F'undamentalpolygon *) bezeichnet habe. Sei mir dabei im Folgenden, 
weil vielfach von solchen behandelten Flachenstiicken die Rede zu sein 
hat, welche Ecken iiberhaupt nicht besitzen, die kleine Abweichung 
gestattet, dass ich statt Fundamentalpolygon fortan J undamental- 
bereich sage. 

Erstes Beispiel. Als niichstliegendes Beispiel bietet sich das Parallelo- 
gramm der doppeltperiodischen Functionen. Indem die gegeniiberliegenden 
Seiten des Parallelogrammes in einfachster Weise zusammen gehoren, 
reprisentirt das einzelne Parallelogramm eine geschlossene Mannig- 
faltigkeit p= 1. Die Existenz der doppeltperiodischen Functionen und 
ihrer Integrale subsumirt sich also unter die allgemeine, auf be- 
liebige Riemann’sche Mannigfaltigkeiten beziigliche, am Schlusse des 
§ 1. formulirte Anschauung. 

Zweites Beispiel. Kin zweites hier anzufiihrendes Beispiel, das 
mir immer besonders instructiv erschienen ist, giebt Riemann in 
Nummer 12 seiner Theorie der Abel’schen Functionen (pag. 114 der 
gesammelten Werke). Statt eines Parallelogrammes betrachtet dort 
Riemann deren p, iibereinandergelegte, irgendwie gestaltete, welche 


*) Zuerst Annalen XIV, pag. 133, 
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durch (2p — 2) Verzweigungspunkte und (p — 1) zwischen letzteren 
verlaufende Verzweigungsschnitte zu einem einheitlichen Ganzen ver- 
bunden sind. Jedesmal die gegeniiberstehenden Seiten des einzelnen 
Parallelogrammes sind im gewéhnlichen Sinne zusammengehirig. Rie- 
mann macht |. c. selber den Schluss, dass auf einem solchen Funda- 
mentalbereiche dieselben Functionen des Ortes existiren miissen, wie 
auf einer beliebigen geschlossenen Fliche desselben p. 

Drittes Beispiel. In Beispiel 1) ist die geschlossene Riemann’sche 
Mannigfaltigkeit ausnahmslos conform auf den Fundamentalbereich 
iibertragen. Dagegen tritt in Beispiel 2) eine Abweichung fiir die 
Conformitait in den (2p — 2) Verzweigungspunkten ein; da aber in 
diesen Punkten die auf der idealen Riemann’schen Mannigfaltigkeit 
zwischen verschiedenen Fortschreitungsrichtungen gemessenen Winkel 
gerade verdoppelt werden, so ist es nicht néthig, wie wir es im 
Uebrigen am Schlusse des vorigen Paragraphen verabredeten, die Rand- 
curven unseres Fundamentalbereiches durch diese Stellen hindurch- 
zulegen. Anders ist es mit dem nun zu gebenden dritten Beispiele. 
Ks soll sich jetzt niimlich um denselben Fall handeln, den Hr. Schwarz 
im 72. Bande des Borchardt’schen Journals unter etwas anderem Ge- 
sichtspunkte behandelt hat. Sei in der Ebene einer complexen Variablen 
yn zuvorderst “5-4 Kr —— mit den Ecken a,, a,, a, und den 


Winkeln i P 7 ; = gegeben. Ein solches Dreieck kann dann (wie 


Hr, Schwarz entwickelt) auf eine Halbebene z conform abgebildet 
werden, wobei man den Ecken a,, a,, a, noch drei beliebige Punkte 
der Begrensung jener Halbebene, also etwa, wenn wir die Axe der 
reellen Zahlen als Begrenzung der Halbebene denken, z= 0, 1, co 
entsprechen lassen kann. Ist diess geschehen, so folgt aus dem Princip 
der Symmetrie , dass der zweiten Halbebene ¢ ein beliebiges der drei 
weiteren Kreisbogendreiecke entsprechend gesetzt werden kann, die 
sich aus dem urspriinglichén durch Inversion an einer seiner drei 
Kanten ergeben. Wir wihlen als Inversionskreis etwa die Kante a,a, 
und nennen die Ecke, welche bei der Inversion dem Pnunkte a, ent- 
spricht, a,. So ist die Sache die, dass wir jetzt ein Kreisbogenviereck 
@,@,4,a,, vor uns haben und zugehdérig eine Function z von » kennen, 
welche auf diesem Kreisbogenviereck jeden Werth einmal und nur ein- 
mal annimmt, sofern wir niimlich solche Begrenzungspunkte des Vier- 
ecks, die in Bezug auf den Kreisbogen a,, a, symmetrisch sind, als 
identisch erachten. Diese Function z von 4 besitzt im Inneren des 
Vierecks weder Verzweigungspunkte noch Kreuzungspunkte, und auch 
nicht auf dem Rande des Vierecks, sofern wir die Eckpunkte aus- 


nehmen. In letzteren aber verlaiuft nicht z, sondern beziehungsweise 
1 


1 1 
zh, (¢—1)4, (4) regular. 
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Eben die Existenz der hiermit besprochenen Function 2 folgt nun 
bei der gegenwiartig zu entwickelnden Anschauung daraus, dass jenes 
Kreisbogenviereck a,a,a,a,, vermége der Zusammengehdrigkeit seiner 
Kanten als Fundamentalbereich eine geschlossene Mannigfaltigkeit vom 
Geschlechte p= 0 reprisentirt. Nur in den Ecken a,, a,’ bez. a, 
und a, ist dabei die Beziehung zwischen der y-Ebene und der ge- 
schlossenen Mannigfaltigkeit eine nicht conforme. Auf jeder ge- 
schlossenen Mannigfaltigkeit vom Geschlechte Null giebt es eindeutige 
Functionen des Ortes, welche jeden Werth nur einmal annehmen 
(R. Th. pag. 66). Unter ihnen ist unser z inbegriffen und zwar ein- 
fach dadurch charakterisirt, dass es an den drei Stellen a, bez. a,’, 
a, und a, die Werthe 0, 1, oo annimmt. 

Diese Art, die Existenz der Function z aus dem Hauptsatze des 
§ 1. abzuleiten, erscheint einfacher als das indirecte von Hrn. Schwarz 
gewiihlte Verfahren*). Allerdings hat das letztere sofort den Vorzug, 


’ wenn es sich darum handelt, 2 in der wnbegrenzten Ebene y zu studiren. 


Denn wihrend das Princip der Symmetrie unmittelbar ausreicht, um den 
Gesammtverlauf des so verstandenen z zu iibersehen, miissten wir zu 
gleichem Zwecke das erst im folgenden Abschnitte zu entwickelnde 
Princip der analytischen Fortsetzung zu Hiilfe nehmen, wir miissten 
also zwei Schnitte machen, wo das Verfahren des Hrn. Schwarz mit 
einem ausreicht. 

Viertes Beispiel. An letzter Stelle will ich noch ein Beispiel be- 
trachten, bei welchem der in Betracht zu ziehende Fundamentalbereich 
keinerlei Eckpunkte besitzt. Es seien in der y-Ebene irgend 2p ge- 
schlossene und mit keinen Singularititen versehene, analytische Curven- 
ziige gegeben, welche zusammengenommen einen 2p-fach zusammen- 
hiingenden Bereich abgrenzen. So oft wir dann diese Curvenziige paarweise 
durch irgend ein analytisches Gesetz zusammenordnen, haben wir jedesmal 
eine geschlossene Riemann’sche Mannigfaltigkeit vom Geschlechte p 
vor uns. Auf ihr entsprechen jenen 2p Begrenzungscurven gewisse p, 
die Mannigfaltigkeit nicht zerstiickende Riickkehrschnitte. 


§ 4. 
Berechnung der Zahl p. 


Der Vollstiindigkeit halber stelle ich hier diejenigen Siitze zu- 
sammen, deren man sich zweckmissigerweise bedient, wenn man all- 
gemein das Geschlecht p einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit berechnen 


*) Auch Hr. Dedekind erschliesst, Borchardt’s Journal t. 83, pag. 274, die 
Existenz der fundamentalen elliptischen Modulfunction (die ein specieller Fall 
unseres 2 ist) aus dem Gesetz der Symmetrie. 
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will, die in Gestalt eines Fundamentalbereiches gegeben vorliegt. Die 
betreffenden Regeln sind in der zur Anwendung geeigneten Form wohl 
zuerst von Hrn, C. Neumann in seinen , Vorlesungen tiber Riemann’s 
Theorie der Abel’schen Integrale“ (Leipzig 1865) gegeben worden. 
Besitzt eine Fliiche » Randcurven und gestattet iiberdiess w nicht zer- 
stiickende Riickkehrschnitte, so bezeichnet Hr. Neumann 2u + v als 
Grundzahl der Fliche*). Hinsichtlich der letzteren gelten nun die drei 
einfachen Regeln: 

1) Jede Punktirung der Fliiche, d. h. die Anbringung einer punkt- 
férmigen Oeffnung an irgend einer Stelle, erhéht die Grundzahl um 1; 

2) Jeder in sich zuriicklaufende Schnitt, den man auf der Fliche 
anbringen mag, lisst die Grundzahl ungeiindert; 

3) Jeder Querschnitt, d. h. ein Schnitt, der von Randpunkt zu 
Randpunkt liuft, erniedrigt die Grundzahl um eine Einheit. 

Sei jetzt irgend ein Fundamentalbereich gegeben. Unter seinen 
Randcurven markiren wir zuvérderst diejenigen 2’, welche keine Eck- 
punkte besitzen. Die iibrigen Randcurven zerlegen wir in ebenso viele 
Stiicke, als sie Eckpunkte tragen. Die Gesammtzahl dieser Stiicke sei 
2n. Sei. ferner a die Anzahl] derjenigen auf der Riemann’schen 


Mannigfaltigkeit zu unterscheidenden Stellen, denen Eckpunkte des — 


Fundameutalbereiches entsprechen. Dann wird man von der ge- 
schlossenen Mannigfaltigkeit (deren Grundzahl gleich 2p ist) im Sinne 
der Analysis situs zum Fundamentalbereiche gelangen, indem man 
zuerst an jenen x Stellen Punktirungen ausfiihrt, dann letztere durch 
m Querschnitte verbindet und endlich » Riickkehrschnitte hinzufiigt. 
Bezeichnet man jetzt mit g die Grundzahl des Fundamentalbereiches, 
so kommt: 
2p-+ a —n—g, 

und diess ist die Formel zur Berechnung von p. 

Es ist wohl kaum ndéthig, die Formel an den Beispielen des 
vorigen Paragraphen noch besonders zu erliutern. Nur finde noch 
die Bemerkung ihre Stelle, dass die vorgenannten Regeln ungeindert 
erhalten bleiben, wie schon Hr. Neumann zeigte, wenn man statt 
einer Fliche ein aus N getrennten Flichen bestehendes System in’s 
Auge fasst, und als Grundzahl des Systems 2g —-2N-+ 2 gelten 


*) Es ist diess dieselbe Zahl, welche von Hrn. Schlafli und mir bei spiiterer 
Gelegenheit als ,,ausserordentlicher Zusammenhang“ oder auch als ,,Zusammen- 
hang“ schlechthin bezeichnet worden ist (vergl. z. B. mathematische Annalen VII, 
p. 550, Note). Riemann’s ,,Zusammenhang“ ist um eine Einheit griésser, sobald 
v = 0 ist. Die Riemann’sche Festsetzung erscheint aus friiher dargelegten Griinden 
nicht zweckmissig. Da sie aber fast durchgiingig im Gebrauche ist, so vermeide 
ich im Texte, wo immer von geschlossenen Flichen die Rede ist, den Ausdruck 
»Zusammenhang‘ iiberhaupt, wie ich es auch in meiner Schrift gethan habe, 
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lisst, wo die Summe iiber die Grundzahlen der einzelnen Bestand- 
theile zu nehmen ist. Diese Bemerkung wiirde zur Geltung kommen, 
wenn wir die Riemann’sche Mannigfaltigkeit, wie es in § 2. erliutert 
wurde, durch ein Aggregat von Filichencalotten sollten ersetzen 
wollen. 


§ 5. 
Anderweitige geometrische Deutungen. 

Indem wir in § 2. die abstracte Vorstellung von der Riemann’schen 
Mannigfaltigkeit in die concrete eines geometrisch gegebenen Funda- 
mentalbereiches iibersetzten, benutzten wir die Anschauungsweise der 
gewohnlichen analytischen Geometrie, insofern wir die Individua jener 
Mannigfaltigkeit durch Punkte, den adjungirten Differentialausdruck 
zweiten Grades durch das zugehérige Bogenelement versinnlichten. Es 
ist in keiner Weise meine Absicht, allgemeinere Arten der geometrischen 
Deutung, die dem Functionentheoretiker Schwierigkeit bereiten kénnten, 
im Folgenden zu verwenden*). Wohl aber sei es dem (ieometer ge- 
stattet, auf die Méglichkeit solcher Deutungen hier beiliiufig hinzu- 
weisen. Kinmal niimlich zweifele ich nicht, dass man im Laufe der 
Zeit, je mehr sich functionentheoretische und geometrische Anschauungen 
durchdringen werden, von solchen Vorstellungsweisen allgemeinen Ge- 
brauch machen wird. Andererseits ist diess die Stelle, an der die 
»neuen Riemann’schen Flichen“, wie ich sie bei Gelegenheit ein- 
fiihrte**), systematisch einzuordnen sind (siehe auch R, Th. p. 61—63), 

Um mit den letzteren zu beginnen, so bezeichnete ich als die zu 
einer Curve gehérige Riemann’sche Fliche den geometrischen Ort der- 
jenigen Punkte der Ebene, von denen aus sich imaginiire Tangenteu 
an die Curve legen lassen, — wobei jeder Punkt so oft zu zihlen ist, 
als die Anzahl dieser Tangenten angiebt. Hat die Curve, wie hier 
angenommen sei, eine Gleichung mit reellen Coefficienten, so wird 
jeder Theil der Ebene von einer nothwendig paaren Anzahl von Blittern 
iiberdeckt und diese Blitter gehéren paarweise als ,conjugirte‘ zu- 
sammen. Wie eine derartige Fliiche im Allgemeinen gestaltlich ver- 
liuft, wurde bei friiheren Gelegenheiten ausfiihrlich discutirt. Dagegen 
wurde nur erst beiliufig des Differentialausdruckes zweiten Grades ge- 
dacht, der nun an die Stelle des Bogenelementes tritt (siehe Annalen 
IX, pag. 31, Fuassnote). Derselbe stellt gleich Null gesetet die imagi- 
néiiren Richtungen derjenigen beiden von dem einzelnen Punkte aus an 
die Curve verlaufenden Tangenten dar, welche durch den Punkt selbst 


*) Daher wird der gegenwiirtige Paragraph beim Studium vorliegender 
Arbeit iiberschlagen werden kinnen. 
**) Mathematische Annalen VII und X. 
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versinnlicht werden, sofern man ihn in dem eben herausgegriffenen 
Blatte unserer Fliiche, oder aber im conjugirten Blatte, gelegen denkt. 
Die hiermit gegebene Deutung durch eine doch nur auf willkiirlichem 
Wege zu erreichende absolute Fixirung des Differentialausdruckes ver- 
volistiindigen zu wollen, hat fiir die Riemann’sche Theorie, wie in 
§ 1. bemerkt wurde, keinerlei Zweck. Auch haben wir hier einen Fall, 
in welchem der zur Verwendung kommende Differentialausdruck zweiten 
Grades keineswegs durchweg definit zu sein braucht. Denn wenn unsere 
Curve reelle Ziige besitzt, so riicken zwei der bezeichneten imaginiren 
Richtungen, sobald man von der concaven Seite her auf den reellen 
Zug zuschreitet, in eine reelle zusammen, um dariiber hinaus in zwei 
getrennte reelle Richtungen verwandelt zu sein. Die einfachste Vor- 
stellung ist dann (siehe |. c.), dass liings des reellen Curvenzuges zwei 
Blitter unserer Fliiche vermége einer Falte verbunden sind. — 

Die Punkte der hier in Rede stehenden Riemann’schen Flachen 
versinnlichen in erster Linie die imaginiiren 7’angenten unserer Curve. 
Ebensowohl wiirde man die imaginiiren Punkte der Curve (indem man 
dualistische Uebertragung eintreten lisst) durch ein geeiguetes Aggregat 
von geraden Linien repriisentiren kénnen. Ein solches Aggregat bietet 
der unmittelbaren Vorstellung einige Schwierigkeit, aber theoretisch 
genommen ist es ebensowohl als Versinnlichung der Riemann’schen 
Mannigfaltigkeit zu gebrauchen, wie die von den Punkten gebildete Flache. 

Ich méchte hier noch ein weiteres Beispiel geben, welches das 
hiermit besprochene dualistische Gegenstiick der soeben betrachteten 
Riemann’schen Fliichen als speciellen Fall umfasst. Man nehme eine 
beliebige Liniencongruenz (von oo? Linien). Dass auch auf solche 
Mannigfaltigkeiten die Begriffe der Analysis situs anwendbar sind, er- 
liuterte ich befeits Annalen IX, pag. 480—482. Hier haben wir 
hinzuzufiigen, dass jede solche Liniencongruenz eo ipso einen Differential- 
ausdruck zweiten Grades mit sich fiihrt, der freilich nicht absolut 
fixirt ist; es ist derjenige, welcher gleich Null gesetzt aussagt, dass 
zwei aufeinanderfolgende Strahlen der Congruenz sich schneiden*). 
Giebt es nun innerhalb der Congruenz einen Bereich, in welchem 
sich reelle auf einanderfolgende Strahlen iiberhaupt nicht treffen kénnen, 
in welchem also jener Differentialausdruck definit ist, so repriisentirt 
uns derselbe, indem wir die Strahlen als Individua gelten lassen, ein 
Sttick einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit. 


*) Ich méchte hier beiliufig auf die neuerdings erschienene Dissertation 
von Hrn. Koenigs (Sur les propriétés infinitésimales de l’espace réglé, Paris, 
1882, Annales de l’Ecole Normale Supérieure) aufmerksam machen, In derselben 
werden gewisse Ideen, welche von Hrn. Lie und mir im fiinften Bande dieser 
Annalen betreffs des im Texte erwihnten Differentialausdruckes zweiten Grades 
entwickelt worden sind, auf’s Neue aufgenommen und zum Theil weiter gefiihrt. 
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Das Strahlensystem kann nun insbesondere das Secantensystem 
einer Raumcurve sein. Der einzelne Strahl vertritt dann geradezu, 
indem er doppelt zihlt, die beiden Punkte, in denen er der Curve be- 
gegnet. Jene Differentialgleichung lisst sich jetzt einfacher dahin 
interpretiren, dass sie den Fortschritt zu solechen benachbarten Strahlen 
bedeutet, welche mit dem gegebenen einen Curvenpunkt gemein haben. 
Und hieraus nun erwiichst das oben erwihnte dualistische Seitenstiick 
zu meinen ,neuen* Riemann’schen Flichen, wenn man die Raumcurve 
in eine ebene Curve degeneriren lisst. — Ich méchte mir vorbehalten, 
diese Betrachtungen bei Gelegenheit weiter zu verfolgen. 


§ 6. 
Literarisches zum Dirichlet’schen Princip. 

Wollte man, wie es Riemann gethan hat, das von ihm sogenannte 
Dirichlet’sche Princip als Beweisgrund gelten lassen, so wiire es leicht, 
den allgemeinen Satz des § 1. fiir beliebige Riemann’sche Mannig- 
faltigkeiten oder auch direct fiir die Fundamentalbereiche der §§ 2., 3. 
zu beweisen. In der That verfihrt Riemann so in Nr. 12 seiner 
Abel’schen Functionen bei dem oben (§ 3.) an zweiter Stelle auf- 
gefiihrten Beispiele. 

Es ist hier nicht der Ort, um die Griiude, welche gegen die 
Beweiskriftigkeit des Dirichlet’schen Princips sprechen, zusammenzu- 
stellen, so sehr ich eine solche Zusammenstellung im Interesse des 
lernenden mathematischen Publikums fiir niitzlich erachten  wiirde. 
Auch brauche ich hier nicht auseinanderzusetzen, warum solche physi- 
kalische Anschauungen, wie ich sie in meiner Schrift verwandte, in 
rein mathematischen Fragen nur den Werth hewristischer Methoden 
haben. Man beachte iibrigens, dass diese physikalischen Anschauungen 
bei den allgemeinen in § 2. eingefiihrten Fundamentalbereichen nur 
in sehr gezwungener Weise wiirden festgehalten werden kénnen. 

Dagegen wiinsche ich hier tiber die einschligigen Untersuchungen 
der Herren C. Neumann und Schwarz kurzen Bericht zu erstatten, 
insofern ich glaube, dass dieselben lange nicht hinliinglich gekannt 
und nach ihrer Wichtigkeit gewiirdigt sind. Es ist kein Zweifel, dass 
diese Untersuchungen in allen Fallen der Anwendung geeignet scheinen, 
das Dirichlet’sche Princip zu ersetzen und dass vermége derselben ins- 
besondere der allgemeine Satz von den auf den Riemann’schen Mannig- 
faltigkeiten existirenden Potentialfunctionen als strenge begriindet er- 
achtet werden kann. Und Dieses ist fiir uns hier die Hauptsache. 
Mag der von den genannten Autoren gelieferte Beweisgang noch so 
umstiindlich sein, in ihm liegt die Berechtigung, jenen Fundamental- 
satz zu benutzen und mit ihm als einem Instrumente, iiberall wo es 
niitzlich scheint, zu arbeiten. 
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Die Untersuchungen der genannten Autoren laufen vielfach pa- 
rallel*). Beide beginnen damit, fiir Stiicke der Ebene, und also das 
logarithmische Potential im engeren Sinne, die sogenannte Rand- 
werthaufgabe zu behandeln, d. h. zu zeigen, dass bei vorgegebenen 
Randwerthen sich auf jedem begrenzten Stiicke der Ebene eine zu- 
gehdrige, im Inneren des Stiickes iiberall endliche und stetige Potential- 
function finden liisst. Hr. Neumann entwickelt zu dem Zwecke eine 
besondere Niherungsmethode, die von ihm sogenannte Methode des 
arithmetischen Mittels, welche fiir solche Bereiche, die eine durchaus 
convexe Begrenzungscurve haben, sowie fiir deren Ergiinzungsbereiche, 
die gewiinschte Potentialfunction direct herstellt. Hr. Schwarz da- 
gegen beginnt mit Untersuchungen iiber conforme Abbildung und zeigt, 
dass gewisse, sehr allgemein gestaltete Bereiche sich auf andere con- 
form iibertragen lassen, fiir welche die Randwerthaufgabe auf Grund 
friiherer Untersuchungen als erledigt angesehen werden kann. Beiden 
Autoren gemeinsam sind sodann gewisse Combinationsmethoden, ver- 
modge deren es gelingt, die itandwerthaufgabe auch bei solchen Be- 
reichen durchzufiihren, welche aus einer Anzahl von Stiicken der friiher 
behandelten Art durch Ueberlagerung entstehen. 

Wihrend nun Hr. Neumann vermége der von ihm gewihlten Aus- 
gangspunkte in der Lage war, seine Untersuchungen auf den Raum, 
d. h. das Newton’sche Potential, auszudehnen (was fiir uns hier nicht 
weiter in Betracht kommt), hat Hr. Schwarz seine Aufmerksamkeit 
des Ferneren insbesondere denjenigen Erweiterungen zugewandt, welche 
Riemann zwecks seiner functionentheoretischen Untersuchungen der 
seiner Zeit iiblichen Potentialtheorie hinzugefiigt hat. Ich meine die 
Kinfiihrung vorgeschriebener Unendlichkeitsstellen oder linearer Un- 
stetigkeiten (Periodicitiitsmoduln), sowie die Betrachtung geschlossener 
Mannigfaltigkeiten, mégen diese nun mehrblittrig tiber der Ebene 
ausgebreitet sein oder als beliebig gekriimmte Flichen im Raume ge- 
legen vorgestellt werden. Die Erliiuterungen, welche Hr. Schwarz iiber 


*) Ich nenne hier von den betr, Publicationen als besonders wichtig: 

C. Neumann: Zwei Mittheilungen in den Berichten der k, siichsischen Gesell- 
schaft der Wissenschaften, vom 21. April und 31. October 1870 [zum Theil 
wieder abgedruckt in Bd. XI dieser Annalen, pag. 558 ff.]; sodann das aus- 
fiihrliche Werk: 

Untersuchungen iiber das Logarithmische und Newton’sche Potential (Leipzig, 
Teubner 1877). 

H, A. Schwarz: Zur Theorie der Abbildung (im Jahresbericht des Ziiricher 
Polytechnikums, 1869/70); 

Ueber einen Grenziibergang durch alternirendes Verfahren, Ziiricher Viertel- 
jahrsschrift, Juni 1870; 

sowie eine lingere Mittheilung an die Berliner Academie, siehe Monats 
bericht vom 10. October 1870 (pag. 767—795 des betr. Bandes). 
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diese Fragen giebt (siehe die Abhandlung in den Berliner Monats- 
berichten von 1870) sind allerdings sehr knapp gehalten. Fir ge- 
schlossene Flichen insbesondere erbringt er explicite nur den Nach- 
weis, dass auf einer beliebigen, aus einer endlichen Anzahl sich nicht 
beriihrender analytischer Stiicke zusammengesetzten Fliche vom Ge- 
schlechte Null vermége der vorgenannten Combinationsmethoden ein 
iiberall eindeutiges Potential construirt werden kann, das*einen einzigen, 
beliebig vorzugebenden algebraischen Unstetigkeitspunkt erster Ordnung 
besitzt. Alles Andere sind Andeutungen. Ich habe es, als ich mich 
zuerst mit diesen Untersuchungen beschiiftigte, nicht ganz leicht ge- 
funden, diese Andeutungen zu ergiinzen, und glaube also, dass es 
manchem Mathematiker nicht unangenehm sein wird, wenn ich in den 
folgenden beiden Paragraphen hierauf eingehe. Und zwar bringe ich 
zuniichst mit freundlicher Erlaubniss des Verfassers einen Brief von 
Hrn. Schwarz, in welchem derselbe auf meinen Wunsch seine Methode 
zur directen Kinfiihrung von Periodicitaitsmoduln erliutert. Sodann 
entwickele ich in § 8., wie man in genauem Anschlusse an die physi- 
kalischen Betrachtungen meiner Schrift dasselbe Ziel erreichen kann, 
indem man fiir Mannigfaltigkeiten von beliebigem p direct nur die Existenz 
jenes eben erwihnten Potentials nachweist, das an beliebiger Stelle 
einen vorgegebenen einfachen algebraischen Unstetigkeitspunkt besitzt 
und tbrigens eindeutig verliuft. 


§ 7. 
Ueber die directe Einfiihrung der Periodicitaitsmoduln. 


Hr. Schwarz schreibt mir unter dem 1. Februar 1882: 

»sind die Unstetigkeiten, welche man einer Potentialfunction u 
auferlegen will, von der Art, dass bei der Ueberschreitung einer Quer- 
schnittlinie die Function um eine constante, vorgeschriebene Grosse 
sich iindern soll, so bedarf das Verfahren, welches in den Monats- 
berichten der Berliner Academie vom Jahre 1870 fiir die Hinfiihrung 
punctueller Unstetigkeiten eingehalten wurde (vergl. die beiden Bei- 
spiele Seite 788 — 790 und 792—794 daselbst) nur unerheblicher Modi- 
fication, so lange der in Betracht zu ziehende Bereich noch eine 
Randlinie besitzt, lings welcher die Function w vorgeschriebene Werthe 
haben soll.“ 

»4uniichst ist der Satz fiir einen zweifach zusammenhingenden 
Bereich 7 zu beweisen*). Durch @Q, werde aus 7 der einfach zu- 
sammenhiingende Bereich 7;, durch Q, — welcher Querschnitt mit Q, 


*) Wegen der Bezeichnungen und Ausdrucksweisen vergl. man durchweg 
den Aufsatz in den Berliner Monatsberichten, tiberdies die Figur 1 auf der hier 
beigegebenen ersten lithographirten Tafel. F. K. 
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keinen Punkt gemein haben darf, — gehe der Bereich 7 in den 
Bereich 7, iiber. Man integrire fir 7, Aw =O unter der Be- 
dingung: «0 am ganzen Rande, uw = 1 an beiden Ufern des Quer- 
schnitts Q,. Es sei gq, das Maximum aller Werthe, welche w lings 
der ganz innerhalb 7; liegenden Linie QY, annimmt, Ebenso integrire 
man Au =O fiir das Innere von 7, unter der Bedingung: u = 0 
am ganzen Rande, «= 1 an beiden Ufern von Q,. Es sei g, das 
Maximum der Werthe, welche u lings der ganz innerhalb 7’, liegenden 
Linie Q, annimmt. Sowohl q,, als g, sind kleiner als 1.“ 

»Es seien nun die Werthe von w lings der ganzen Begrenzung 
von 7 vorgeschrieben, lings @Q, soll (ut — u~) = K sein.“ 

»Man bestimme fiir den Bereich 7, eine Function u,, welche am 
Rande von 7 die vorgeschriebenen Werthe hat, am negativen Ufer 
von Q, irgend welche Werthe, am positiven Ufer die um K grésseren 
Werthe annimmt. Von dieser im Innern von 7, der Differential- 
gleichung Au, = 0 geniigenden Function denke man sich die Werthe 
lings Q, bestimmt und integrire fiir 7', die Differentialgleichung Au = 0 
durch eine Function “,, welche lings des Randes von 7' die vor- 
geschriebenen Werthe annimmt (lings der Begrenzungstheile a und 6 
muss natiirlich u, =u, — K sein), welche auf dem negativen Ufer 
von Q, mit w,— K, auf dem positiven mit «, iibereinstimmt. 
Hierauf bestimme man fiir das Innere von 7, eine Function u,, 
so dass Au, = 0, lings der Begrenzung von J u, = u,, lings 
des negativen Ufers von Q, wu, = u,, lings des positiven Ufers 
u,=u,+ K: 

,,Auf diese Weise fortschreitend bestimme man eine unendliche 
Reihe von Functionen u,, u,, U3, %, - ++, welche abwechselnd fiir das 
Innere von 7, und das Innere von 7, erklirt sind.“ 

Jas Maximum (bezw. die obere Grenze) von | u, — uw, | d. h. des 
absoluten Betrages von u, — u, lings Q, sei g, so ist der absolute 
Betrag von u, — u, lings Q, sicher nicht grésser als g - g,, lings Q, 
ist aber u, —- u, = u. — u, (und zwar auf beiden Ufern), folglich ist 
U, — u,, da diese Differenz am .ganzen Rande von 7 gleich Null ist, 
dem absoluten Betrage nach an keiner Stelle innerhalb 7, grésser als 
9*Q, lings Q, jedenfalls nicht grésser als g+q,-q- Mithin ist 
| 3 — Us | I~ G42, | Hy — Uy |< 9+ NG)” U 8. we 

»Hieraus folgt zuniichst, dass die Functionen ug,4; sowohl, als 
auch die Functionen w., sich mit wachsendem Index zwei bestimmten 
Grenzfunctionen «’ und wu” nihern, welche beziehlich fiir die Bereiche 
7, und 7, erkliirt sind und innerhalb dieser Bereiche die Differential- 
gleichung befriedigen. Lings der ganzen Begrenzung Q7+, a, Q>, b 
des Theilbereiches 7* ist u’ = wu” + K, es besteht daher diese Glei- 
chung auch im Innern von 7*. Liings der ganzen Begrenzung des 
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Theilbereiches 7 — J* ist wi — wu’, es besteht daher auch diese 
Gleichung im Innern von 7 ~— 7'*.““ 

,setzt man aber «= w' im Innern von 7;, so ist wu” die analy- 
tische Fortsetzung von u~ iiber Q, hinaus; diese Fortsetzung ist aber, 
wie bewiesen, innerhalb 7* gleich u’ — K d. h. gleich w* — K, also 
ist die Function u = w' die gesuchte.“ 

»Hs ist also der Satz fiir einen zweifach zusammenhangenden Be- 
reich, fiir einen beliebig vorgeschriebenen Periodicititsmodul und fiir 
beliebig vorgeschriebene (im Allgemeinen stetige) Randwerthe be- 
wiesen.“ 

»Unter der Voraussetzung der Giiltigkeit des Satzes fiir einen 
zweifach zasammenhiingenden Bereich kann man nun den analogen 
Satz fiir einen dreifach zusammenhingenden (Bereich beweisen. Es 
sei 7’ dreifach zusammenbiingend. Man construire einen Querschnitt 
Q,, durch welchen 7’ in einen zweifach zusammenhiingenden Bereich 
T, tibergeht. Man construire einen zweiten Querschnitt Q,, welcher 
durch continuirliche Gestaltiinderung auf Q, reducirbar ist, der aber 
mit @, keinen Punkt gemeinsam hat. Durch Q, gehe T in T, tiber.“ 

»Nun kann man, dem bereits bewiesenen Satze zufolge, fiir die 
Bereiche 7’, und T, die Functionen u,, u,, u,, +++ bestimmen, welche 
een vorgeschriebenen Periodicitiitsmodul bereits besitzen, und, genau 
dem vorher angegebenen Verfahren entsprechend, der Function w einen 
zweiten Periodicititsmodul aufzwingen.‘ 

So kann man fortfahren, so lange eben iiberhaupt noch eine 
Randlinie tibrig bleibt, liings welcher die Function wu vorgeschriebene 
Werthe annehmen soll.“ 

» Will man aber auch diese letzte Randlinie fortschaffen, also zu 
einer geschlossenen Riemann’schen Flaiche ohne Randlinien tibergehen, 
so kann man nicht auf dieselbe Weise verfahren, weil man beziiglich 
des Beweises auf Schwierigkeiten stésst. 

Diese Schwierigkeit, welche mir anfianglich viele Mtthe gemacht 
hat, habe ich auf folgende Weise tiberwunden.‘ 

»Aus der Riemann’schen Fliche 7’ schneide man eine Kreisflache 
mit dem Radius R, heraus, die in ihrem Innern keine singulire Stelle 
besitzt. Die von 7 noch itibrig bleibende Fliche mége mit 7; be- 
zeichnet werden. Diese Fliiche, welche also jetzt eine Randlinie be- 
sitzt, gestattet die Anwendung des bewiesenen Satzes zweifellos, Zu 
dem Kreise mit dem Radius FR, construire man nun einen concentrischen 
mit griésserem Radius FR, und bezeichne das Innere dieses Kreises 
mit 7',. Die beiden Kreise mit den Radien R, und R, sollen in dem- 
selben Blatte von 7’ liegen; es kann also immer erreicht werden, dass 
auch der gréssere- Kreis keine singulire Stelle in seinem Innern 
enthilt.“ 
11* 
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»Man nehme nun lings r = R, eine Werthenreihe beliebig an, 
z. B, wu = 0 und bestimme fiir den Bereich 7’, eine Function u,, welche 
am Rande r = R, gleich Null ist und an allen Querschnitten die vor- 
geschriebenen Periodicitiitsmoduln besitzt. Eine solche Function exi- 
stirt, laisst sich auch tiber den Rand von 7, hinaus fortsetzen, aber 
von dieser Fortsetzung kann man keinen Gebrauch machen, weil die- 
selbe fiir r << FR, nicht eindeutig und stetig bleibt (natiirlich Aw, ~=0).“ 

»Man bestimme hierauf fir das Innere von 7, eine Function u,, 
welche lings r = R, mit u, iibereinstimmt und fir die Au, = 0 ist. 
Hierauf bestimme man fiir das Innere von 7, eine neue Function u,, 
fiir welche Au, = 0 ist, welche lings r = R, mit wu, itibereinstimmt, 
und welche im Innern von 7; an allen Querschnitten die vorgeschrie- 
benen Periodicititsmoduln besitzt.“ 

»Auf diese Weise fahre man fort.“ 

»Genau dasselbe Verfahren, welches auf 8. 792 dazu angewendet 
worden ist, der Function u eine algebraische Unstetigkeit aufzuzwingen, 
wird hier dazu benutzt, zu bewirken, dass die Grenzfunction, der die 
Functionen u,, #,,-- + mit wachsendem Index unendlich nahe kommen, 
in dem ganzen Innern des Bereiches 7, sich eindeutig analytisch fort- 
setzen lasst.‘ 

» Von wesentlichem Einflusse auf die Beweisfthrung ist hierbei 
ein Hiilfssatz, den ich im 74. Bande des Journals, Seite 232 erwihnt 
habe (Mitunter ist es niitzlich’ u. s. w.).“ 

»,Dieser héchst einfache Hiilfssatz leistet in vielen Fillen sehr 
gute Dienste, besonders fiir den Fall geschlossener Bereiche.“ 

»,Hiermit glaube ich nun hinreichend angedeutet zu haben, wie 
ich mir etwa den Nachweis der Existenz der iiberall endlich bleibenden 
Integralfunctionen zurecht gelegt habe, auf den ich natiirlich grosses 
Gewicht legen musste, wenn anders die von mir angewendete Schluss- 
weise tiberhaupt geeignet sein sollte, die Sitze zu beweisen, welche 
Riemann gefunden und ausgesprochen aber eben nicht bewiesen hat.‘‘ — 


§ 8. 
Andere Gruppirung der Existenzbeweise. 
Um jetzt einen Augenblick auf die physikalischen Betrachtungen 
meiner Schrift zuriickzugehen*), so gestaltete sich die Anordnung dort 
folgendermassen. Das erste Experiment, das ich als realisirbar voraus- 





*) Niveaucurven des logarithmischen Potentials in der Ebene sind in neuerer 
Zeit auf physikalischem Wege durch Herrn Guébhard in ausgezeichneter Schin- 
heit realisirt worden. (Comptes Rendus 1881, 82). Vielleicht gelingt es den 
Physikern auch, jene Curvensysteme, die ich in R, Th. auf beliebiger geschlossener 
Flaiche betrachtete, experimentell herzustellen und dadurch dem niiheren Stadium 
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setzte, bestand darin, dass auf die mit leitendem Materiale bedeckte 
Riemann’sche Fiche an zwei Stellen die beiden Pole einer galvanischen 
Batterie aufgesetzt wurden. So entstand ein iiberall eindeutiges Potential 
mit zwei gegebenen, einander ergiinzenden logarithmischen Unstetig- 
keitspunkten. Sodann liess ich, an zweiter Stelle, die beiden Pole der 
galvanischen Batterie zusammenriicken, zugleich aber die Intensitit 
des elektrischen Stromes sich ins Unendliche steigern. Dadurch erhielt 
das nach wie vor iiberall eindeutige Potential einen einfachen alge- 
braischen Unstetigkeitspunkt. Ein soleher Punkt besitzt eine Axe und 
ein Moment, M. Nennt man die geodiitische Entfernung eines Punktes 
der Flache von jenem Unstetigkeitspunkte r, und g das Azimuth, 
unter welchem der geodiitische Radius vector gegen die Axe geneigt 
ist, so ist, fiir sehr kleine Werthe von vr, der Werth des in Rede 
stehenden Potentials =e. Eben diese Art von Potential werde 
ich weiterhin als Elementarpotential bezeichnen, denn es zeigt sich, dass’ 
man durch Ueberlagerung von Elementarpotentialen alle anderen er- 
zeugen kann. — Endlich mein drittes Experiment! Ich traf eine der- 
artige Anordnung, dass eine ganze Curve auf der Riemann’schen Fliiche 
als Sitz einer elektromotorischen Kraft und zwar einer gleichférmigen 
elektromotorischen Kraft zu gelten hatte. Lief diese Curve von einem 
Endpunkte zu einem zweiten hin, so wurden diese Punkte einander 
erginzende Wirbelpunkte. Das zugehérige Potential wird bei An- 
naiherung an einen solchen Punkt dem von geeigneter Anfangsrichtung 
an gemessenen Azimuth g proportional und ist also unendlich viel- 
deutig. Kehrt aber die Curve geschlossen in sich zurtick, wobei man 
voraussetzen muss, dass die Riemann’sche Fliche, lings dieser Curve 
zerschnitten, nicht etwa in getrennte Theile zerfillt, so entstand ein 
iiberall endliches Potential. Dasselbe verliuft auf der Fliiche durchweg 
stetig, gewinnt aber bei jeweiliger Ueberschreitung der benutzten Curve 
einen der elektromotorischen Kraft proportionalen Periodicititsmodul, 
ist also ebenfalls unendlich vieldeutig. 

Man erinnere sich nun einen Augenblick der Grundvorstellungen 
des Newton’schen Potentials. Jenem eindeutigen Potentiale mit zwei 
einander ergiinzenden logarithmischen Unstetigkeitspunkten entspricht 
im Raume die Function 

1 1 
vee 


unter r, 7 die geradlinigen Abstinde von zwei festen Punkten ver- 
standen. Unserer Elementarfunction aber correspondirt der Ausdruck: 
zugiinglich zu machen, — Auf die Controversen einzugehen, welche sich an die 
Guébhard’schen Versuche anschliessen , wiirde den Zweck dieses kurzen Hinweises 
iiberschreiten. 
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das Potential des magnetischen Moleciils. Nun kann man aus letzterem 
das vorangefiihrte, c(— = =), erzeugen, indem man eine Reihe 


magnetischer Moleciile desselben Momentes M mit ihren Axen an 
einander reiht; es entspricht diess der Vorstellung, die wir uns von 
einem Linearmagneten zu machen pflegen. Genau so wird man offenbar 
auf unserer Riemann’schen Fliche die eindeutige Potentialfunction mit 
zwei einander erginzenden logarithmischen Unstetigkeitspunkten aus 
unserer Elementarfunction ableiten kinnen. — Aber die mathematische 
Physik kennt auch eine Nebeneinanderstellung magnetischer Moleciile 
desselben Momentes. Man erhilt vermége derselben den Begriff der 
transversal magnetischen Fliiche (Helmholtz) und construirt hierdurch 
unendlich vieldeutige Potentiale , fiir welche die Contour der transversal 
magnetischen Fiche eine Wirbellinie ist. Genau so wird man auf 
unserer Riemann’schen Fiche die oben genannten unendlich vieldeutigen 
Potentiale erzeugen kinnen, indem man jeden Punkt derjenigen Curve, 
die wir als den Sitz einer gleichfirmigen elektromotorischen Kraft be- 
zeichneten, nunmehr als Unstetigkeitspunkt eines Elementarpotentials be- 
trachten, dessen Axe mit der zugehirigen Curvennormale zusammenfillt 
und dessen Moment einer infinitesimalen, dem Bogenelemente propor- 
tionalen Grosse gleich ist. 

Das Resultat dieser Betrachtungen ist sonach das folgende: dass 
niimlich auf beliebiger Riemann’scher Mannigfaltigkeit (also auch auf 
beliebig gegebenem Fundamentalbereich), sobald erst die Existenz des 
Elementarpotentials festgestellt ist, alle anderen in meiner Schrift in Be- 
tracht gezogenen . Potentialfunctionen durch Mittel der gewihnlichen 
Analysis, niimlich durch bestimmte Integrale*), hergestellt werden kinnen. 

Die Existenz aber des Elementarpotentials auf beliebiger Rie- 
mann’scher Mannigfaltigkeit kann fast genau mit denselben Worten 
dargethan werden, mit welchen Hr, Schwarz pag. 792—794 seiner 
Abhandlung in den Berliner Monatsberichten den analogen Beweis fiir 
geschlossene Fliichen vom Geschlechte Null gefiihrt hat. Man hat 
sich nur zu erinnern, dass die nichste Umgebung jeder Stelle unserer 
Mannigfaltigkeit auf ein Stiick der Ebene conform iibertragen werden 
kann. Uebrigens wird auch hei dem Beweise des Hrn. Schwarz 
eigentlich nirgends darauf Bezug genommen, dass p= sein soll. 
Hr. Schwarz betont den letzteren Umstand nur, um aus der Existenz 
des Elementarpotentials ein bestimmtes Theorem iiber conforme Ab- 
bildung abzuleiten. 


*) Sofern es sich um die unbegrenzte Ebene handelt, hat bereits Hr. C. Neu- 
mann von derartigen Integralen ausgiebigen Gebrauch gemacht. 
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§ 9. 
Berandete Flachen. 


Um den Betrachtungen des § 8. einen gewissen Abschluss zu 
geben, bespreche ich noch kurz den Fall berandeter Flichen, wobei 
ich allerdings Nichts vorzubringen habe, was nicht den Specialforschern 
auf diesem Gebiete bekannt wiire*). 

Bekanntlich fiihrt man die Theorie berandeter Flichen nach dem 
Vorgange von C. Neumann (Borchardt’s Journal, Bd. 59, 1861) auf 
die sogenannte Green’sche Function zuriick**), Wir definiren dieselbe 
als eine auf der berandeten Flaiche eindeutige Potentialfunction, welche 
an vorgegebener Stelle wie log. ry fir r = 0 unendlich wird und, 
iiberall sonst stetig verlaufend, am Rande den constanten Werth Null hat. 
Betrachtet man iibrigens die Formeln, deren man sich z. B. bei Er- 
ledigung der Randwerthaufgabe bedient, genauer, so sieht man, dass 
es nicht sowohl die Green’sche Function ist, welche man benutzt, als 
ein Grenzfall derselben, der sich hinter dem nach der Normale eines 
Randpunktes genommenen Differentialquotienten der Green’schen Func- 
tion verbirgt. Derselbe reprisentirt eine auf der berandeten Fiche 
iiberall sonst eindeutige und stetige, lings des Randes verschwindende 
Potentialfunction, welche in einem einzelnen Randpunkte eine einfache 
algebraische Unstetigkeit hat, deren Axe mit der zugehérigen Rand- 
normale zusammenfillt. Eine gewisse Scheu, Potentialfunctionen am 
Rande selbst mit Unstetigkeiten auszustatten, mag davon abgehalten 
haben, diesem Grenzfall einen besonderen Namen beizulegen. 

Es ist nun tiberraschend zu sehen, wie diese Begriffsbestimmungen 
sich in die allgemeinen des vorigen Paragraphen einordnen, sobald 
wir die berandete Fliche, wie es u. A. in meiner Schrift zur Sprache kam, 
indem wir Vorder- und Riickseite derselben getrennt auffassen und lings 
der Begrenzungslinie verbunden denken***), als einen besonderen Fall 
symmetrischer, geschlossener Fliichen gelten lassen. Will man die 
Potentialfunctionen, welche, auf der Vorderseite der berandeten Fliche 
verlaufend, lings des Randes den constanten Werth Null haben, auf 








*) Vergl. z. B. das schon oben genannte Fragment XXV in Riemann’s 
mathematischen Werken. 

**) Urspriinglich hatte Hr. Neumann, indem er sich auf die Betrachtung 
ebener Bereiche beschriinkte, von der im Texte genannten Function noch log. r 
in Abzug gebracht (unter r die geradlinige Entfernung von der Unstetigkeits- 
stelle verstanden). Die im Texte gegebene, iibrigens schon von verschiedenen 
Autoren benutzte Definition, scheint zweckmiissiger und muss jedenfalls dann ver- 
wandt werden, wenn man, wie hier beabsichtigt, die berandeten Flachenstiicke 
beliebig gekriimmt im Raume verlaufend voraussetzen will. 

***) Ich spreche hier nicht weiter von den in meiner Schrift gleichfalls in 
Betracht gezogenen Doppelfliichen. 
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die Riickseite der Fliche analytisch fortsetzen, so braucht man nur 
die einzelnen Potentialwerthe (indem man vom Punkte der Vorderseite 
zum entsprechenden Punkte der Rtickseite .iibergeht) im Vorzeichen 
umzukehren. So erweist sich dann die Green’sche Function als be- 
sonderer Fall jenes ersten, im vorigen Paragraphen betrachteten 
Potentials, welches zwei einander erganzende logarithmische Unstetig- 
keitspunkte hat. Es ist nur die besondere Anordnung getroffen, dass 
jene beiden Unstetigkeitspunkte an correspondirenden Stellen der beiden 
Flichenseiten gelegen sind. Jener Grenzfall der Green’schen Function 
aber (auf den es, wie gesagt, eigentlich ankommt) ist nichts Anderes 
als unsere Elementarfunction, mit der Maassgabe, dass man, um die 
Symmetrie der beiden Fliichenseiten zu wahren, den Unstetigkeitspunkt 
auf den Rand und die zugehirige Axe in die Randnormale verlegt hat. 

So ergiebt sich also ein merkwiirdiges Resultat. Die Theorie der 
geschlossenen Flichen kann bislang (§ 6) nur so behandelt werden, 
dass man die geschlossene Fliiche aus einzelnen berandeten Stiicken 
zusammensetzt. Umgekehrt aber gewinnt man die beste Hinsicht in 
die Lehre von den berandeten F lichen, indem man letztere als speciellen 
Fall der geschlossenen Fliichen auffasst. 


Abschnitt II. 


Das Princip der analytischen Fortsetzang. 


§ 1. 
Erlauterung des Princips an einem Beispiele. 


Das allgemeine Princip, welches wir hier aufzustellen haben, ist 
an sich ausserordentlich einfach, und nur seiner Wichtigkeit halber 
wird ihm ein besonderer Abschnitt hier gewidmet. Dabei verlasse ich 
fiir die Folge die Ausdrucksweise der Potentialtheorie, spreche viel- 
mehr, indem ich mir jedes Potential mit dem conjugirten in bekannter 
Weise vereinigt denke (R. Th. pag. 19), unmittelbar von den com- 
plexen Functionen des Ortes. Von den Functionen, die ich in meiner 
Schrift in Betracht zog, will ich hier der Kiirze halber nicht die 
mit Periodicititsmoduln sondern nur die eindeutigen in’s Auge fassen, 
bei gegebenem Fundamentalbereiche also nur solche, die in zusammen- 
gehérigen Randpunkten iibereinstimmende Werthe annehmen. Erinnern 
wir uns noch, dass eine complexe Function des Ortes véllig bestimmt 


ist, wenn wir ihre Werthe lings eines beliebig kleinen Linienstiicks 
kennen. 


Diess vorausgeschickt beginnen wir bei Darlegung unseres Princips, 
der vollen Deutlichkeit wegen, mit demselben Beispiele des einfachen 
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Parallelogramms, das auch in § 2 des vorigen Abschnitis vorangestellt 
wurde. Wir hatten damals nur ein einzelnes Parallelogramm betrachtet 
und dessen gegeniiberstehende Kanten in einfacher Weise zusammen- 
geordnet. Aber nun beachten wir, dass das Parallelogramm einen 
Theil der unbegrenzten Ebene ausmacht und wir das in Rede stehende 
Gesetz (die einfache Parallelverschiebung) als eine die ganze Ebene 
betreffende Operation auffassen kénnen. Vermége derselben legt sich 
neben unser ersted Parallelogramm ein zweites, ihm congruentes. 

Zugleich modificiren wir in etwa unsere Auffassung. Statt unsere 
complexe Function des Ortes nur innerhalb des ersten Parallelogramms 
als bestehend vorauszusetzen, verfolgen wir dieselbe jetzt iiber das 
Parallelogramm hinaus in die unbegrenzte Ebene. Wir finden dann 
sofort: dass unsere Function in dem neuconstruirten, anliegenden Paral- 
lelogramm dieselbe Werthvertheilung aufweist, wie in dem alten. Denn 
das neue Parallelogramm liegt genau so gegen die Kante, welche ihm 
mit dem ersten gemeinsam ist, wie letzteres gegen seine gegeniiber- 
stehende Kante; in den entsprechenden Punkten beider Kanten nimmt 
aber unsere Function, nach Voraussetzung, identische Werthe an. — 

Wir wiederholen nun den hiermit gemachten Schluss, indem wir 
das urspriingliche Parallelogramm zuniichst mit vier neuen Parallelo- 
grammen umgeben, dann jedes von diesen abermals, und so weiter 
fort, bis. die ganze Ebene in bekannter Weise mit einem Netz von 
Parallelogrammen iiberdeckt ist. In jedem dieser Parallelogramme ver- 
lauft unsere Function genau so, wie in jedem anderen. Um uns der 
gewohnlichen Sprachweise zu bedienen, mégen wir die unbegrenzte 
Ebene als das Gebiet einer Variablen » betrachten. Dann haben wir 
als Resultat: dass dieselben Functionen, welche wir als eindeutige Func- 
tionen des Ortes auf unserem Fundamentalbereich definirten, doppelt- 
periodische Functionen der Variablen y sind. Dieser Satz darf natiirlich 
sofort umgekehrt werden. Er enthalt in einfachster Form, was wir 
jetzt als allgemeines Princip zu formuliren haben. 


§ 2. 
Der allgemeine Fall. 


Um nun bei beliebig gegebenem Fundamentalbereiche einen 
iihnlichen Schluss machen zu kénnen, geniigt es offenbar, anzunehmen: 
dass derselbe ein Stiick einer anderen, umfassenderen Riemann’schen 
Fliche sei*), und dass jene Operationen, welche die Kanten unseres 
Fundamentalbereichs zusammenordnen, als Transformationen der ganzen 


*) Noch allgemeiner wire es, auch diese Flache wieder als Fundamental- 
bereich gegeben zu denken; doch mache ich davon in dieser Arbeit keine An- 
wendung, 
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Riemann’schen Fitiche in sich selbst aufgefasst werden kénnen. Ver- 
midge jeder solchen Operation legt sich dann neben den urspriinglichen 
Fundamentalbereich ein neuer. Damit die Vorstellung des zu schildern- 
den Processes den richtigen Grad der Allgemeinheit erreiche, wollen 
wir gleich erwaihnen, dass dieser neue Bereich méglicherweise an irgend 
welchen Stellen iiber den alten hiniibergreift oder auch Verzweigungs- 
punkte in seinem Innern aufweist, die der alte nicht besass, etc. etc. 
Unabhingig davon gilt allemal der Satz: dass jede complexe Function 
des Ortes, welche auf der durch den ersten Bereich versinnlichten 
Riemann’schen Mannigfaltigkeit eindeutig ist, auf jedem der Nachbar- 
bereiche dieselbe Werthvertheilung aufweist , wie auf dem urspriinglichen. 

Um diese Behauptung in etwa zu zergliedern, sei 9 eine complexe 
Variable, deren wir uns bedienen, um den einzelnen Punkt auf unserer 
Riemann’schen Fliche zu bezeichnen. Sei ferner 4 = p(y) diejenige 
Transformation, welche neben den ersten Fundamentalbereich einen 
zweiten legt, und also aus einer bestimmten Kante (K,) desselben die- 
jenige (K,) macht, welche beiden Fundamentalbereichen gemeinsam 
ist. Sei nun /’(y) eine Function, fiir welche Fx, = Fx, ist, d. h. 
welche in entsprechenden Punkten der beiden Kanten iibereinstim- 
mende Werthe annimmt. Man construire sodann die neue Function 
F(x’) = F(p(n)) = F'(n), welche in dem neuen Fundamentalbereiche 
genau so verliuft, wie F’(7) in dem alten. Offenbar stimmen die Rand- 
werthe Fx, mit den entsprechenden Fx, iiberein. Aber letztere sind, 
wie gesagt, ihrerseits mit den F’x, identisch. Daher stimmen F und F” 
tiberhaupt liings der Kante K, iiberein und sind also dieselben Func- 
tionen. Und eben diess behauptet in etwas anderer Ausdrucksweise 
unser Satz. — 

Es gilt nun, sich die Gesammtheit der Bereiche, welche aus dem 
ersten durch fortgesetzte Reproduction entstehen, vorzustellen. Hierzu 
giebt das im vorigen Paragraphen behandelte Beispiel der doppelt- 
periodischen Functionen nur unvollkommene Anleitung. Bezeichnet 
man nimlich mit S, und §S, die beiden Verschiebungen, vermége 
deren sich neben das urspriingliche Parallelogramm Nachbarparallelo- 
gramme legen, so ist S,S, = S,S,. Im Allgemeinen aber ist fiir eine 
solche Relation, oder iiberhaupt fiir irgend eine Relation zwischen den 
entsprechenden Operationen S,, 8,, ---, S, gar kein Grund vorhanden. 
Die Operationen S,, S,,+--, S,, zusammen mit ihren inversen 
S,-1, 8-1, ---, S,-1, umgeben den urspriinglichen Fundamental- 
bereich mit einem Kranze von 2yv Bereichen. Combiniren wir nun 
irgend zwei der Operationen, z. B. S;S;, so heisst diess, dass wir 
zunichst auf den anfinglichen Bereich die Operation S; anwenden, 
dann aber auf den so gewonnenen Bereich die Operation S; (die ja 
nicht nur fiir die Punkte des urspriinglichen Bereiches, sondern iiber- 
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haupt fiir alle Punkte der Riemann’schen Fliche, die unsere Bereiche 
trigt, nach Voraussetzung Bedeutung hat). Wir erhalten also einen 
Bereich, welcher sich neben den anderen legt, der aus dem Anfangs- 
bereiche durch S;, hervorgeht. — In ahnlicher Weise will jede Zusam- 
menstellung der Symbole S,+, S,t,---, S,t gedeutet sein: jeder 
Zusammenstellung entspricht ein bestimmter Bereich, und auch um- 
gekehrt (so lange wir eben keine Relationen zwischen den S voraus- 
setzen) jedem Bereiche nur eine Zusammenstellung. Ich werde weiter 
unten auf diese Correspondenz zwischen Bereichen und Operationen 
noch genauer eingehen (Abschnitt III, § 11) und will hier nur noch 
auf Herrn Dyck’s ,Gruppentheoretische Studien“ (Bd. XX dieser 
Annalen) verweisen, wo dieselben Verhiltnisse in einer nur unwesent- 
lich particularisirten Form mit besonderer Klarheit, aber allerdings 
etwas anderer Bezeichnung, besprochen sind. 

Die Sache ist nun die, dass unsere Function F(n) sich auf allen 
diesen (im Allgemeinen unendlich vielen) Bereichen gleichformig repro- 
duciren wird. Oder, wenn wir uns der Sprache der Analysis bedienen 
wollen und die Operationen S,, S,,---, S, uns durch entsprechende 


Formeln yf = g,(y), 4 = 92(y), +--+, 4 = @,(y) ersetzt denken: 
Unser F'(n) geniigt den Functionalgleichungen: 
F (9; (0)) = P(g. (0) = ++ - = F(o, (0) = Fn), 


und natiirlich den unbegrenet vielen, die aus ihnen abgeleitet werden 
konnen. 

Diese analytische Formulirung ist allerdings insofern minder voll- 
kommen, als die geometrische, als F’, m im Allgemeinen dusserst viel- 
deutige Functionen von 9 sind und “daher die vorstehenden Functional- 
gleichungen erst dadurch einen bestimmten Sinn bekommen, dass wir 
ausdriicklich festsetzen, sie sollen dem Uebergange jedesmal vom einen 
Bereiche zum Nachbarbereiche correspondiren. 

Diess ist das Princip der analytischen Fortsetzung. 


§ 3. 
Verbesserte Auffassung des Princips. Regulire und symmetrische 
Flachen. 


Man kann innerhalb der Riemann’schen Theorie sozusagen drei 
Stufen der Entwickelung unterscheiden. Allemal wird der unabhingig 
Variabelen der gewdhnlichen Functionentheorie eine irgend wie ver- 
laufende Riemann’sche Fliche (oder Mannigfaltigkeit) substituirt. Aber 
an Stelle der abhingig Veriinderlichen tritt das einemal die einzelne 
(reelle) Potentialfunction «, das zweitemal die complexe Function des 
Ortes, «+ iv, endlich das drittemal wieder eine Riemann’sche Fiche. 
Wo die gewohnliche Analysis Abhingigkeiten zwischen zwei Variabelen 
hat, da haben wir jetzt eine conforme Beziehung zwischen zwei 
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Riemann’schen Fliichen. Es werden also nicht sowohl zwei complexe 
Gréssen, sondern direct zwei algebraische Gebilde in wechselseitige 
Abhiangigkeit versetzt. 

Indem wir hiervon Gebrauch machen, kénnen wir sagen, dass 
unser Princip der analytischen Fortsetzung nichts Anderes ist, als eine 
Schilderung der allgemeinsten conformen Beziehung, welche zwischen 
zwei Riemann’schen Flichen, 7, und T,, bestehen kann. Wird 7; 
in geeigneter Weise zerschnitten und beginnen wir mit einer von den 
vielleicht unendlich vielen, unterschiedenen Abbildungen, welche 7’, 
auf 7, vermége des vorausgesetzten conformen Zusammenhanges erfahrt, 
so erscheint das Bild von 7, als bestimmter Fundamentalbereich, d. h. 
als ein Bereich mit bestimmter Zusammengehirigkeit der Kanten, iiber 
T, (oder einen Theil von 7’) ausgebreitet. Die Sache ist dann die, 
dass es nicht nédthig ist, will man die tibrigen Abbildungen von 7’, 
finden, auf 7’, selbst zu recurriren. Vielmehr geniigt es, jenen ersten 
Fundamentalbereich ins Auge zu fassen und ihn auf 7, durch ana- 
lytische Fortsetzung ins Unbegrenzte zu reproduciren. Und dieses ist 
vielleicht der reinste Ausdruck unseres Princips. — 

Indem wir von demselben Gebrauch machen, besprechen wir den 
besonderen Fall, dass néimlich T, eindeutige Transformationen in sich 
selbst besitzen mag. Es zerlegt sich dann 7, in eine gewisse (vielleicht 
unendliche) Zahl kleinerer, unter sich aquivalenter Gebiete, und nun 
ist die Sache offenbar die, dass es geniigt, auf 7’, eine Abbildung 
eines dieser Gebiete zu kennen, um aus ihr zuniichst durch eine 
geeignete analytische Fortsetzung ein erstes Bild der ganzen Fliche 
T, und weiterhin alle solche Bildeg zu erhalten. 

Hierbei nun erinnere man sich der Auseinandersetzungen tber 
eindeutige Transformationen einer Riemann’schen Fliche in sich, wie 
ich sie in meiner Schrift, pag. 69ff., gegeben habe. Neben die directen 
Transformationen, die man gewdhnlich allein betrachtet, stellen sich 
unter Umstinden inverse, denen eine conforme Abbildung ,mit Um- 
legung der Winkel“ entspricht. Gestattet eine Fliche eine inverse 
Transformation, welche, einmal wiederholt, zur Identitit zuriickfiihrt, 
so heisst die Fliche eine symmetrische. 

Indem wir uns auf letztere Flichen beschrinken, besagt unser 
allgemeiner Satz, dass es geniigt, auf T’, nur eine Abbildung der einen 
symmetrischen Hiilfte von T, zu kennen, um aus ihr durch analytische 
Fortsetzeung den Gesammtverlauf der Abbildung zu finden. Die Opera- 
tionen S,, S,,---, welche dabei zur Reproduction des Anfangsbereiches 
dienen, sind dann natiirlich selbst von der inversen Art, welcher eine 


Abbildung von 7, auf sich selbst mit Umlegung der Winkel entspricht.. 


So gelangen wir zum Princip der Symmetrie.in seiner allgemeinsten 
Gestalt und erkennen zugleich seine Stellung gegen unser Princip der 
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analytischen Fortsetzung. Wo es am Platze ist, besagt es mehr als das 
letztere, denn es trigt eben der Symmetrie von 7, Rechnung. Dafiir 
kommt es aber auch nur bei symmetrischen Flaichen 7, zur Geltung. 


§ 4. 
Functionen mit linearen Transformationen in sich. 


Die allgemeinsten Functionen mit linearen Transformationen in 
sich erwachsen aus den Betrachtungen des § 2, indem man die Fune- 
tionen @,(y), 9.(y),--- einfach durch lineare Ausdriicke in 4 gegeben 
sein lasst. So war es in den Beispielen 1), 2), 3) des § 2 im vorigen 
Abschnitte, und auch das Beispiel 4) daselbst liefert uns Functionen 
mit linearen Transformationen in sich, wenn wir die damals nicht 
naher definirte Zuordnung der 2p Randcurven eben durch lineare Sub- 
stitution vermittelt denken. In allen diesen Fallen ist eine Ebene 7 
(oder eine Kugelfliche 7, was auf dasselbe hinauskommt), die Triagerin 
der unbegrenzt vielen Reproductionen, und so wollen wir es auch in 
der Folge, da diese Annahme allgemein genug ist, voraussetzen. 

Die angefiihrten Beispiele zeigen zugleich, dass Functionen mit 
linearen Transformationen in sich durchaus nicht eindeutig zu sein 
brauchen. Es ist diess erst eine neue, in den spiteren Entwickelungen 
des vorliegenden Aufsatzes hinzutretende Bedingung. Erst durch sie 
gewinnt der Begriff von Functionen mit linearen Transformationen in 
sich eine engere Umgrenzung. Verzichtet man auf Eindeutigkeit, so 
gelingt es z. B. sofort, beliebig viele Functionen zu construiren, welche 
durch irgendwelche vorgegebene lineare Substitutionen in sich tibergehen. 
Fiir die einzelne solche Substitution construire man nimlich einen 
Bereich, dessen Begrenzungslinien vermége der Substitution zusammen- 
geordnet sind. Ueberdiess treffe man die Anordnung so, dass alle diese 
Bereiche irgendwie tber einander geschichtet erscheinen. Es geniigt 
dann, diese Bereiche durch irgendwelche Verzweigungen zu einem 
einheitlichen Ganzen zu verbinden. Dann definirt uns das letztere, 
als Fundamentalbereich aufgefasst, zugehérige Functionen der ge- 
wollten Art. 

Unter diesen allgemeinsten Functionen mit linearen Transforma- 
tionen in sich nehmen nun wieder diejenigen eine besondere Stellung 
ein, deren Fundamentalbereiche auch inverse lineare Umformungen in 
sich selbst gestatten. Insbesondere kann es sein, dass man die Ge- 
sammtheit aller iiquivalenten Bereiche erhilt, indem man den halben 
Ausgangsbereich durch symmetrische Umformungen dieser Art (d. h. 
Umformungen von der Periode Zwei) reproducirt. Und hier ist es 
nun, dass die Functionen einzuordnen sind, welche die Herren Schwarz, 
Schottky u. A. (anch Riemann selbst) vermége des Princips der Sym- 
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metrie studirt haben. Es giebt zweierlei Arten symmetrischer linearer 
Umformungen (R. Th. pag. 73). Beide erscheinen in der Ebene als 
Transformation durch reciproke Radien; aber das eine Mal hat man 
es mit einem reellen Inversionskreise, das andere Mal mit einem Kreise 
von imaginirem Radius zu thun. Von den genannten Autoren wurde 
durchweg nur die erste Art der Symmetrie benutzt. Daher erscheinen 
ihre Ausgangsbereiche (die halben Fundamentalbereiche) von a priori 
gegebenen Kreisbogen begrenzt. Insbesondere hat Herr Schwarz solche 
durchaus schlichte Ausgangsbereiche betrachtet, bei denen sich diese 
Kreisbégen zu einem Linienzuge zusammenfiigen und das Geschlecht 
p des Fundamentalbereichs also den Werth Null hat. Dariiber hinaus 
behandelt Hr. Schottky den allgemeineren Fall, dass der, auch wieder 
schlicht vorausgesetzte Ausgangsbereich, von mehreren Kreisbogen- 
polygonen umgrenzt sei. Das p des Fundamentalbereichs ist dann 
immer um eine Einheit kleiner, als die Zahl der Begrenzungscurven. 
Herrn Schottky’s Figuren ergeben sich aus denen des Herrn Schwarz 
sozusagen durch den im folgenden Abschnitte (§ 16) zu besprechenden 
Process der Ineinanderschiebung. 


Abschnitt ITT. 
Eindeutige Functionen mit linearen Transformationen in sich. 


§ 1. 
Vorbemerkungen. 


Nach den Entwickelungen des vorigen Abschnitts ist die Bestim- 
mung speciell aller eindeutigen Functionen mit linearen Transforma- 
tionen in sich sozusagen ein geometrisches Problem. Wir denken uns 
in der Ebene der complexen Variablen y einen iibrigens beliebigen 
Fundamentalbereich abgegrenzt, dessen Begrenzungskanten wir paar- 
weise durch gewisse lineare Substitutionen des 4 zusammenordnen, 
reproduciren dann diesen Bereich vermége jener Substitutionen ins 
Unendliche und fragen, wie man in allgemeinster Weise die verschie- 
denen Bestimmungsstiicke zu wihlen hat, damit in der y-Ebene 
nirgends eine mehrfache Bedeckuug durch die Fundamentalbereiche 
eintrete. — Die hier gewihlte negative Ausdrucksweise soll dabei ein- 
schliessen, dass keineswegs die ins Unendliche vervielfiltigten Funda- 
mentalbereiche die ganze Ebene zu iiberdecken brauchen. Vielmehr 
werden sich im Allgemeinen natiirliche Grenzen fiir die Vervielfaltigung 
der Fundamentalbereiche einstellen, iiber welche hinaus dann auch die 
zugehorigen eindeutigen Functionen nicht kénnen fortgesetzt werden. 

Es gelingt mir im Folgenden nun nicht etwa und es ist auch 
nicht mein Zweck, das allgemeine, so pricisirte Problem in voller 
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Allgemeinheit zu erledigen. Vielmehr begniige ich mich, von einer 
bestimmten Classe eindeutiger Functionen mit linearen Transforma- 
tionen in sich (auf die sich dann auch das Fundamentaltheorem des 
Abschnitts I1V zunichst beziehen soll) eine médglichst klare Vor- 
stellung und scharfe Definition zu geben. Von dem Wunsche aus- 
gehend, auch Denjenigen verstindlich zu schreiben, welche sich 
noch nicht mit dieser Art von Functionen beschiftigt haben, gehe ich 
schrittweise und bespreche zunéchst in den folgenden Paragraphen die 
iibrigens wohlbekannten Functionen, welche bei Wiederholung einer 
einzelnen linearen Substitution ungeiindert bleiben (§ 2—4), gebe so- 
dann eine Uebersicht tber gewisse weitere, einfache Fille unserer 
Functionen, die bereits von anderer Seite oder bei friiherer Gelegen- 
heit ausfiihrlich behandelt wurden (§ 5—7) und untersuche sodann 
insbesondere derartige Functionen, bei denen eine reelle Kreislinie die 
natiirliche Grenze abgiebt (§ 8—14). Aus den so gewonnenen Func- 
tionen entstehen sodann durch Variation der Constanten (§ 15) sowie 
durch Ineinanderschiebung (§ 16) gewisse allgemeinere, denen zwei 
weitere Paragraphen gewidmet werden (§ 17—18); sie bezeichnen 
die Grenze, bis zu welcher die diessmalige Untersuchung vorschreitet. 
Ich will hier den Wunsch nicht unterdriicken, dass alle diese Dinge 
von anderer Seite mit grésserer Ausfiihrlichkeit méchten durchgearbeitet 
werden, als es mir seither bei nur zu beschrinkter Zeit méglich ge- 
wesen ist. 


& 2. 
Ueber die geometrische Bedeutung der einzelnen Substitutionen. 


Was hier tiber die Bedeutung der einzelnen linearen Substitutionen 


y= wtf gesagt werden soll, ist nachgerade ziemlich bekannt.*) 


Man wolle sich dabei die betreffenden Figuren jedesmal in der Ebene 
zeichnen ; es ist dann aber niitzlich, sich dieselben auf der Kugel vorzu- 
stellen. Denn auf der Kugel erscheinen solche Figuren, die wir als 
gleichberechtigt erachten miissen, auch dem ungetibten Auge viel leichter 
fiquivalent , als in der Ebene. 

Die erste Unterscheidung, welche wir zu machen haben, bezieht 
sich auf die sogenannten Fundamentalpunkte der Substitution, welche 
bei der Substitution ungeindert bleiben. Indem dieselben durch folgende 
quadratische Gleichung gegeben sind: 


yn? + (0 — a)n—B=0, 


*) Ich selbst habe diese Dinge z. B. schon im 9'" Bande dieser Annalen (p. 185 ff) 
in ihnlicher Form zur Sprache gebracht. Wegen der einzufiihrenden Benennung 
vergl. man Bd. XIV dieser Annalen, p. 122. 
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kénnen dieselben entweder getrennt sein, oder, im besonderen Falle, 
zusammenriicken. 

Wir beginnen mit dem allgemeinen Falle und legen durch die 
beiden Fundamentalpunkte hindurch ein erstes Kreisbiischel, welches 
ich als Biischel der Meridiane bezeichne. Sodann coustruiren wir das 
Biischel der hierzu orthogonalen Kreise, der Breitenkreise. Die Ebenen 
der Breitenkreise schneiden sich (im Raume gedacht) alle lings der- 
jenigen Linie, welche, in Bezug auf die Kugel, die conjugirte Polare 
der Verbindungslinie der Fundamentalpunkte ist. Hierauf fthren wir, 
statt 7, eine neue Coordinate € derart ein, dass =O den einen, 
€ =o den anderen Fundamentalpunkt bezeichnet. Setzen wir [=re'?, 
so wird m = Const. die Gleichung der Halbmeridiane, r = Const. die 
Gleichung der Breitenkreise sein. Auf dieses kanonische Coordinaten- 
system bezogen muss jetzt unsere Substitution nothwendig folgende 
Gestalt annehmen: 


, pis 01 . 
é O2 ‘ 
WO @;, @, die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung bezeichnen: 
Thai Bs ale, 
Y d—¢@| 


Und nun unterscheide ich, indem ich _ = Re‘ setze, drei Fiille. 
2 


Im ersten Falle sei R=1. Dann bleiben, wie ersichtlich, bei der 
Transformation alle Breitenkreise ungeiindert, die Meridiane aber ver- 
tauschen sich in der Art unter sich, dass p= Const. in g =Const. + « 
verwandelt wird. Diess ist, was ich als elliptische Substitution bezeichne. 
Die elliptische Substitution ist periodisch, wenn a@ mit 22 commen- 
surabel ist; ist @ einem ganzzahligen Theile von 22 gleich, so nenne 
ich die Substitution gelegentlich primitiv. 

Im zweiten Falle nehmen wir « = 0. Dann bleiben umgekehrt 
die Meridiane ungeiindert erhalten, die Breitenkreise aber vertauschen 
sich unter einander, indem + = Const. durch r = R - Const. ersetzt 
wird. Ich nenne dann die Substitution eine hyperbolische. 

Der dritte Fall, in welechem R21, aZ0 ist, wird am Besten ver- 


standen, wenn wir ihn durch eine Aufeinanderfolge einer elliptischen 
und einer hyperbolischen Substitution ersetzt denken. Ein Punkt: 
€ = re’? ist nach der Transformation in § = rR - ¢‘%+® iibergegangen. 
Daher bleiben bei unserer Transformation die Curven: 


« - log r — » - log R = Const. 


ungeiindert. Diese Curven sind die gleichwinkeligen Trajectorien unserer 
Meridiane (oder Breitenkreise). Daher spreche ich im vorliegenden 
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Falle von einer loxodromischen Substitution. Eine loxodromische Sub- 
stitution ist ebenso, wie eine hyperbolische, nothwendig aperiodisch. — 

Betrachten wir nun den Grenzfall, in welchem die beiden Fun- 
damentalpunkte der Substitution zusammenfallen! Die Meridiane haben 
sich dann in solche Kreise verwandelt, welche einander im Fundamen- 
talpunkte beriihren. Aber die Breitenkreise, sowie die Schaaren zu- 
sammengehoriger Loxodromen haben ihrerseits (wie man mit Leichtig- 
keit findet) je das Nimliche gethan, so dass also der specifische Unter- 
schied zwischen den dreierlei Curvenarten in Wegfall kommt. Wir 
verstehen die Transformation am Besten, indem wir die Kugel vom 
Fundamentalpunkte aus auf die gegeniiberstehende Tangentialebene 
projiciren. Die Meridiane verwandeln sich dann in Parallelgerade der 
Ebene, ebenso die Breitenkreise etc. Sei € eine solche lineare Function 
von 7, welche im Fundamentalpunkte unendlich wird. Dann schreibt 
sich unsere Substitution & = € + Const. und ist also durch eine blosse 
Parallelverschiebung der Ebene versinnlicht. — Ich nenne diesen (noth- 
wendig wieder aperiodischen) Grenzfall den Fall der parabolischen 
Substitution. 


§ 3. 
Der zur einzelnen Substitution zugehérige Fundamentalbereich. 


Um iberhaupt Functionen mit linearen Transformationen in sich 
zu erhalten, betrachteten wir im vorigen Abschnitte tibrigens beliebige 
Fundamentalbereiche, deren Randeurven allein durch die vorgegebenen 
Substitutionen paarweise zusammengeordnet werden mussten. Nun 
aber wir uns hier auf eimdeutige Functionen jener Art beschriinken, 
ist die Willkiirlichkeit des Fandamentalbereichs eine wesentlich ge- 
ringere geworden. Offenbar darf derselbe jetzt in seinem Innern keine 
zwei Punkte enthalten, welche vermige der zugehdrigen linearen Sub- 
stitutionen oder irgend einer aus thnen zusammenzusetzenden Substitution 
diquivalent sind. 

Es sei jetzt eine einzelne lineare Substitution vorgelegt. So wer- 
den wir zuvérderst die Gruppe linearer Substitutionen bilden, die aus 
ihr durch positive oder negative Wiederholung hervorgeht, und die 
Gesammtheit der Lagen aufzufassen suchen, welche ein beliebiger Punkt 
vermoége der Substitutionen der Gruppe annimmt. Dann werden wir uns 
diesen Punkt beweglich denken und uns fragen, welchen méglichst grossen 
Bereich derselbe iiberstreichen mag, ehe er an solche Stellen gelangt, 
die mit Stellen, welche er friiher bereits eingenommen hatte, iquivalent 
sind. Die Untersuchung zeigt, dass dieser Bereich von unwesentlichen 
Verzerrungen abgesehen, jedesmal vollkommen bestimmt ist. Zu der 
einzelnen linearen Substitution gehirt daher, in dem hier in Betracht 


Mathematische Annalen, XXI. 12 





174 F. Ker. 


kommenden Sinne, jedesmal nur ein Fundamentalbereich (den wir dann 
durch die zugehérige Substitution bezeichnen kénuen). 

Sei unsere Substitution zuvérderst eine elliptische. So ist deutlich, 
dass dieselbe jedenfalls eine periodische sein muss, wenn der zugehdrige 
Fundamentalbereich, wie wir es doch verlangen miissen, eine endliche 
Ausdehnung haben soll. Denn anderenfalls tiberdecken die Punkte, 
welche aus einem beliebig angenommenen durch fortgesetzte Wieder- 
holung der Substitution entstehen, in immer dichter werdender Auf- 
einanderfolge einen ganzen Breitenkreis. Wir kénnen iiberdiess an- 
nehmen, dass unsere Substitution primitiv, d. h. in der Gestalt 

2in 
S=e' -f 
darstellbar sei, unter / eine ganze Zahl verstanden. Denn die Gruppe, 
welche aus den Wiederholungen unserer periodischen Substitution 
erwiichst — und auf diese Gruppe kommt es jetzt bei unseren neuen 
Ueberlegungen wesentlich an — kann immer auch durch Wiederholungen 
einer primitiven Substitution erzeugt werden. Den Fundamentalbereich 
aber, der zu der vorgenannten primitiven Substitution zugehirt, erkennt 


: re , ; —— Qn 
man sofort. Er ist einfach eine Sichel von der Winkeléffnung a 


welche sich, von geeigneten Halbmeridianen begrenzt, vom Punkte 
€=0( zum Punkte § = oo hinzieht. Die unwesentlichen Aenderungen, 
welche man an diesem Bereiche noch anbringen kann, bestehen nur 
darin, dass man den einen Halbmeridian unter Festhaltung seiner End- 
punkte verdrehen oder auch innerhalb gewisser Grenzen verzerren 
kann, sofern nur mit dem anderen Halbmeridian genau die ent- 
sprechende Aenderung vorgenommen wird. 

Wir betrachten ferner die parabolische Substitution ¢ = £-+ Const. 
So bietet sich sofort als zugehériger Fundamentalbereich in der Ebene 
ein Parallelstreifen, den wir uns der Einfachheit halber geradlinig be- 
grenzt vorstellen kénnen. Wollen wir auf die Kugel iibertragen, so haben 
wir jetzt eine Sichel von der Winkeloffnung Null, deren beide Ecken 
in den Fundamentalpunkt der Substitution zusammenfallen. 

Bei der hyperbolischen Substitution & = R-£€ oder der loxodro- 
mischen § = Re'*-€ wird die Sache insofern anders, als der zuge- 
horige, im Wesentlichen wieder bestimmte Fundamentalbereich zweifach 
zusammenhingend ist. Wir werden jetzt nimlich als Fundamental- 
bereich etwa den ringfirmigen Raum erachten, der zwischen zwei 
Breitenkreisen r = Const. und ry = R - Const. eingeschlossen ist. Der 
Unterschied zwischen den zweierlei Substitutionen ist dabei nur der, 
dass bei den hyperbolischen Substitutionen solche Punkte der beiden 
Breitenkreise zusammengeordnet erscheinen, welche auf demselben 
Halbmeridiane liegen, wihrend bei der loxodromischen Substitution 








se = es — Fe AA 
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die beiden Kreise gegen einander sozusagen verdreht erscheinen. — 
Ich unterlasse es zu schildern, wie man den so eingefiihrten Bereich 
durch Verzerrung der Begrenzungscurven.noch modificiren kann. — 
Dagegen méchte ich durch die hierhergehérigen Figuren 2) und 
3) der lithographischen Tafel dazu veranlassen, sich die verschiedenen 
Gestalten vorzustellen, unter denen sich die zuvérderst auf der Kugel 
gedachten Fundamentalbereiche bei verschiedener stereographischer Pro- 
jection auf die Ebene iibertragen. So stellt Figur 2 eine Sichel von 


der Winkeléffnung 
reich vor. 


™ y: ‘ : e. 8 . \ 
>» Figur 3 einen ringformigen Fundamentalbe- 


g 4. 


Functionen, welche bei der einzelnen Substitution ungeandert bleiben. 


Der Vollstiindigkeit wegen gebe ich hier die Functionen explicite 
an, welche zu den im vorigen Paragraphen bestimmten Fundamental- 
bereichen hinzugehéren. Im Falle der elliptischen oder parabolischen 
Substitution hat die durch den Fundamentalbereich versinnlichte Rie- 
mann’sche Mannigfaltigkeit das Geschlecht Null. Daher wird es eine 
zugehérige Function geben, welche jeden Werth im Fundamentalbereich 
nur einmal annimmt. Als Function von £ betrachtet muss sie im Falle 
der elliptischen Substitution bei € = 0, wie bei  =oo einen (/—1)- 
fachen Kreuzungspunkt besitzen. Analog im Falle der parabolischen 
Substitution im Punkte € = oo einen Kreuzungspunkt unendlich hoher 

2int 

Ordnung. Solche Functionen sind offenbar &, bezichungsweise e°°"* . 
Alle anderen Functionen, die im Fundamentalbereiche eindeutig sind 
und auf der durch den Fundamentalbereich vorgestellten Riemann’schen 
Mannigfaltigkeit keinen wesentlich singuliren Punkt haben, driicken sich 
nach dem Fundamentalsatz tiber die Mannigfaltigkeiten vom Geschlechte 
Null durch die beiden angegebenen Functionen resp. rational aus. — 
Bei den hyperbolischen und loxodromischen Substitutionen ist p = 1. 
Will man zugehérige eindeutige Functionen bilden, so geniigt, es, auf 
die Theorie der doppeltperiodischen Functionen zu recurriren. Sei 
¢ = Re - § die vorgelegte Substitution. So folgt log & = log € 
+ log R+ia. Wir brauchen also nur eindeutige Functionen von 
log € zu construiren, welche die Perioden log R + ia, und iiberdiess, 
damit sie in € eindeutig sind, die Periode 2iz haben. Dass p = 1 
ist, driickt sich darin aus, dass alle solche Functionen*) sich durch 
zwei derselben rational darstellen lassen, zwischen denen eine alge- 
braische Gleichung vom Geschlechte 1 besteht. 


*) die im Fundamentalbereich keinen wesentlich singuliren Punkt haben. 
12* 
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Auch kénnen wir den Gesammtverlauf, den diese Functionen in 
der Ebene € (oder auf der Kugel §) nehmen, mit Leichtigkeit tiber- 
sehen. Bei der elliptischen Substitution zerlegt sich die Ebene einfach 
durch 7 Halbmeridiane in / nebeneinanderliegende Sicheln. Die Anzahl 
dieser Sicheln wird unendlich gross, indem zugleich die beiden Eck- 
punkte in einen zusammenriicken, wenn die elliptische Substitution 
zur parabolischen wird. Im Falle der hyperbolischen oder loxodromischen 


Substitution dagegen bekommen wir unendlich viele einander ein- . 


schliessende ringférmige Bereiche, welche sich auf die beiden Funda- 
mentalpunkte € = 0 und € = oo immer enger zusammendringen. 

Diese ausfiihrlichen Angaben mégen dazu dienen, damit jedenfalls 
diese ersten den einzelnen linearen Substitutionen correspondirenden 
Fille vollstindig verstindlich seien. 


§ 5. 
Stellung der Gruppentheorie. 


Durch die Bemerkungen des § 3 hat sich der Begriff des Funda- 
mentalbereichs gegen den friiher gegebenen in etwa verschoben. Statt 
der einzelnen linearen Substitutionen, welche zwei von den Randstiicken 
des Fundamentalbereichs zusammenordnen, betrachten wir dort die 
Gruppe linearer Substitutionen, welche aus den genannten durch be- 
liebige Combination und Wiederholung entsteht, — und es erscheint 
der zulissige Fundamentalbereich beinahe als ein Attribut dieser Gruppe. 
Offenbar hat die Gruppe, welche einem brauchbaren Fundamental- 
bereiche zugehért, keine unendlich kleine Substitution: sie ist discon- 
tinuirlich, wie Herr Poincaré es ausdriickt. Wir werden fragen, ob 
jede discontinuirliche Gruppe linearer Substitutionen eine und nur eine 
fir uns brauchbare Eintheilung der Ebene in fundamentalbereiche 
liefert. Wire es der Fall, so kénnten wir unsere urspriingliche Frage- 
stellung verlassen und die Aufsuchung aller discontinuirlichen Gruppen 
linearer Substitutionen als eigentlichen Zielpunkt wihlen. 

Aber die nihere Betrachtung zeigt, dass da in dreifachem Sinne 
noch ein Unterschied zu machen ist. 

Einmal giebt es, wie ich hier in keiner Weise ausfiihren kann, 
discontinuirliche Gruppen, denen iiberhaupt kein endlicher Fundamen- 
talbereich zugehért*). Die Fundamentalpunkte der zugehérigen linearen 
Substitutionen sind iiberalldicht tiber das ganze Gebiet der complexen 
Variablen zerstreut. 

Andererseits werden wir sofort soleche Gruppen kennen lernen, 
bei denen das Gebiet der complexen Variablen durch gewisse natiir- 





*) Vergl. die beziigliche Andeutung von Herrn Poincaré in Bd. 93 der 
Comptes Rendus, pag. 46. 
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liche Grenzen in verschiedene Abtheilungen zerlegt ist. Innerhalb jeder 
Abtheilung existirt ein zugehériger Fundamentalbereich. Aber wenn 
wir ihn vermége der linearen Substitutionen reproduciren, die zuge- 
hérigen eiudeutigen Functionen mit linearen Transformationen in sich 
also analytisch fortsetzen, so werden wir nie aus der einmal gewahlten 
Abtheilung herausgelangen. Wir werden also sagen miissen, dass ein 
und derselben continuirlichen Gruppe in diesem Falle verschiedene Arten 
von Fundamentalbereichen und zugehérigen Functionen correspondiren. 

Endlich aber giebt es Gruppen linearer Substitutionen, denen tiber- 
haupt kein zusammenhingender Fundamentalbereich entspricht, oder 
bei denen diess doch nicht fiir alle Theile der Ebene der Fall ist. 

Daher scheint es, trotz der neuen Umgrenzung, die der Begriff 
des Fundamentalbereichs erfahren hat, am Richtigsten, dass wir auch 
im Folgenden immer von der Gebietseintheilung ausgehen, Nur wo 
kein Missverstiinduiss méglich ist, empfiehlt es sich der Kiirze halber, 
von der zugehérigen discontinuirlichen Gruppe zu sprechen. 


§ 6. 
Weitere Beispiele brauchbarer Gebietseintheilungen. 

Ich wende mich nun zu der in §1 bereits in Aussicht genom- 
menen Aufziihlung solcher bereits anderwiirts studirter, fiir uns brauch- 
barer Gebictseintheilungen, deren Betrachtung zum Verstiindnisse des 
spateren niitzlich sein kann, 

1) Wir nennen zundchst die Figuren der reguliren Korper: Doppel- 
pyramide, Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder. Die zugehdrige Gebietseiu- 
theilung erwiichst jedesmal durch symmetrische Reproduction eines 
Kreisbogendreiecks. Die Winkel desselben sind bez. dem folgenden 
Schema zu entnehmen: 


, (lt beliebig), 
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5 
Die Zahl der unterschiedenen Fundamentalbereiche, und also die 
Gruppe der zugehdrigen Substitutionen ist endlich, und sind diess die 
einzigen eudlichen Gruppen linearer Substitutionen einer Verander- 
lichen, die es giebt (sofern man von den Wiederholungen einer ein- 
zelnen periodischen Substitution absieht). Das Geschlecht p ist Null. 
2) Als zweites Beispiel haben wir diejenigen Gebietseintheilungen, 
welche bei den doppeltperiodischen Functionen in Betracht kommen. 
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Und zwar zuvérderst die gewodhnlichen Parallelogramme, vom Ge- 
schlechte 1, die der Gruppe 


‘= + mao, + no, 
correspondiren, unter @,, @, die Perioden verstanden. Dann ferner, 
den geraden doppeltperiodischen Functionen entsprechend, Parallelo- 
gramme vom Geschlechte Null, wie ein solches durch Figur 4 (auf 
der ersten beigegebenen Tafel*)) versinnlicht wird; die zugehdérige 
Gruppe lautet: 
7 =+y7+ ma, + no,. 

Endlich noch die besonderen Figuren, welche sich ergeben, wenn man 
ein geradliniges Dreieck, das entweder gleichseitig ist, oder die Hialfte 
eines gleichseitigen Dreiecks oder endlich die Hilfte eines Quadrats 
vorstellt, durch Spiegelung ins Unbegrenzte vervielfiltigt. Die zuge- 


hérigen Substitutionen lauten, unter @ eine dritte Einheitswurzel ver- 
standen, beziehungsweise: 


Wf + akn + (m+ nao; yf = + an + (m+ na)ao,; 
ny =*-n+ (m+ nijo,. 
Zugleich sind die hiermit angefiihrten Gruppen (von den Wiederholungen 
einer einzelnen geeigneten Substitution abgesehen) die einzigen discon- 
tinuirlichen Gruppen, welche den Punkt » = oo, aber auch keinen 
anderen Punkt der Ebene ungeiindert lassen. 

3) Als drittes Beispiel ziehen wir diejenigen Gebietseintheilungen in 
Betracht, welche aus der symmetrischen Reproduction eines Kreisbogen- 
dreiecks mit den Winkeln 7? eo y erwachsen, wo l,, l,, l, ganze 
Zahlen sind und 7 al r 4 t <1 ist**). Es sind diess eben die- 
jenigen Figuren, denen schon Herr Schwarz im 75" Bande von 
Borchardt’s Journal eine Zeichnung widmete (Tafel II daselbst), und 
die in den letzten Binden dieser Annalen von verschiedenen Seiten 
ausfiihrlich behandelt worden sind. Bei ihnen tritt — fiir uns hier 
zum ersten Male — eine natiirliche Grenze auf. Dieselbe wird von 
der Kreislinie gebildet, welche zu den drei Begrenzungskreisen des 
Ausgangsdreiecks (und also jedes anderen aus ihm abgeleiteten Dreiecks) 
orthogonal ist. Trifft man eine solche Coordinatenbestimmung, dass 
dieser Kreis als Axe der reellen Zahlen erscheint, so haben die Sub- 
stitutionen der zugehérigen Gruppe durchaus reelle Coefficienten. Wir 


*) Fig. 5 und Fig. 6 ebendaselbst repriisentiren a) den halben Fundamental- 
bereich des Ikosaeders, b) ein beliebiges Parallelogramm in solcher Projection, 
dass der Unendlichkeitspunkt der Ebene dem Bereiche angehort. 

**) Lisst man diese Ungleichung fallen, so kommt man genau zu den unter 
1) und 2) besprochenen Fallen zuriick. 
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haben hier einen solchen Fall, in welchem die Gruppe weiter reicht, 
als die Ueberdeckung durch Fundamentalbereiche. Denn letztere finden 
sich nur auf derjenigen Seite des Grenzkreises, auf welcher wir (zu- 
fallig) das Ausgangsdreieck angenommen haben; die Gruppe aber 
zerlegt auch denjenigen Theil der Ebene, welcher auf der anderen 
Seite des Grenzkreises liegt, in iiquivalente Gebiete. 


§ 7. 
Geometrischer Excurs zum vorigen Paragraphen. 


Wenn man sich mit linearen Substitutionen einer Variablen 1 
beschiiftigt, so ist es bekanntlich in vielen Fallen niitzlich, die Kugel, 
auf der man die complexen Werthe von y deutet, als Fundamental- . 
fliiche einer Nicht-Euklidischen Maassbestimmung zu _betrachten*). 


Den linearen Substitutionen 1 = watt entsprechen dann die Be- 


wegungen des Raumes, den elliptischen insbesondere die reinen Drehungen, 
den loxodromischen die Schraubenbewegungen etc. Jeder discontinuir- 
lichen Gruppe linearer Substitutionen wird eine ebensolche von Be- 
wegungen entsprechen. 

Die Beispiele nun, welche wir im vorigen Paragraphen betrach- 
teten, correspondiren sammtlich solchen Gruppen von Bewegungen, 
bei denen je ein bestimmter Raumpunkt festbleibt. lm Falle der doppelt- 
periodischen Functionen ist dieser Punkt auf der Kugel gelegen: der 
Punkt » = oo. Bei den reguliiren Kérpern ist es ein Punkt im Kugel- 
innern, hiimlich der Mittelpunkt der Kugel (so lange man sich die 
reguliiren Kérper unverzerrt in ihrer gewéhnlichen Gestalt denkt). Im 
Falle des dritten Beispiels aber ein Punkt ausserhalb, der Pol niim- 
lich jener Ebene, welche aus der Kugel den besprochenen Grenzkreis 
ausschneidet. 

Beschrinkt man seine Aufmerksamkeit auf die Winkel, welche 
die Strahlen oder Kbenen, die durch den festen Punkt hindurchlaufen, 
im Sinne unserer Nicht-Euklidischen Maassbestimmung mit einander 
bilden, so darf man den Kegel, der von dem festen Punkte aus sich 
an die Kugel erstreckt, als Fundamentalgebilde der Maassbestimmung 
erachten. Wir haben dann in dem terniiren, von jenen Strahlén und 
Ebenen erfiillten Gebiete, eine hyperbolische oder elliptische oder para- 
bolische Maassbestimmung **), je nachdem der Kegel reell oder imaginir 
ist oder in eine Doppelebene (d. h., dualistisch zu reden, in zwei 
conjugirt imaginiire Ebenenbiischel) ausgeartet. Die hiermit bezeichnete 





*) Siehe Annalen IX, pag. 183. 
**) Wegen dieser Ausdrucksweise siehe Annalen IV: Ueber die sogenannte 
Nichteuklidische Geometrie. 
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Anschauungsweise ist desshalb niitzlich, weil sie einen wichtigen Hiilfs- 
begriff an die Hand giebt. Projicirt man niimlich die auf der Kugel 
ausgebreiteten, unter sich iiquivalenten Fundamentaibereiche irgend 
einer der von uns betrachteten Gebietseintheilungen von dem zuge- 
hérigen festbleibenden Punkte aus, so sind die projicirenden Pyramiden 
im Sinne der jeweiligen Maassbestimmung unter sich congruent. Ins- 
besondere haben sie alle dieselbe Wéinkeléffnung. Hiernach erkennt 
man z. B, sofort, dass nur endliche Gruppen linearer Substitutionen 
mdglich sind, wenn der festgehaltene Punkt im Kugelinnern liegt; 
denn die Gesammtheit der von einem solchen Punkte aus sich erstrecken- 
den Winkel ist endlich. 

Wir werden im Folgenden von dieser Hiilfsvorstellung in einer 
Form Gebrauch machen, die sich an die geometrischen Vorstellungen 
der iiblichen Functionentheorie bequemer anschliesst. Die Strahlen 
und Ebenen, welche durch den festgehaltenen Punkt hindurchlaufen, 
iibertrage man mitsammt der fiir sie geltenden Maassbestimmung durch 
Schnitt auf die Kugel, und von dieser, wenn man will, durch stereo- 
graphische Projection auf die Ebene y. So haben wir fiir die Punkte 
der letzteren eine Maassbestimmung, bei welcher der (reelle oder 
imaginire oder ausgeartete) Grenzkreis die unendlich fernen Punkte 
abgiebt, und die geodiitischen Linien in diejenigen Kreise iibergegangen 
sind, welche den Grenzkreis orthogonal schneiden. Im Sinne dieser 
Maassbestimmung sind dann die jeweiligen Fundamentalbereiche, wie 
wir sie im vorigen Paragraphen betrachteten, congruent und also von 
gleichem I'ldcheninhalt. Die zugehérigen linearen Substitutionen von 
n aber bezeichnen eben so viele im Sinne unserer Maassbestimmung 
zu verstehende Bewegungen*). 

§ 8. 
Ueber die allgemeinsten, von uns in Betracht zu ziehenden Gruppen 
mit reellem Hauptkreise. 


Wie im Vorhergehenden bereits angedeutet, werde ich die simmt- 
lichen Gruppen, welche wir in § 6 betrachteten, als Gruppen mit 
Hauptkreis bezeichnen. Dieser Hauptkreis ist im Beispiel 1) imaginiir, 
im Beispiele 2) in einen Punkt ausgeartet, und sind diess, wie schon 





*) Es ist diess dieselbe Art Nicht-Euklidischer Maassbestimmung, von der 
auch Herr Poincaré Gebrauch macht. Liisst man den Grenzkreis mit der Axe der 
reellen Zahlen zusammenfallen (worauf also die zugehérigen Bewegungen durch 
diejenigen linearen Substitutionen gegeben sein werden, welche reelle Coefficien- 
ten haben), so ist der Ausdruck fiir die Entfernung zweier Pankte a, + ¢y;, 
%_ + ty,, unter c eine reelle Constante verstanden, 


, ; . / (@ — Le)® + (YH — Yo)? 
= 2ic are, sin (i : oF (M wt). 
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bemerkt, die einzigen Beispiele von Gruppen mit imaginirem, bez. 
ausgeartetem Hauptkreis. Dagegen ist es leicht zu sehen, dass es tiber 
das dritte Beispiel des § 6 hinaus noch unendlich viele discontinuir- 
liche Gruppen (resp. Gebietseintheilungen) mit reellem Hauptkreise 
giebt. Statt naémlich ein Kreisbogendreieck zu Grunde zu legen, mégen 
wir ein Kreisbogenvieleck in Betracht ziehen, dessen Seiten (verlingert 
gedacht) simmtlich auf einem Hauptkreise senkrecht stehen, und 
dessen Winkel, sofern sie nicht Null sind, irgend welche ganzzahlige 
Theile von a sind. Wenn wir ein solches Kreisbogenvieleck symmetrisch 
reproduciren, so erhalten wir wiederum eine brauchbare Gebietsein- 
theilung , fiir welche der Hauptkreis Grenzkreis ist, Das Geschlecht des 
Fundamentalbereichs ist, wie im Falle des Kreisbogendreiecks, gleich 
Null. Ich verweise ferner auf meine Bemerkungen ,Zur Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen* im 17° Bande dieser Annalen, sowie 
insbesondere auf Herrn Dyck’s ,,Gruppentheoretische Studien“ im 
20'" Bande daselbst. Es wird dort gezeigt, dass in den so erhaltenen 
Gruppen mit Hauptkreis andere Gruppen als Untergruppen enthalten 
sind, deren Fundamentalbereich nicht nothwendig symmetrisch ist und 
ein Geschlecht besitzt, welches beliebig von Null verschieden sein kann. 

Es ist Herrn Poincaré’s Verdienst, zuerst darauf aufmerksam 
gemacht zu haben, dass man die allgemeinsten Gruppen mit reellem 
Hauptkreis aus einfachen Bestimmungsstiicken construiren kann*), Aber 
nur fiir einen Theil seiner Gruppen ist der Hauptkreis selbst die natiir- 
liche Grenze der Fundamentalbereiche. Zum Theil erreichen sie den- 
selben nur in einzelnen Punkten, zum Theil iiberschreiten sie ihn und 
iiberdecken die ganze Ebene. Ich werde im Nachstehenden nur solche 
Fille betrachten, in denen der Hauptkreis mit der natiirlichen Grenze 
zusammenfallt. 

Zur Vereiufachung itiberlegen wir vorab das Folgende. Ein und 
dieselbe Gruppe linearer Substitutionen kann in demselben Gebiete 
der Ebene zu scheinbar sehr verschiedenen Fundamentalbereichen An- 
lass geben. Ich erinnere nur an das Beispiel der doppeltperiodischen 
Functionen: dasselbe parallelogrammatische System kann auf mannig- 
fachste Weise aus einzelnen Parallelogrammen aufgebaut werden. Um 
iiber die verschiedenen dabei auftretenden Méglichkeiten Uebersicht zu 
gewinnen, ist es niitzlich; zuniichst den Fundamentalbereich durch die 
geschlossene Riemann’sche Mannigfaltigkeit (oder Fliche), welche er 
versinnlicht, zu ersetzen, und dann hinterher zu iiberlegen, auf welche 
Weisen man diese Fliche zerschneiden und ibr also einen bestimmten 
Fundamentalbereich substituiren kann. 

Wir kehren also einen Augenblick die Betrachtung um, Statt die 


*) Siehe Annalen XIX, pag. 554. 
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Riemann’sche Fliche auf die y-Ebene abzubilden, verfolgen wir 7 als 
eine complexe Function des Ortes auf der Riemann’schen Fliche. Und 
hier ist es nun, dass wir die Beschrinkungen, die wir im Folgenden 
festhalten wollen, am deutlichsten bezeichnen kénnen. 


Offenbar hat », als Function des Ortes auf der Riemann’schen 
Fliche*) betrachtet, die Eigenschaft, sich nach Durchlaufung irgend 
eines geschlossenen Weges in der Gestalt = +4 zu reproduciren. Es 
kann sein, dass eine derartige, von der Identitit verschiedene, Sub- 
stitution sich bereits einstellt, wenn wir nur einen einzelnen Punkt 
der Riemann’schen Fliche umkreisen. Einen solchen Punkt nennen 
wir einen Verzweigungspunkt von n und bedingen nun zunichst, dass, gleich 
dem Geschlechte p der Riemann’schen Fliche, auch die Zahl n dieser 
Verzweigungspunkte durchaus endlich sein soll. Dann aber beschriinken 
wir auch noch das Verhalten von 4 im einzeluen Verzweigungspunkte. 
Die Bedingung, dass die Umgebung des Verzweigungspunktes in 9 
eindeutig sein soll, lisst noch verschiedene Méglichkeiten offen. Wir 
wollen festsetzen, dass y sich in der Néhe des einzelnen Verzweigungs- 


te 
punktes verhalten soll, wie V« in der Nihe von 2=0Q. Hier soll 


eine ganze Zahl sein, welche ich den Index des Verzweigungspunktes 
nenne, die tibrigens in der Grenze auch unendlich werden mag (worauf 


yy - 
log z an die Stelle von V« tritt), Die Folge ist dann, dass y bei 


Umkreisung des Verzweigungspunktes eine elliptische Substitution, und 
zwar eine primitive elliptische Substitution von der Periode l., im Grenz- 
falle aber eine parabolische Substitution erfahrt. 

Den Inbegriff der hiermit definirten Attribute (p, n, l,) bezeichne 
ich weiterhin als die Signatur der y-Function. 

Indem wir nun insbesendere solche Gebietseintheilungen in der 
n-Ebene betrachten wollen, deren natiirliche Grenze eine Kreislinie ist, 
wird der einzelne Fundamentalbereich nothwendig einfachen Zusammen- 
hang haben. Es wird also darauf ankommen, die Riemann’sche Fliche 
(p, n) auf die eine oder andere Weise in eine einfach zusammenhingende 
zu zerschneiden. Eine Uebersicht iiber die unbegrenzt vielen Méglich- 
keiten, welche dabei auftreten, hat an dieser Stelle keinen Zweck. Es 
wird vielmehr geniigen, wenn wir eine kanonische Zerschneidungsart 
verabreden, die wenigstens in der Hauptsache bestimmt ist. Diess soll 
im folgenden Paragraphen geschehen. Der § 10 schildert sodann die 
Gestalt des entsprechenden Fundamentalbereichs in der y-Ebene. Wir 


*) Die Riemann’sche Fliche selbst denke ich mir immer, im Anschlusse an 
meine Schrift, ohne Verzweigungspunkte frei im Raume gelegen. 
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benutzen dabei, um die Ideen zu fixiren, einen Umstand, dessen auch 
Herr Poincaré erwihnt. In der Theorie der doppeltperiodischen Func- 
tionen zeigt man durch einfache geometrische Betrachtung, dass man den 
Fundamentalbereich, das Parallelogramm, immer geradlinig begrenzt 
voraussetzen kann. In ganz dhnlicher Weise beweist man, dass man als 
Begrenzungskanten des einzelnen Fundamentalbereichs einer Gruppe mit 
Hauptkreis immer solche Kreisbogen verwenden kann, welche (verldngert 
gedacht) auf dem Hauptkreise senkrecht stehen. Indem wir hiervon in 
§ 10 Gekrauch machen, disponiren wir riickwirts iiber die Gestalt 
jener Querschnitte, welche in § 9 auf unserer Riemann’schen Fiche 
nur erst der Art und Aufeinanderfolge nach festgelegt waren. — 

Noch sei bemerkt, dass wir im Folgenden bei p = 0 immer n > 3 
und bei p= 1 immer n> 1 voraussetzen wollen. Die hiermit aus- 
geschlossenen Fille sind im Friiheren bereits erledigt und wiirde ihre 
Mitberiicksichtigung die Ausdrucksweise (zumal bei den Constanten- 
zihlungen) unndthig schwerfillig machen. Es sind diess niimlich die- 
jenigen Fiille, in denen die Riemann’sche Fiche (p,n) unendlich viele 
eindeutige Transformationen in sich gestattet, welche die vorgegebenen 
Verzweigungspunkte nicht dndern. Dem entspricht, wie hier beiliufig 
bemerkt sei, dass die betreffenden linearen Substitutionen der Varia- 
belen 4 mit unendlich vielen anderen linearen Substitutionen ver- 
tauschbar sind. 

§ 9. 


Kanonische Zerschneidung der Riemann’schen Fliche (p, 7). 


Um die kanonische Zerschneidung der Riemann’schen Fliiche die 
wir im Folgenden benutzen werden, herzustellen, beginnen wir mit 
derjenigen Zerschneidungsart, welche, auf Riemann zuriickgehend, 
auch sonst vielfach verwandt wurde. Zunichst werden wir irgend p die 
Fliche nicht zerstiickende und einander nicht schneidende Riickkehr- 
schnitte A,, A,,---, Ap construiren. Sodann ergiinzen wir jeden 
derselben in bekannter Weise durch einen Querschnitt B,;, der von 
einem Punkte des A; auslaufend zu demselben Punkte von der anderen 
Seite zuriickkehrt. Die p so entstehenden Schnittpunkte (A;, B;) ver- 
binden wir des Weiteren mit einem beliebigen Punkte O der Fliche 
durch Stiicke c; und legen endlich von demselben Punkte O aus nach 
den » Verzweigungstellen, die beziehungsweise a,, a,,---, @, genannt 
werden moégen, Schnitte DT, (k—1, 2,---, m). Dabei kénnen wir, 
indem,wir noch bei jedem Schnitte zwischen einer positiven und einer 
negativen Seite unterscheiden, die Aufeinanderfolge der genannten 
Stiicke so wihlen, dass bei positiver*) Umkreisung der nun einfach 


*) Als positiv nehme ich fernerhin diejenige Richtung, welche dem Dreh- 
sinn eines Uhrzeigers entgegen lauit. 
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zusammenhingenden Fliiche die Aufeinanderfolge der Begrenzungs- 
stiicke die folgende ist: 


¢,+ A,+ B, A, B,te,- 


, sn, ao 


c,* A,* B, 4,” B,* c,* 
ALE Gat ag A Sa ee 

Nachdem Alles in dieser Weise geordnet ist, ziehe ich jetat hinter- 
her, — um namlich an Querschnitten und also an Begrenzungskanten 
des spiteren Fundamentalbereichs zu sparen —, die Stiicke ¢;, indem 
ich sie immer ktirzer mache, schliesslich ganz in den Punkt O hinein, 
so dass zuletzt, ausser den L,, auch die A;, B; simmtlich von O aus- 
laufen. Der Erfolg ist dann einfach der, dass in dem vorstehenden 
Schema die Stiicke c;* iiberhaupt wegfallen und also nur 4p + 2n Be- 
grenzungsstiicke iibrig bleiben. Man beachte die Winkel, welche die 
aufeinanderfolgenden Begrenzungsstiicke unserer Fliche mit einander 
einschliessen. Von derselben sind n gleich 22, nimlich diejenigen, 
welche in den Verzweigungspunkten a,, a,, +++, ad, von den dort zu- 
sammenstossenden L;*, L, gebildet werden. Die iibrigen 4p +n 
aber sind erst zusammengenommen gleich 2a; denn erst zusammen- 
genommen ergeben sie auf unserer Fliche die ganze Umgebung des 
Punktes 0. Man muss sich von dieser Umgebung eine Vorstellung 
machen, wie sie fiir den Fall p—2, »=3 durch Figur 7 auf der 
ersten beigegebenen Tafel schematisch reprisentirt wird. 

Auf der so zerschnittenen Fliche ist nun » eindeutig, und wir 
kénnen also den Inbegriff der Werthe, welche y auf thr annimmt, als 
einen Functionszweig betrachten. Hitten wir keine bestimmte Zer- 
schneidung verabredet, so kénnten wir nur von der linearen Sub- 
stitution reden, welche 4 bei Durchlaufung eines bestimmten ge- 
schlossenen Weges erleidet. Jetzt aber diirfen wir mit Riicksicht auf 
unseren Functionszweig von einer solchen Substitution sprechen, die 
der Ueberschreitung einer unserer Querschnitte correspondirt. In der 
That wird diese Substitution dieselbe sem, an welcher Stelle auch wir 
den einzelnen Querschnitt iiberschreiten mégen. Wir werden hiernach 
bestimmte Substitutionen S;, 7;, resp. U, haben, welche y erleidet, 
wenn wir von A; , B; , L, beziehungsweise zu A;*+, B+, L,+ hiniiber- 
schreiten. Es sind diese 2p + n Substitutionen die erzeugendem Sub- 
stitutionen, aus denen sich alle anderen, die y erfaihrt, zusammen- 
setzen. ; 

Die hiermit eingefiihrten Betrachtungen haben die grésste Aehn- 
lichkeit mit denjenigen, vermége deren man die Periodicitiitsmoduln 











a— <« st A == A 8 
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algebraischer Integrale zu bestimmen pflegt. Es will beim weiteren 
Verfolg derselben inzwischen ein wesentlicher Unterschied scharf er- 
kannt sein. Bei den Integralen erscheinen beliebige geschlossene Wege, 
welche wir auf der Fliche hinter einander durchlaufen mdgen, eben 
weil sie beide einen additiven Periodicitiitsmodul liefern, mit einander 
vertauschbar. Eine solche Vertauschbarkeit tritt aber bei unseren 
Functionen im Allgemeinen keineswegs ein. 

Uebrigens finden wir fiir unsere S;, T;, Ux, indem wir die Punkte 
ax, O unserer Fliiche umkreisen, noch gewisse Relationen. Zunichst, 
wenn wir um a herumgehen, so kommt diess auf dasselbe hinaus, 
als wenn wir den Querschnitt L, iiberschreiten. Aber » reproducirt 
sich identisch, wenn wir a, im Ganzen ,-mal umkreisen, wo I, der 
Index des betr. Verzweigungspunktes ist. Daher kommt: 


Uy = 1. 

Wir umgehen nun ferner den Punkt O. Da dieser Punkt durchaus 
zufallig gewiblt ist und fiir: unsere y-Function gar keine specifische 
Bedeutung hat, so reproducirt sich » dabei jedenfalls identisch. Nun 
werden bei dieser Gelegenheit die Querschnitte A;, B;, L,, wie Figur 7 
aufweist, in bestimmter Reihenfolge iiberschritten. Indem wir letztere 
markiren, gewinnen wir folgende Beziehung, die spiiterhin als Funda- 
mentalrelation bezeichnet sein soll: 


s* ae a°* :* Ss. s,* 7" Be 
++ 8 Ty Sy" 7 UUs +++ Ug ae 


Hier bezeichnet die Aufeinanderfolge der Buchstaben (von links nach 
rechts) die hintereinander auszufiihrenden Operationen. 

Vermége dieser Relationen kénnen wir die Benennung jeder 
Substitution, die sich aus den S,;, T;, U, zusammensetzt, beliebig 
modificiren, wovon noch wiederholt Gebrauch gemacht werden soll. 

Es muss iibrigens hervorgehoben werden, dass diese Relationen 
das Verhalten von y in den Punkten a, resp. in O keineswegs voll- 
kommen charakterisiren. In niichster Umgebung von a, sollte sich y 


" 
verhalten, wie ) z in der Umgebung von z= 0. Die Relation 
I od 

Ur," = 1 wiirde bestehen bleiben, wenn wir hier ) z durch irgend 
eine ganzzahlige Potenz ersetzten. Ebenso wiirde unsere Fundamental- 
relation richtig bleiben, wenn y sich nicht erst bei voller Umkreisung 
des Punktes O, sondern schon auf einem beliebigen ganzzahligen Theile 
dieses Weges identisch reproducirte. 
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§ 10. 
Der kanonische Fundamentalbereich in der »-Ebene. 


Indem wir jetzt zur y-Ebene zuriickgehen, bemerken wir vorab, 
dass die linearen Substitutionen, welche y erleidet, in dem von uns 
zu betrachtenden Falle jedenfalls nicht loxodromisch sind. Denn alle 
sollen ja einen bestimmten Kreis, den Hauptkreis, ungeiindert lassen. 
Ist nun die Substitution, welche uns vorgelegt wird, elliptisch, so wird 
der Hauptkreis fiir sie ein Breitenkreis sein, die beiden Fundamental- 
punkte der Substitution sind conjugirte Pole in Bezug auf den Haupt- 
kreis, und es liegt also der eine, aber auch nur der eine Fundamental- 
punkt der Substitution auf derjenigen Seite unseres Hauptkreises, auf 
der sich unsere Fundamentalbereiche befinden. Wird die Substitution 
(im Grenzfalle) parabolisch, so riicken die beiden Fundamentalpunkte 
*n einen Punkt des Hauptkreises zusammen. — Ist dagegen die vor- 
gelegte Substitution hyperbolisch , so wird der Hauptkreis die Bedeutung 
eines Meridians haben und also durch beide Fundamentalpunkte der 
Substitution hindurchlaufen. 

Wir entwerfen jetzt vermége unserer »-Function (deren Existenz 
wir hier als vorgegeben betrachten) ein erstes Bild der im vorigen 
Paragraphen zerschnittenen Fliiche, und gewinnen so, was wir den 
kanonischen Fundamentalbereich in der y- Ebene, und zwar als urspriing- 
lichen Fundamentalbereich bezeichnen wollen. Es ist ein einfach zu- 
sammenhingendes, nirgends tiber den Hauptkreis hinausgreifendes*), 
mit 4p + 2n Begrenzungslinien und also ebenso viel Ecken versehenes, 
allgemein zu reden, krummliniges Polygon. Von diesen Ecken ent- 
sprechen 4p + m, die ich als Ecken erster Art bezeichnen will, dem 


Punkte O unserer Riemann’schen Fliche; die Conformitat der Abbildung’ 


erleidet in ihnen keine Unterbrechung und es betriigt also die Winkel- 
summe der Ecken erster Art insgesammt 2x. Dagegen bieten die Ecken 
der gweiten Art, die den Verzweigungspunkten a,, a, ---+, a, der 
Riemann’schen Flaiche entsprechen and demnach mit @,, «,, ---; Gn 
resp. bezeichnet sein sollen, eine Abweichung von der Conformitit. 
Der Winkel 2x, welcher auf unserer Riemann’schen Fliche zwischen 


L,* und L- eingeschlossen ist, erscheint in der »- Ebene durch ae 
k 
ersetat. Die Keke o, ist dann zugleich Fundamentalpunkt der ellip- 
tischen Substitution U,. Es geht daraus hervor, dass unser Funda- 
mentalbereich sich in a, an den Hauptkreis hinanerstreckt, wenn U; 


parabolisch ist. Dagegen liegen die (4p + nm) Ecken erster Art noth- 


*) Alles dieses, weil wir voraussetzen, unsere Riemann’sche Fliche sei in 
y eindeutig und der Hauptkreis sei die natiirliche Grenze fiir die Reproductionen 
der Fundamertalbereiche. 























Zur Riemann’schen Functionentheorie. 187 


wendig immer im Inneren des Hauptkreises. Denn da jede von ihnen 
dem Punkte O entspricht, so miissen sich von jeder derselben aus, wie 
wir unten noch genauer sehen werden, ganz iihnlich (4p + m) Funda- 
mentalbereiche in der y- Ebene erstrecken, wie vom Punkte O aus auf 
der Riemann’schen Fliiche die (4p +) durch die A;, B;, Ly be- 
grenzten Winkelriiume. 

Wir wollen uns die Gestalt der A;, B;, Ly jetzt so bestimmt 
denken, dass die Begrenzungslinien unseres Fundamentalbereiches 
Kreise werden, welche verliingert gedacht auf dem Hauptkreise senk- 
recht stehen. Und zwar sollen die Kreishogen, welche den verschie- 
denen Ufern A;*, B;*, L,* entsprechen , mit den correspondirenden 
griechischen Buchstaben A*, B+, A bezeichnet sein. Die Figuren 
8 — 10 (auf der zweiten beigegebenen Tatel) sollen die Aufeinanderfolge 
und Zusammengehdorigkeit dieser Kreisbogenstiicke an den schon oben 
gewihlten Beispielen p = 2, n = 3 schematisch erliiutern. Der Haupt- 
kreis ist in allen Fillen stiirker ausgezogen, desgleichen sind die Winkel 
an den Ecken a durch besondere Markirung kenntlich gemacht. Die 
Pfeile bezeichuen die Zusammengehorigkeit der Kanten und giebt tiber- 
diess die Pfeilspitze jedesmal den Sinn, in welchem die durch das bei- 
gesetzte Symbol bezeichnete Operation, positiv genommen, wirksam 
ist. Durch S;*', T;*', Uy*' geht beziechungsweise A;* aus A;, B;* aus 
B; , A;* aus Ax” hervor. Unter sich differiren die drei Zeichnungen 
nur durch ihre Beziehung zum Unendlichkeitspunkte der 4-Ebene. Es 
sind verschiedene stereographische Projectionen einer und derselben 
auf einer Kugel zu denkenden Figur. Ich habe sie alle drei hergesetzt, 
weil es im Folgenden unerliisslich ist, sich unseren Fundamentalbereich 
bald in der einen, bald in der anderen Gestalt zu denken. 


§ 11. 
Die Gruppirung der Fundamentalbereiche. 


Man versuche nun, sich ein deutliches Bild davon zu machen, wie 
sich unser Fundamentalbereich vermége der erzeugenden Substitution 
S>', T, Ps U*' vervielfiltigt und nach und nach (der Voraussetzung 
gemiiss) die ganze Ebene bis an den Hauptkreis tiberdeckt. Dabei 
erinnere man sich der allgemeinen Erliuterungen, die in § 2. des 
vorigen Abschnitts gegeben wurden, iibrigens aber der in § 9. dieses 
gegenwiirtigen Abschnitts aufgestellten Relationen. _Um eine be- 
stimmtere Ausdrucksweise zu ermdglichen, wollen wir jeden Funda- 
mentalbcreich vermidge derjenigen linearen Substitution benennen, durch 
welche er aus dem urspriinglichen Fundamentalbereiche herausgeht. Der 
urspriingliche Fundamentalbereich selbst ist hiernach = 1. 
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Was zuvorderst die Bereiche angeht, die sich an den urspriing- 
lichen liings einer Kante auschmiegen, so sind diess offenbar s*'; 
T*", U=" selbst. Wir leiten hieraus sofort die folgende allgemeine 
Regel ab: dass nédimlich der Bereich TT (unter TT ein beliebiges sym- 
bolisches Product der S, 7, U verstanden) von den S*'T1, T;+'Tl, 
U='Tl unmittelbar umgeben ist. In der That, bei der Operation TI, 
die den Bereich 1 in den Bereich TT iiberfiihrt, geht S,** in S,*'TT 
iiber, ete. 

Wir suchen nun ferner die Bereiche, welche mit dem urspriing- 
lichen, wo nicht eine Kante, so doch eine Ecke gemein haben. 

Ist diese Ecke von der zweiten Art, so ist die Sache sehr einfach. 
Wir haben, indem wir etwa a, in positivem Sinne umkreisen, der 
Reihe nach die Bereiche: 

1, Ui, Ur, +++, Ue. 


Die Relation U;* = 1 entspricht dem Umstande, dass der (,-++1)* 
Bereich wieder der erste ist. -- Die Sache muss etwas anders dar- 
gestellt werden, wenn J, unendlich, die Substitution U; also parabolisch 
ist. Dann haben wir von 1 ausgelhend nach der einen Seite die Be- 
reiche U;, U,*, U;*, ---, nach der anderen U,-', U;,-*, ete. 

Etwas complicirter ist die Behandlung der Ecken erster Art. Wir 
betrachten einen Augenblick nicht den Fundamentalbereich 1 selbst, 
sondern nur seine Eckpunkte erster Art, und zwar zuvérderst den Eck- 
punkt (A,+, A,-). Durch S,-' wird aus ihm (A,~, B,+) [vergl. die 
Figuren 8—10]. Hieraus durch 7,—': (A,~, B,~), sodann durch S,+: 
(A,+, B,—), endlich durch 7+: (A,+, B,+). Die weitere Hinzufiigung 
der Operationen §,—', 7,—', S,+', T,+' bringt den Punkt der Reihe 
nach in folgende Lagen: (A,~, B,*), (A,~, B,—), (A,*+, B,-), (A,+, B,*). 
So fortfahrend kommen wir schliesslich, indem wir zwischendurch 
alle anderen Eckpunkte (A, B) einmal berthren, zu (B,~, A,t+). Von 
hier bringen wir unseren Punkt durch U,—' nach (A,~, A,+), dann 
durch U,—' nach (A,~, Ajt), «++, endlich durch U,~-' zur Anfangs- 
lage (A,~, A,+) zuriick. So haben wir aus dem ersten Eckpunkte erster 
Art alle anderen durch gewisse Operationen hergestellt, die wir 2), ,, Xo, °** 
nennen wollen. Dabei ist: 

m=1; m—S 9; mH ST; m= SITS, --; 


U4 p-1= Ss, TT, *8,;* T,+ eee 8,-* T,-*8,* ¥,**; Lip = U4p—1 G,~*; 


++ Meppe @ SOT ... HTH Un 


Hier unterscheidet sich jedes x von dem unmittelbar vorhergehenden 
dadurch, dass rechter Hand ein einzelnes Symbol S, 7 oder U zu- 
getreten ist. Es gilt diess auch, wenn wir auf 24,;,-1 wieder 2, = 1 








3s = ., i. 
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folgen lassen. Denn zufolge unserer Fundamentalrelation resultirt 
gerade 1, wenn wir dem my4,-1 rechter Hand noch U,—' hineusetzen. 

Ich sage nun, dass wir alle Bereiche erhalten, die in positivem 
Sinne aufeinander folgend im Punkte (A,+, A.) an den urspriinglichen 
Fundamentalbereich anstossen, wenn wir einfach die vorstehende Tabelle 
umkehren. Mit anderen Worten, ich behaupte, dass Folgendes die 
Tabelle jener Bereiche ist: 

1, &*, Set > a Soo +e) Oo 

In der That: die hiermit aufgeziihlten Bereiche gehen aus dem 
urspriinglichen durch eine Operation hervor, welche je aus einer be- 
stimmten Ecke erster Art des urspriinglichen Bereiches die erste Ecke 
macht: die neuen Bereiche haben also mit dem urspriinglichen diese 
Ecke gemein. Ferner: Jeder folgende Bereich geht, in Folge unserer 
Tabelle, aus dem vorangehenden dadurch hervor, dass linker Hand 
ein einzelnes Symbol S, 7’, U zutritt (insofern wir es jetzt mit den 
inversen Operationen zu thun haben); unsere Bereiche folgen sich also 
liickenlos. Insbesondere wird die Fundamentalrelation das Aequivalent 
dafiir, dass der (4p + n)* Bereich sich an den ersten unmittelbar an- 
schliesst. Dass aber auch die Aufeinanderfolge der Bereiche in posi- 
tivem Sinne statt hat, zeigt ein Blick auf die Figur. 

Wir wihlen nun eine neue Ecke erster Art des urspriinglichen 
Bereiches, etwa diejenige, die aus (A,+, A,~) durch die Operation 2’ 
hervorgeht. Wollen wir alle Bereiche haben, die in dieser Ecke zu- 
sammen stossen, so brauchen wir offenbar die a—! der letzten Tabelle 
rechter Hand nur mit dem Factor x’ zu multipliciren. Wir erhalten 
dann die Aufeinanderfolge der gewiinschten Bereiche, nur nicht (was 
iibrigens sofort durch cyklische Umstellung zu erreichen ist) mit dem 
Bereiche 1 beginnend. 

Nachdem wir so alle Bereiche bestimmt haben, welche mit dem 
urspriinglichen eine Ecke gemein haben — ich will sie alle unter der 
Gesammtbezeichnung P zusammenfassen — erledigen wir die gleiche 
Aufgabe fiir einen beliebigen anderen Bereich sofort. Wir brauchen 
nimlich wieder nur das Symbol TT dieses Bereiches linker Hand mit 
den einzelnen P zu multipliciren. 

. Und nun kénnen wir uns folgende Vorstellung von der Gesammt- 
heit der Fundamentalbereiche in der »-Ebene machen. Wir beginnen 
mit dem Bereiche 1 und umgeben ihn zuvérderst mit dem Kranze der 
anstossenden Bereiche P. Man versteht diess am besten, wenn alle 
U; elliptisch sind und also die Zahl der P endlich ist. Hernach be- 
trachte man den Fall, dass einige U; parabolisch sein mégen, als einen 
Grenzfall. Um -diesen ersten Kranz herum legen wir einen zweiten: 
das sind diejenigen Bereiche, welche an irgend einen Bereich P an- 
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stossen, und die wir also mit PP’ bezeichnen kénnen. Dann folgt 
ein dritter Kranz von Fundamentalbereichen PP’ P” etc. Und so 
streben wir je linger je mehr der natiirlichen Grenze des Hauptkreises 
zu, ohne denselben irgendwo anders, als in den Fundamentalpunkten der 
etwa vorhandenen parabolischen Substitutionen U, und der mit ihnen 
gleichberechtigten Substitutionen, wirklich zu erreichen. 


§ 12. 
Ueber die zugehérige Substitutionsgruppe. 


Wir erginzen die Schilderung, welche wir nunmehr von dem 
Verlaufe der »-Function gegeben haben, noch durch gewisse Sitze 
iiber die zugehérige Substitutionsgruppe. 

Wir fanden oben die Relationen U;*—=1, wir hatten ferner die 
Fundamentalrelation. Aus ihnen folgen unendlich viele andere durch 
Transformation und Combination*). Ich sage nun zundchst, dass 
hieriiber hinaus zwischen unseren S;, T;, U;, keine anderen Relationen 
moglich sind. 

Sei nimlich R = 1 eine Relation (wo R ein Aggregat der S, 7, U 
ist), so werden wir dieselbe geometrisch deuten*), indem wir zunichst 
alle diejenigen Bereiche iu der »-Ebene markiren, welche, mit 1 be- 
ginnend, der Reihe nach durch das letzte Symbol von R, durch die 
Zusammenstellung der zwei letzten Symbole, der drei letzten Symbole etc. 
gegeben sind. Von diesen Bereichen hat jeder folgende mit dem 
vorangehenden eine Kante gemein, und die Aufeinanderfolge ist ge- 
schlossen, eben weil R = 1 ist. Statt von der Aufeinanderfolge der 
Bereiche werden wir bequemer von einer geschlossenen Curve sprechen, 
die der Reihe nach jene Bereiche durchsetzt. Und nun ist die Sache 
die, dass wir diese Curve, ohne ihre Bedeutung zu andern, unter der 
einen Bedingung beliebig verzerren kénnen, dass wir, bei der Verzerrung, 
die Eckpunkte der Fundamentalbereiche als uniiberschreitbare Hinder- 
nisse betrachten. Denn eine jede solehe Verzerrung hat nur den Effect, 
dass in die Aufeinanderfolge der Symbole, welche wir R nennen, an 
irgend welchen Stellen andere Symbolaggregate, die wir r nennen mégen, 
zusammen mit dem jedesmaligen, unmittelbar dahinter folgenden r—* 
eingeschaltet werden, wodurch offenbar an der Richtigkeit und dem 
Wesen der Relation gar Nichts geaindert wird. Nun zeigt uns aber 
die geometrische Anschauung, dass nicht nur der einzelne Fundamental- 
bereich, sondern auch die Gesammtheit aller Bereiche in unserem Falle 

*) Ist R = 1 eine Relation, x irgend eine Operation der Gruppe, so heisst 
xRx—' = 1 die transformirte Relation. 


**) Vergl. hierzu Hrn. Dyck’s ,,Gruppentheoretische Studien‘ im XX. Bande 
dieser Annalen. 
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eine einfach zusammenhiingende Fliche bildet. Daher kénnen wir, in- 
dem wir innerhalb des von unserer Curve umspannten Flichenstiickes 
einen Punkt markiren, die Curve durch eine Reihenfolge von Schleifen 
ersetzen, welche von dem markirten Punkte aus nach den verschiedenen 
von der Curve umspannten Eckpunkten von Fundamentalbereichen hin- 
laufen, um je nach Umkreisung eines einzelnen Eckpunktes zum Aus- 
gangspunkte zuriickzukehren. Das heisst aber: unsere Curve ist mit 
der aufeinanderfolgenden Umkreisung gewisser Eckpunkte ‘quivalent. 
Nun entsprechen die friiher aufgestellten Relationen zwischen den 
S, 7, U den Umkreisungen der Eckpunkte des urspriinglichen Kunda- 
mentalbereiches. Umkreisen wir die Eckpunkte eines anderen Bereiches, 
so erhalten wir nothwendig — weil dieser Bereich aus dem urspriing- 
lichen durch Transformation hervorgeht — die transformirten Rela- 
tionen. Daher ist R=1 ohne Weiteres mit einem Aggregate solcher 
transformirter Relationen dquivalent, und hat also in der That keine 
selbstindige Bedeutung, w. z. b. w. 

Wir fragen ferner nach denjenigen Substitutionen unserer Gruppe, 
welche elliptisch sind. Man kann diese Frage auf die eben beantwortete 
zuriickfiihren. Doch ist es noch einfacher, sie direct zu beantworten. 
Eine elliptische Substitution unserer Gruppe hat einen ihrer Funda- 
mentalpunkte nothwendig in demjenigen Gebiete, welches von unséren 
Fundamentalbereichen tiberdeckt wird (siehe oben). Daher stossen in 
diesem Puukte verschiedene Fundamentalbereiche zusammen, welche 
vermége der elliptischen Substitution fiquivalent sind. Mit anderen 
Worten: Die elliptische Substitution muss sich in der Gestalt x Uy a- 
darstellen lassen, wo U, eine derjenigen erzeugenden Substitutionen ist, 
die selber elliptisch sind. 

Zu demselben Resultate fiihrt vermége einer Hiilfsbetrachtung der 
Fall einer parabolischen Transformation. Um uns prignanter aus- 
driicken zu kénnen, mégen wir einen Augenblick den Hauptkreis der 
y-Ebene mit der Axe der reellen Zahlen, den Fundamentalpunkt der 
parabolischen Substitution mit dem Unendlichkeitspunkte zusammen 
fallen lassen. Unsere Transformation wird dann die Gestalt 4’ = »-+ C 
annehmen. Wir zerlegen entsprechend die Ebene 4 durch gerade 
Linien, welche zur Axe der reellen Zahlen senkrecht sind, in Parallel- 
streifen von der Breite C. Ich sage dann, dass in jedem dieser Streifen 
nothwendig ein Fundamentalbereich vorhanden ist, oder auch eine Anzahl 
solcher Bereiche, die sich parallel neben einander in’s Unendliche ziehen. 
Wire diess niimlich nicht der Fall, so miissten wir, wenn wir einen 
solchen Streifen in’s Unendliche verfolgten, auf andere und andere 
Fundamentalbereiche stossen. Es wiirde dann, ausser unserer para- 
bolischen Substitution, noch eine zweite Substitution geben miissen, 
welche den einzelnen Fundamentalbereich in der Weise reproducirte, 
13* 
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dass sich die reproducirten Bereiche gegen den Punkt 7 = oo anhiufen. 
Diese Substitution wird parabolisch oder hyperbolisch sein kénnen, 
aber » = co zum Fundamentalpunkte haben. Wir combiniren sie mit 
y =%-+C und erhalten eine discontinuirliche Gruppe, welche in 
unserer Gruppe mit Hauptkreis als Untergruppe enthalten ist. Diese 
Gruppe miisste eine von denen sein, die wir in § 6. des gegenwirtigen 
Abschnittes an zweiter Stelle aufgezihlt haben. Aber keine dieser 
Gruppen liisst die Axe der reellen Zahlen invariant; es kann also auch 
keine solche Gruppe in unserer Substitutionsgruppe enthalten sein. — 
Wir haben dabei ausser Acht gelassen, dass die zutretende Substitu- 
tion vielleicht selbst in der Gestalt 4° = -+ C’ enthalten sein kann 
(unter C’ eine reelle Constante verstanden). Aber dann wird sie, mit 
7 =%-+C combinirt, unsere anfanglichen Parallelstreifen nur in 
schmalere Streifen zerlegen, und unser eigentlicher Schluss erleidet 
keine Aenderung. Also folgt: So oft in unserer Gruppe eine para- 
bolische Substitution vorhanden ist, so giebt es auch zugehdrige Funda- 
mentalbereiche, welche sich mit einer Ecke bis an den Fundamental- 
punkt der parabolischen Substitution erstrecken. — Wenn aber Letzteres 
bei eimem Fundamentalbereiche der Fall ist, so reicht auch der urspriing- 
liche Fundamentalbereich an den Hauptkreis hinan; es giebt also unter 
den U; eine parabolische Substitution, und die vorgelegte parabolische 
Substitution liisst sich in die Gestalt wU,“x-' setzen, unter uw eine 
positive oder negative ganze Zahl verstanden. 

Daher, wenn wir zusammenfassen: Unsere Gruppe enthiilt keine 
anderen elliptischen oder parabolischen Substitutionen, als diejenigen, 
die sich in der Gestalt x Uy x~ schreiben lassen. 

Hieraus folgt insbesondere, dass auch die erzeugenden Substitu- 
tionen §;,°7; nothwendig hyperbolische Substitutionen sind. Sollte 
namlich, wie man vielleicht denken méchte, im einzelnen Falle S; (oder 
T;) einem 2 U;“a-' gleich sein, so wire diess eine zwischen den er- 
zeugenden Substitutionen bestehende besondere Relation, und eine solche 
kann, wie eben bewiesen, in keinem Falle statt haben. Wir schliessen 
daraus noch den hiibschen Satz, dass von den Begrenzungskreisen des 
urspriinglichen Polygons die zusammengehérigen A;+ und A;~' (oder 
auch B;+ und B;-) einander nie schneiden kénnen, Denn A;*+ geht aus 
A;~ (wie die Figur zeigt) in der Weise vermége der hyperbolischen 
Substitution S; hervor, dass die beiden Fundamentalpunkte von §; durch 
A;+ (d. h. durch den Vollkreis, der das Stiick A;+ enthilt) und ebenso 
durch A; von einander getrennt werden. Uebt man aber auf einen 
so gelegenen Kreis die hyperbolische Substitution aus, so geht er 
gewiss in einen anderen iiber, der ihn nicht schneidet. 
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§ 13. 


Umkehr der bisherigen Betrachtungen. 


Die Voraussetzung, mit der wir in den letzten drei Paragraphen 
operirt haben, war die Ezistenzg der y-Function (p, n, ). Wir 
werden uns jetzt fragen, ob wir den ganzen Gedankengang nicht um- 
kehren und also jede y-Function (p, , l,) der in Betracht gezogenen 
Art a priori construiren kénnen. 

Zu dem Zwecke bemerken wir zunichst, dass mit dem ersten 
Fundamentalbereiche des § 10. die zugehérigen Substitutionen S, 7, U 
und also der Gesammtverlauf der y-Function bereits gegeben sind. 
Denn jede dieser Substitutionen hiingt, bei gegebenem Hauptkreise, 
von hdéchstens drei reellen Constanten ab; sie hat aber zwei Ecken 
des betreffenden Bereiches in zwei andere bestimmte Ecken desselben 
Bereiches iiberzufiihren, was vier Bestimmungsstiicke abgiebt und also 
zur Fixirung der Substitution jedenfalls ausreicht. 

Aber ich sage, dass bei richtig angenommenem Fundamentalbereiche 
allemal auch eine brauchbare y- Function der vorgegebenen Signatur 
resultirt. Als richtig angenommen bezeichne ich dabei einen Bereich, 
der von Kreisbogen A,+, Bt, A,t begrenzt, Substitutionen S;, 7';, U; 
gestattet, welche den betreffenden Hauptkreis ungeiindert lassen, 


und dabei nicht nur in den Ecken «, die vorgeschriebenen Winkel 
2x 


h? sondern auch als Winkelsumme der Ecken erster Art 22 besitzt. 

In der That: Zuvérderst ist deutlich, dass zwischen den S, 7, U 
in diesem Falle die friiher besprochenen Relationen bestehen miissen. 
Denn diese waren nur eine Folge von Dem, was gerade hinsichtlich 
der Winkel postulirt wurde. Wir reproduciren daraufhin unseren ersten 
Bereich vermége der S, 7’, U. Es ergiebt sich dann zuniichst, dass 
unser urspriinglicher Bereich genau nach dem Schema des § 11. von 
einem Kranze neuer Bereiche umgeben ist, von denen keiner iiber ihn 
hiniibergreift. Aber das Gleiche gilt dann nothwendig von jedem 
anderen Bereiche. Daher haben wir jedenfalls, duss die Riemann’sche 
Fliiche (p, n, lx), welche durch den ersten Bereich vermige der Zu- 
sammengehirigkeit seiner Kanten definirt wird, eine unverzweigte Function 
von » ist. 

Aber wird unsere Riemann’sehe Fliche in Folge dessen in 9 ein- 
deutig sein*) und wirklich den vorgegebenen Hauptkreis zur natiirlichen 
Grenze haben? Ich behaupte, dass Beides in der That der Fall ist. 

*) Functionen mit natiirlicher Grenze kénnen sehr wohl unverzweigt und 
doch nicht eindeutig zu sein, wie einfache Beispiele beweisen und im Folgenden 
noch éfter zur Sprache kommt. Man braucht z. B. nur den Bereich, in welchem 
die Function existirt, an irgend einer Stelle tiber sich selbst hiniibergreifen zu lassen. 
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Und hier ist es nun, dass ich zum Beweise jene Nicht-Euklidische 
Maassbestimmung brauche, welche am Ende von § 7. dieses Abschnitts 
entwickelt wurde. Dabei beschriinke ich mich, der Kiirze halber, auf 
den Fall, dass alle Substitutionen U;, elliptisch sind. Sollten einige 
derselben parabolisch sein, so miisste man eine Hiilfsbetrachtung an- 
stellen, die derjenigen nicht uniabnlich ist, welche wir am Schlusse 
des vorigen Paragraphen entwickelten. 

Im Sinne der erwihnten Maassbestimmung sind alle aus dem 
urspriinglichen abzuleitenden Fundamentalbereiche congruent. Wir 
wollen uns nun zuvoérderst die Fundamentalbereiche so angeordnet 
denken, wie in § 11. gegen Schluss besprochen. Sei d die kleinste 
Entfernung, welche von einem Eckpunkte des einzelnen Fundamental- 
bereiches bis zu einem Punkte einer nicht anstossenden Begrenzungs- 
kante hinreicht. Dann hat jeder der unendlich vielen Ringe, mit 
denen wir successive den ersten Fundamentalbereich umgeben, eine 
Breite, die an keiner Stelle unter d herabsinkt. Jeder Punkt daher, 
welcher in endlicher Entfernung von dem urspriinglichen Fundamental- 
bereiche angenommen werden mag, wird schliesslich von den Repro- 
ductionen des Ausgangsbereiches iiberdeckt, und nur der Haupt- 
kreis selbst, als Ort der unendlich fernen Punkte, kann die natiir- 
liche Grenze der Reproductionen sein, womit also dieser Punkt 
erledigt ist. 

Wollen wir jetzt ferner beweisen, dass unsere Riemann’sche Fliche 
(p, m, i) in y eindeutig ist, so haben wir zu zeigen, dass bei dem 
geschilderten Reproductionsverfahren (bei dem gewiss niemals benach- 
barte Bereiche iibereinandergreifen kénnen) auch nie entfernte Bereiche 
iibereinandergreifen. Gesetzt, es giibe zwei solche Bereiche TT, und 
TIy, so wiirden wir zwischen dieselben eine endliche Zahl unmittelbar 
aufeinanderfolgender Bereiche: TT,, TT,,---, Ty-1 einschalten kénnen. 
Diese Reihenfolge, welche mit ihren Endgliedern, TT, und TTy, iiber 
sich selbst hiniibergreift, umspannt, im Sinne unserer Maassbestimmung, 
jedenfalls nur einen endlichen Theil der Ebene. Nach dem, was eben 
bewiesen wurde, ist letzterer mit Fundamentalbereichen vollkommen 
ausgefiillt. Von diesen Fundamentalbereichen miissen aber zwei, welche 
bez. an TT, und Tly angrenzen, selbst wieder iibereinandergreifen. 
Indem wir sie an die Stelle von TT, und Tly setzen und durch die 
Reihenfolge derjenigen Fundamentalbereiche verbinden, welche an 
TI,, Tl,, +--+, Tly-1 von der Innenseite angrenzen, wiederholen wir 
denselben Schluss fiir einen Theil der Ebene, der um ein Endliches 
kleiner ist, als der gerade betrachtete. Offenbar miissen wir, so fort- 
schreitend, schliesslich zu einem Verzweigungspunkte der y- Ebene 
gelangen. Kin solcher aber ist, wie wir wissen, unmdglich. Daher 
war unsere Voraussetzung betreffs der TT,, Ty unzulissig. 
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Hiermit aber ist die Behauptung, welche wir zu Anfang des 
Paragraphen voranstellten, sofern wir von der Mdglichkeit parabo- 
lischer U;, absehen, in allen Stiicken bewiesen. 


§ 14, 


Die independenten Bestimmungsstiicke der 7-Function mit Hauptkreis. 


Auf Grund der vorangehenden Entwickelungen fragen wir jetzt 
zunichst, von wievielen Constanten ein geeigneter Fundamentalbereich 
(p, m, ) abhiifgen mag, und suchen sodann nach zweckmissigen 
Bestimmungsstiicken der zugehérigen »- Function. 

Was die erstere Frage anlangt, so kénnen wir, bei gegebenem 
Hauptkreis, etwa folgendermassen vorgehen. 

Sei (um die Ideen zu fixiren) p > 0. So beginnen wir etwa 
mit der Construction des ersten Quadrupels von Begrenzungskreiseun : 
A,*+, B,~, A,~, By+. Den Kreis A,+ und die beiden Eckpunkte auf 
ihm werden wir beliebig annehmen*): vier Constante. Fiir B,~ ist 
dann schon der erste Eckpunkt gegeben; indem wir B,~ beliebig durch 
ihn hindurchlegen und auf B,~ den zweiten Eckpunkt annehmen, ver- 
fiigen wir tiber weitere zwei Constante. Der Kreis A,— ist dann, weil 
er durch den zweiten Eckpunkt auf B,— hindurchmuss, bis auf eine - 
Constante bestimmt. Mit ihm zusammen ist dann aber auch die Sub- 
stitution S,—!, durch welche A,— aus A,+ hervorgeht, fixirt. Denn 
wir wissen, dass sie zwei Kreise (A,+ und A,~) und insbesondere deren 
Schnittpunkte mit B,— in einander iiberfiihren muss. Vermége S,— 
erfahren wir sodann die Lage des zweiten auf A,— gelegenen Kck- 
punktes. Durch diesen muss nun B,+ hindurchlaufen, was abermals 
eine Willkiirlichkeit frei lisst. Haben wir iiber sie verfiigt, so kennen 
wir wieder die zugehérige Substitution (7';) und aus ihr die Lage des 
zweiten Eckpunktes auf B,+. Das erste Quadrupel mit seinen End- 
punkten héngt also im Ganzen von 8 Constanten ab. 

Bei jedem weiteren Quadrupel A;+, B;-, Aj-, B;+ ist diese Zahl 
nur 6. Denn der Anfangspunkt der ersten Seite, der beim ersten 
Quadrupel willkiirlich war, ist bei den folgenden Quadrupeln durch 
den Endpunkt des jeweils vorangehenden Quadrupels mitgegeben. So 
héingen also die p Quadrupel zusammen von 6p + 2 Constanten ab. 

Durch den letzten Eckpunkt des letzten Quadrupels legen wir 
jetzt beliebig den Kreis A,+ (1 Const.) und nehmen auf ihm den 
zweiten KEckpunkt ebenfalls beliebig an (wieder 1 Const.). Dann ist 
A,- vollkommen bestimmt, weil er, durch den letzteren Punkt hin- 








*) Es wird also selbstverstiindlich daran festgehalten , dass alle Begrenzungs- 
kreise auf dem Hauptkreise senkrecht stehen. 
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durchgehend, mit A,+ den Winkel a bilden soll. Ebenso ist die 


Substitution U, und also auch der zweite Eckpunkt auf A,— festgelegt. 
Durch letzteren Punkt hindurch construiren wir jetzt A,+, nehmen 
auf ihm den zweiten Eckpunkt an, etc. ete. Die n Paare Ay+, Am 
liefern zusammen, wie man sieht, 2n Constante. 

Von deu so aufgezihlten 6p + 2+ 2 Constanten gehen nun 
noch 3 verloren, weil unser Bereich erstens ein geschlossener sein 
muss, also der erste Eckpunkt des ersten Quadrupels mit dem letzten 
Kckpunkte auf A,~ coincidiren muss (zwei Bedingungen) und iiber- 
diess als Winkelsumme der (4p + ) Ecken erster Art 2x aufweisen 
soll (eine Bedingung). 

Unser Fundamentalbereich hiingt also, bei gegebenem Hauptkreise, 
definitiv von 6p + 2n — 1 willkiirlichen Constanten ab. 

Aber diese Constanten sind nicht ohne Weiteres Bestimmungs- 
stiicke der 4-Function. Wir miissen naimlich beachten, dass wir die 
Riemann’sche Fliche (p, n, i.) bei vorgegebener »-Function noch in 
sehr verschiedener Weise kanonisch zerschneiden und also durch einen 
kanonischen Fundamentalbereich ersetzen kénnen. Die hierin liegende 
Willkiirlichkeit ist eine doppelte. Einmal kénnen wir jenen Punkt 0, 
den wir bei Construction des Schnittsystems auf der Fliche zu Grunde 
legten, beliebig wandern lassen. Dann aber kénnen wir die Art und 
Reihenfolge der zugehérigen Querschnitte A;, B;, Z; in hohem Maasse 
abindern. Den ersteren Umstand miissen wir (da wir hier durchaus 
reelle Bestimmungsstiicke abzihlen) mit zwei Kinheiten in Rechnung 
stellen. Der zweite Umstand dagegen bringt eine Reduction der Con- 
stantenzahl nicht mit sich. Denn die Anzahl der bei ihm zu unter- 
scheidenden Méglichkeiten ist nur eine discrete. Wir wollen sogar 
fir die Folge festsetzen (sofern nicht ausdriicklich das Gegentheil 
stipulirt wird), dass wir diesen zweiten Umstand ganz ausser Acht 
lassen wollen. Es kommt diess darauf hinaus, dass wir jede 4-Func- 
tion so oft zihlen, als die zugehérige Riemann’sche Flache in kanoni- 
scher Weise zerschnitten werden kann, oder auch — da durch die 
Zerschneidung jene Substitutionen S;, 7;, U, erst fixirt werden, aus 
denen sich die zugekérige Gruppe linearer Substitutionen zusammen- 
setzt — so oft zahlen, als die zugehérige Gruppe linearer Substitu- 
tionen aus Operatiouen S;, 7;, U, zusammengesetzt werden kann. 

Jedenfalls haben wir: Die einzelne -Function (p, n, l,) héingt 
bei gegebenem Hauptkreise von 6p + 2n —3 reellen Bestimmungs- 
stiicken ab. 

Es bieten sich aber auch sofort diejenigen Gréssen dar, welche 
wir zweckmissigerweise als Bestimmungsstiicke einfiihren. Wir wollen 
der Kinfachheit halber den Hauptkreis mit der Axe der reellen Zahlen 
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zusammenfallen lassen. Dann hingt jede Substitution S; oder 7; von 
drei, jede U, (insofern sie eine primitive elliptische Substitution von 
der Periode 1, vorstellt) von zwei reellen und independenten Constan- 
ten ab. Aber zwischen der S;, T;, U, besteht unsere Fundamental- 
relation. Ich will annehmen, dass p > 0 sei*). So schreiben wir die 
Fundamentalrelation, indem wir einige Factoren von links nach rechts 
hiniibersetzen, in der Art, dass etwa S, (oder 7’) beiderseits in der 
positiven ersten Potenz auftritt. Die lundamentalrelation liefert uns 
dann drei lineare Gleichungen zur Bestimmung von S, (resp. 7;). 
Daher kinnen wir geradezw (im Anschluss an die eben getroffene 
Festsetzung) die 6p + 2n — 3 Substitutionscoefficienten der erzeugen- 
den Substitutionen T, (oder 8,), S,, T,, «++, 8p, Tp, Uy, Ug,+++, Un 
als die willkiirlichen Bestimmungsstiicke der -Function betrachten. — 
Willkirlich sind die Bestimmungsstiicke insofern, als sie innerhalb 
gewisser Ungleichungen sich beliebig fndern kénnen. Diese Un- 
gleichungen, deren arithmetische Fixirung hier unerledigt bleibt, finden 
ihr geometrisches Aequivalent in der Forderung, dass zu den ange- 
nommenen S;, 7;, U, jedesmal ein zugehdriger kanonischer Funda- 
mentalbereich soll construirt werden kénnen. 

Wesentlich sind iibrigens von den genannten 6p + 2n — 3 Con- 
stanten nur 6p + 2n — 6. 

Denn wir werden weiterhin alle solche 4-Functionen im Wesent- 
lichen als identisch betrachten, welche linear von einander abhingen. 
Nun verlegten wir bereits den Hauptkreis der y-Functionen in die Axe 
der reellen Zahlen. Aber diese selbst geht noch durch dreifach unend- 
lich viele Transformationen in sich iiber. Indem wir dieselben zu 
Hiilfe nehmen, kénnen wir z. B. bestimmen, dass von den Funda- 
mentalpunkten unserer erzeugenden Substitutionen bestimmte drei in 
0, 1, o© fallen sollen. Dadurch kommen dann in der That von den 
friiher aufgezihlten (reellen) Constanten drei weitere noch in Abzug. 
Die iibrigen 6p + 2n — 6 bleiben in dem erwabnten Sinne unabhingig. 


§ 15. 
Die Variation der Constanten, an einem Beispiele erlautert. 


Die Constanten, welche wir soeben zur Bestimmung der 4-lunc- 
tion einfiihrten, sind ihrer Bedeutung nach zuvérderst wesentlich reelle 
Gréssen. Aber es liegt nahe, zu fragen, was die Bedeutung sein mag, 
wenn wir ihnen gestatten, complexe Werthe anzunehmen. Wird der 
Gruppe, die aus den S;, 7;, U, durch Combination entsteht, auch 


*) Den Fall p =, der auch nicht schwer zu behandeln ist, tibergehe ich 
der Kiirze wegen. 
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dann noch eine brauchbare Gebietseintheilung entsprechen ? Wir finden, 
dass diess in der That der Fail ist, so lange die Umiinderung der 
Constanten nicht sehr betrichtlich ist. Es tritt nun an die Stelle des 
fritheren Hauptkreises eine andere, nicht analytische, Begrenzungslinie 
und die hyperbolischen Substitutionen der Gruppe sind, allgemein zu 
reden, in loxodromische tibergegangen. 

Um diese etwas unbestimmt gefasste Aussage zu verstehen, be- 
trachten wir ein mdglichst einfaches Beispiel. Ich wihle hierzu diejenige 
symmetrische Gruppe, welche aus einem Kreisbogenpolygone, dessen 
simmtliche Winkel gleich Null sind, durch fortgesetzte Spiegelung 
entsteht. Sind simmtliche Begrenzungskreise des Polygons gegen einen 
Hauptkreis seukrecht, so entsteht bei diesem Spiegelungsverfahren 
gewiss eine brauchbare Gebietseintheilung, wie diess oben (§ 8) in 
allgemeinerer Fassung schon bemerkt wurde. Der Hauptkreis, welcher 
seinerseits bei allen Spiegelungen invariant bleibt, giebt dabei die 
natiirliche Grenze der fortgesetzten Reproductionen ab. Es mag dieser 
Fail durch das Kreisbogensechseck der Figur 11 auf Tafel 2 erliutert 
sein. Ich habe dabei, um den Vergleich mit den folgenden Fallen zu 
erleichtern, die Begrenzungskreise iiber den Hauptkreis hinaus voll- 
stiindig ausgezogen. 

Wir modificiren jetzt (um bei dem Beispiele der Figur zu bleiben) 
unser Kreisbogensechseck, zuniichst etwa in der Art, wie Figur 12 
angiebt. Die Begrenzungskreise haben jetzt keineswegs mehr einen 
gemeinsamen Orthogonalkreis. Aber die Figur ist der friiheren doch 
dadurch noch ahnlich, dass nicht auf einander folgende Begrenzungs- 
kreise sich tiberhaupt nicht treffen. Hieraus folgt wunmittelbar , dass die 
Reproductionen unseres Polygons, wie in dem friiheren Falle einen ein- 
fach zusammenhiingenden (aber allerdings nicht kreisfirmigen) Bereich 
bedecken, der nirgendwo iiber sich selbst hiniibergreift. Deun so oft wir 
an einem der Begrenzungskreise des urspriinglichen Sechsecks oder 
irgend eines der aus ihm abgeleiteten spiegeln, das Spiegelbild nicht nur 
der angrenzenden Sechsecks sondern auch aller iibrigen Begrenzungs- 
kreise fallt in das Innere des spiegelnden Kreises hinein und collidirt 
also weder mit dem angrenzenden Sechseck, noch mit irgend einem 
friiheren, das wir bereits durch anderweitige Spiegelung construirt 
haben mégen. — Was die natiirliche Grenze angeht, der diese fort- 
gesetzten Reproductionen zustreben, so kénnen wir beliebig viele Punkte 
derselben construiren: die Beriihrungspunkte niimlich auf einander 
folgender Begrenzungskreise irgend eines an der Figur betheiligten 
Sechsecks. Diese Grenze ist natiirlich in keiner Weise mehr eine ana- 
lytische Curve. 

Wie aber, wenn wir das Sechseck weiter deformiren und also 
den Begrenzungskreisen gestatten, zum Theil tibereinanderzugreifen ? 
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Unmittelbar auf einander folgende Sechsecke werden sich auch dann 
noch liickenlos neben einander legen und die durch den Fundamental- 
bereich versinnlichte Riemann’sche Fliiche wird nach wie vor eine un- 
verzweigte Function jener Variabelen y sein, in deren Ebene wir unsere 
Sechsecke construiren, Aber sie wird, von besonderen Fiillen abgesehen, 
keineswegs mehr eine eindeutige Function sein. Man versuche etwa, 
sich die Gesammtheit der Reproductionen des Sechsecks in Figur 13 
vorzustellen. — Ein noch frappanteres (aber weniger iibersichtliches) 
Beispiel wiirde man erhalten, wenn man dem urspriinglichen Sechsecke 
selbst bereits eine solche Gestalt ertheilt hitte, dass es fiir sich ge- 
nommen einen Theil der Ebene doppelt tiberdeckt. 

In derselben Weise nun, wie hier im Beispiele, miissen wir uns 
die Sache allgemein denken. Indem wir die Constanten eiver 4-Func- 
tion p, n, l,, unter Festhaltung dieser Signatur, complex lassen werden, 
behalten wir fiirs Erste noch eine brauchbare Gebietseintheilung. Es 
greifen nur die fortgesetzten Reproductionen des urspriinglichen Fun- 
damentalbereichs, sozusagen, iiber den Hauptkreis hinaus oder bleiben, 
an anderen Stellen, hinter ihm zuriick: die natiirliche Grenze aber, 
der sie zustreben, ist zuvérderst noch eine einheitliche Contour, welche 
sich selbst nicht schneidet, % 

Auf eine genauere Untersuchung der Ungleichungen, denen unsere 
complexen Constanten geniigen miissen, damit die natiirliche Grenze 
den angegebonen Charakter behiilt, gehe ich an dieser Stelle nicht 
ein*), Es muss gentigen, die allgemeine Méglichkeit gewisser y-Func- 
tionen bezeichnet zu haben. Wir sehen, dass es bei gegebenen 
p, nm, |, eine unendliche Anzahl brauchbarer Gebietseintheilungen 
sozusagen von demselben Typus giebt; unter ihnen bilden die 
Gruppen mit Hauptkreis, die wir seither allein betrachteten, wie 
ich fortan sagen will, den Normalfall. Offenbar sind unter den ein- 
deutig umkehrbaren y-Functionen derselben Signatur p, n, l, die hier 
in Betracht gezogenen dadurch charakterisirt, dass ihnen nicht nur 
ein einfach zusammenhdngender Kundamentalbereich eignet, sondern 
dass auch von der Gesammtheit der Fundamentalbereiche ein einfach 


*) Was die explicite Formulirung derartiger Ungleichungen betrifft, so 
méchte ich hier aut die schon oben genannten Untersuchungen von Herrn 
Rausenberger im 20" und 2i'* Bande der Annalen verweisen, Uebrigens 
subsumiren sich seine Gruppen weder siimmtlich unter die hier im Texte be- 
trachteten noch auch unter die anderen, welche im folgenden Paragraphen durch 
Ineinanderschiebung hergestellt werden. Man kann seine Ausgangsgruppen alle 
dadurch erhalten, dass man ein Kreisbogendreieck mit reellen oder beliebig 
imagindren Winkeln durch Spiegelung vervielfiltigt (wobei die reellen Winkel 
natiirlich ganzzahlige Theile von 2 sein miissen). Hernach diirfen die reellen Con- 
stanten, welche zur Fixirung der imaginaéren Winke] dienen, ins Complexe hinein 
variirt werden. 
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zusammenhingendes Flachenstiick iiberdeckt wird. Dem entspricht, dass 
zwischen ihren erzeugenden Substitutionen S;, T;, U, keine anderen 
Relationen existiren und iiberhaupt fiir sie ganz ihnliche Betrachtungen 
gelten, wie wir sie in § 12 fiir die Gruppen mit Hauptkreis dar- 
gelegt haben. 

Wollen wir andere eindeutig umkehrbare »-Functionen finden, so 
miissen wir also dafiir sorgen, dass entweder bereits der urspriingliche 
Fundamentalbereich in der y-Ebene einen mehrfachen Zusammenhang 
hat, oder doch, dass ein mehrfacher Zusammenhang bei den Repro- 
ductionen desselben resultirt. Ich erliutere im folgenden Paragraphen 
einen Process, der uns mit unendlich vielen neuen y-Functionen der 
ersteren Art versieht. Es sind diess die allgemeinsten »-unctionen, mit 
denen ich mich im vorliegenden Aufsatze beschiftigen will, und mit 
ihrer Besprechung (§ 16— 18) schliesst daher der gegenwiirtige Abschnitt. 


§ 16. 
Der Process der Ineinanderschiebung. 


Neben den Gruppen des vorangehenden Paragraphen, denen wir 
alle diejenigen zuzihlen wollen, die wir in § 6 besprochen haben, 
kennen wir von friiher her noch jene einfachen discontinuirlichen 
Gruppen, welche durch Wiederholung einer einzelnen linearen Sub- 
stitution erzeugt werden. Ist diese Substitution elliptisch oder para- 
bolisch, so ist der Fundamentalbereich eine Sichel, hat also ebenfalls 
den Zusammenhang Eins. Dagegen wird der Fundamentalbereich ring- 
formig und somit zweifach zusammenhingend, wenn die Substitution 
hyperbolisch oder loxodromisch ist. 

Es giebt nun einen allgemeinen Process, vermége dessen wir aus 
irgendwie vorgegebenen brauchbaren Gruppen andere, gleichfalls brauch- 
bare zusammensetzen kénnen, deren Fundamentalbereich einen beliebig 
hohen Zusammenhang aufweist. Man grenze niimlich ein Stiick der 
n-Ebene durch mehrere solche Contouren ab, wie sie, einzeln genom- 
men, vermidge der Substitutionen der vorgegebenen Gruppen, als Be- 
grenzung zugehiriger Fundamentalbereiche auftreten kinnen. Combinirt 
man dann die auf die verschiedenen Contowren beziiglichen erzeugenden 
Substitutionen, so entsteht von selbst eine brauchbare Gebietseintheilung, 
deren erster Fundamentalbereich jenes abgegrenzte Stiick ist. 


Ich bezeichne dieses Verfahren als Ineinanderschiebung, und erliutere ~ 


dasselbe zuniichst an einigen Beispielen*). 
Wir betrachten zuvérderst etwa (Figur 14) einen solchen Theil 


*) Eben hier kommt die Anschauungsweise zur Geltung, welche durch die 
Figuren 2, 3, 5, 6, 10 entwickelt werden sollte. 
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der y-Ebene, welcher durch zwei Kreispaare: R,’, R,” und R,', R,”, 
begrenzt ist. Die Kreise R,’ und R,”, sowie R,’ und R," (die in der 
Figur durch Pfeile verbunden sind) ordnen wir je durch eine hyper- 
bolische oder loxodromische Substitution, S, bez. S, zusammen, so 
zwar, dass unser Gebiet ein gemeinsames Stiick der beiden ringformigen, 
auf letztere Substitutionen beziiglichen Fundamentalbereiche ist. Dann 
finden die Gebiete S,+*, S,t?, welche wir aus dem vorgegebenen Be- 
reiche durch positive oder negative Anwendung der einzelnen er- 
zeugenden Substitution ableiten kénnen, gewiss liickenlos neben ein- 
ander Platz: die ersteren sind den aufeinanderfolgenden Werthen von 
« entsprechend alle in R,’, bez. R,” eingeschlossen, die anderen in 
R,’, bez. R,”, je nach den Werthen von + 8. Aber jedes dieser neuen 
Gebiete trigt in seinem Inneren wieder zwei kreisformige Oeffnungen. — 
Und in diese Oeffnungen hinein legen sich, wiederum in liickenloser 
Aufeinanderfolge, die Gebiete S,+*8,+8, bez. S,+°S,+¢; die ersteren 
sind jeweils in ein bestimmtes S,+?, die anderen in ein bestimmtes 
S,t@ eingeschlossen. Innerhalb der so gewonnenen Gebiete finden nun 
wieder die neuen S,+° 8,t¢ 8,t% resp. S,t@ 8,t° 8,t¢ Platz. Und so 
geht der Process fort in’s Unendliche. Eine Collision kann niemals 
eintreten, weil die neu construirten Bereiche immer solche Theile der 
m-Ebene tiberdecken, welche bis dahin noch nicht benutzt waren. 
Daher erzielen wir eine in der That brauchbare Gebietseintheilung. 
Alle Substitutionen der zugehérigen Gruppe sind loxodromisch (oder 
hyperbolisch) und die unendlich vielen, iibrigens zerstreut liegenden 
FKundamentalpunkte dieser Substitutionen sind es, welche als natiirliche 
Grenze des von den Fundamentalbereichen tiberdeckten Gesammtgebietes 
zu gelten haben. 

Nicht anders ist die Sache, wenn wir als Ausgangsbereich z. B. 
denjenigen Raum nehmen, der nach Art von Figur 15 zwei Sicheln 


. . ° ° . rs ~ 22 : : 
gemeinsam ist. Die eine mag die Winkeléffnung ~-, die andere die 


Oeffnung a besitzen, unter m, ganze Zahlen verstanden; die zu- 
gehérigen Substitutionen, welche in der Figur durch Pfeile angedeutet 
sind, mégen 2,, X, heissen. Wir verfahren dann genau so, wie eben 
mit den S,, S,. Nur haben wir jetzt die Relationen 2,"=—1, 2,"=—1 
und kénnen dementsprechend die Exponenten +a, + £6 auf den 
Spielraum von 0 bis (m — 1), resp. von 0 bis (m — 1) beschrinken. 
Es ist wohl kaum néthig, den ganzen Process .hier noch einmal geo- 
metrisch zu schildern. In gewissen Eckpunkten laufen nun jedesmal 
m Sicheln, in anderen » zusammen. Die zugehérige Gruppe enthilt 
jetzt unendlich viele elliptische Substitutionen, aber keine anderen 
als diejenigen, die sich in der Gestalt 72,*a-1, oder 12,/a—! dar- 
stellen, Die natiirliche Grenze fir die Gesammtheit der Fundamental- 
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bereiche wird wiederum von den Fundamentalpunkten derjenigen 
hyperbolischen oder loxodromischen Substitutionen gebildet, die an 
der Gruppe participiren. — 

Nehmen wir endlich an (wobei ich keine niahere Specification 
eintreten lassen will), dass irgend eine Gruppe mit reellem Hauptkreis 
bei dem Ineinanderschiebungsprocesse betheiligt sei*). So wird auch 
dieser Kreis selbst bei den fortgesetzten Reproductionen des urspriing- 
lichen Fundamentalbereiches unendlich oft vervielfaltigt werden. Das 
Gebiet also, welches von der Gesammtheit der Fundamentalbereiche 
tberdeckt wird, zahlt unter den Bestandtheilen seiner natiirlichen 
Grenze neben anderen hier nicht niher bezeichneten Stiicken jedenfalls 
unendlich viele Kreislinien. — 

Diese Beispiele werden geniigen, um den Begriff der Ineinander- 
schiebung beliebiger Theilgruppen geliufig zu machen. Wir wenden 
denselben nunmehr auf beliebige Zusammenstellungen der eben auf- 
gezahiten uns bekannten Gruppen an. Dabei lassen wir, in Ueberein- 
stimmung mit friiheren Festsetzungen, nur die Beschrinkung eintreten, 
dass immer bloss eine endliche Zahl von Theilgruppen combinirt werden 
soll. Die neu entstehenden Gruppen, resp. Gebietseintheilungen , ordnen 
wir nach T'ypen, indem wir alle solche Gruppen zu demselben Typus 
rechnen , deren einzelne Theilgruppen resp. demselben Typus angehéren. 
Innerhalb des einzelnen Typus bilden diejenigen Gruppen den Normal- 
fall, welche, neben beliebig vielen isolirten Substitutionen, nur Theil- 
gruppen mit Hauptkreis enthalten. 

Es gilt jetzt, die Riemann’sche Fliche zu charakterisiren, welche 
der einzelnen so erzeugten discontinuirlichen Gruppe entspricht, und 
zugleich anzugeben, wie sich auf ihr unser 7, als complexe Function 
des Ortes aufgefasst, verhiilt. 


§ 17. 


Die neue 7-Function auf der zugehérigen Riemann’schen Fliche. 


Ich will annehmen, dass folgende Gruppen durch Ineinander- 
schiebung vereinigt wurden: zuniichst q Gruppen, welche aus einer 
einzelnen elliptischen oder parabolischen Substitution, dann ferner 
ry Gruppen, welche aus einer einzelnen hyperbolischen oder loxodro- 
mischen Substitution durch Wiederholung erwachsen, endlich aber 
s Gruppen vom Hauptkreistypus, die also entweder selbst einen Haupt- 
kreis besitzen oder aus einer Gruppe mit Hauptkreis durch Variation 
der Constanten abgeleitet wurden. Die einzelne Gruppe unter den 


*) Vielleicht ist es niitzlich, auch solche Beispiele durchzudenken, wo der 
Hauptkreis imaginir oder in einen Punkt ausgeartet ist. 
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letztgenannten mag die Signatur 2, v besitzen (wo ich also die friiheren 
lateinischen Buchstaben durch griechische ersetzt und der Kiirze halber 
die Indices der einzelnen Verzweigungspunkte fortgelassen habe). Dann 
ist der Fundamentalbereich in der y-Ebene von g + 2r + s verschie- 
denen Curven begrenzt. Jede Curve der ersten Art besteht aus zwei 
Stiicken Q’, Q”, welche, fiir sich genommen, eine Sichel von einer 
gewissen Winkeléffnung begrenzen*). Die 27 Curven zweiter Art 
gehéren paarweise als Ft’ und R” vermége der betreffenden hyper- 
bolischen oder loxodromischen Substitution zusammen (vergl. noch 
einmal Fig. 14). Endlich die s Curven der letzten Art bestehen nach 
dem in § 10. geschilderten Schema aus 4a + 2v paarweise zusammen- 
gehoérigen Stiicken, die wir kurzweg wieder mit A;t, Bjt, A,t be- 
zeichnen mogen. — Den so definirten Fundamentalbereich denken 
wir uns nun durch eine iquivalente Riemann’sche Fliche ersetzt. So 
entspricht dem Linienpaare Q’, Q” je ein Einschnitt Q, der von einem 
beliebigen Punkte der Fliiche beginnend zu einem anderen hinliuft: 
die beiden Endpunkte des einzelnen Einschnittes sind Verzweigungs- 
punkte unserer »-Function. Den zusammengehirigen R', R” dagegen 
correspondiren gewisse r auf der Fliche verlaufende und dieselbe nicht 
zerstiickende Riickkehrschnitte R. Endlich jeder der weiteren Be- 
grenzungscurven (z, v) entspricht ein ganzes auf der Fliche befind- 
liches Schnittsystem, welches in der friiher beschriebenen Art einmal 
aus 22 Querschnitten A;, B; besteht, die von einem gewissen Punkte 
O auslaufend spiter in denselben wieder einmiinden, dann aber aus v Ein- 
schnitten, die von demselben Punkte O aus sich nach v Verzweigungs- 
punkten der »- Function hinziehen. Hiernach haben wir, unter n die 
Gesammtzahl der Verzweigungspunkte unserer y- Function verstanden, 
sofort die folgende erste Formel: 


n= 2q +>) ». 


Des Ferneren berechnen wir [nach § 4. des ersten Abschnitts] das 
Geschlecht p der Riemann’schen Flache folgendermassen. Unser Funda- 
mentalbereich hat als schlichtes Stiick der Ebene eine Grundzahl, 
welche der Anzahl g-+ 2r-+ s der Begrenzungscurven gleichkommt. 
Aber die Grundzahl unserer Riemann’schen Fiche, die wir gleich 2p 
setzen, wird durch jeden Einschnitt @ um eine Einheit vermebrt und 
durch jedes Schnittsystem (x, v) um (2a — 1) vermindert. Die Riick- 
kehrschnitte R sind auf die Grundzahl ohne Einfluss. Daher folgt: 


2p = (q+ 2r-+s8)-g4+> (2x — 1), 
es 1 
*) Ich nenne diese Stiicke Q’, Q” nicht ausdriicklich Kreisbogen, weil es 


mit Riicksicht auf die anderen Begrenzungsstiicke bequem sein kann, ihnen eine 
andere Form zu ertheilen, Achnliche Bewandtniss hat es mit der R’, R” etc. 
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oder kiirzer geschrieben: 


port > 


Wir fragen nun billig, wodurch sich die neue 9-Function (p, n) 
von den friiheren mit der gleichen Signatur unterscheidet. In dieser 
Hinsicht betonten wir schon oben, dass jetzt der Fundamentalbereich 
in der y-Ebene mehrfach zusammenhingend ist, wahrend er es friher 
nicht war. In Folge dessen giebt es jetet auf der Riemann’schen Fliiche . 
p, m gewisse geschlossene, sich selbst nicht schneidende Wege, die sich 
nicht auf einen einzelnen Punkt zusammenziehen lassen und bei deren 
Durchlaufung sich y trotedem identisch reproducirt. Als solche Wege 
finden wir zuniichst diejenigen, die um einen einzelnen Einschnitt Q 
herumlaufen, dann ferner die Riickkehrschnitte R selbst, endlich die- 
jenigen Curven, welche das einzelne Schnittsystem (x, v) umgeben. 
Von diesen Curven kann iibrigens noch eine weggelassen werden. 
Denn eine Durchlaufung aller der genannten Curven hintereinander 
ist offenbar auf der Fliche mit der Umkreisung eines einzelnen Punktes 
fiquivalent. Diesem Verhalten entsprechend haben wir jetet nur 


8 
q+rt+ > (2a + n) erzeugende Substitutionen und zwischen thnen 


s Relationen vom Typus der friiheren Fundamentalrelation. Denn fiir 
die erzeugenden Substitutionen jeder Theilgruppe (2, v) ergiebt sich 
jetzt eine solche Beziehung, indem wir den zugehérigen Punkt O auf 
der Riemann’schen Fliche umkreisen. Hierzu treten dann noch die 
weiteren Relationen, welche die Periodicitiit gewisser elliptischer Sub- 
stitutionen aussagen. 

Wir priicisiren zugleich den Unterschied, der zwischen den hier 
erzeugten 7-Functidnen und den allgemeinsten von derselben Signatur, 
die eindeutige Umkehrung gestatten, bestehen wird. Dieser Unter- 
schied wurde schon in § 15. angedeutet. Unsere rieuen »-Functionen 
haben Fundamentalbereiche von beliebig hohem Zusammenhange, aber 
es entstehen keine neuen Zusammenhinge, wenn wir den Fundamental- 
bereich vervielfaltigen. Es kommt diess darauf hinaus, dass unter den 
Substitutionen der zugehérigen Gruppe keine anderen elliptisch oder 
parabolisch sind, als diejenigen, denen auf unserer Riemann’schen 
Fliche eine Umkreisung des einzelnen Verzweigungspunktes entspricht, 
und dass iiberhaupt fiir sie keine anderen Relationen statt haben, als 
die soeben angegebenen. [Man zeigt diess ganz iihnlich, wie es be- 
treffs der »-Function mit Hauptkreis in § 12. geschehen ist]. Fiir die 
allgemeinsten eindeutig umkehrbaren y-Functionen miissen wir aber 
eine soleche Moéglichkeit offenhalten. Inzwischen gehen wir auf ge- 


nauere Untersuchung in der hiermit angedeuteten Richtung an dieser 
Stelle nicht ein. 
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§ 18. 
Constantenzahl des jeweiligen Normalfalles. 


Wir bestimmen zum Schlusse noch, wie gross die Anzahl der 
Constanten ist, von denen die neue 7-Function (p, ) im Normalfalle 
abhiingt. Im genauen Anschlusse an die Entwickelungen des § 14. 
wollen wir dabei jede n-Function so oft zihlen, als die zugehdrige 
Riemann’sche Fliche (p, ”) in verschiedener Weise den Vorstellungen 
des § 15. entsprechend zerschnitten werden kann. Wir betrachten also 
geradezu als Bestimmungsstiicke der n-F'unction diejenigen Coefficienten 
der zugehirigen erzeugenden Substitutionen, welche unabhdngig bleiben, 
nachdem wir die zwischen den Substitutionen bestehenden Relationen 
identisch erfiillt haben. 

Fiir die einzelne Gruppe mit Hauptkreis fanden wir in § 14, 
unter (a, v) die Signatur der Gruppe verstanden und iibrigens unter 
der Voraussetzung, dass der Hauptkreis mit der Axe der reellen Zahlen 
coincidire, 62 + 2v — 3 reelle Bestimmungsstiicke. Diesen haben wir 
jetzt 3 weitere hinzuzufiigen, da wir dem einzelnen Hauptkreise zuvorderst 
eine beliebige Lage ertheilen miissen. So kommen auf Rechnung der 
verschiedenen Gruppen mit Hauptkreis, die wir dem Ineinander- 
schiebungsprocesse unterworfen haben, 6 2a + 22Zy reelle Constante. 
Die q elliptischen (oder parabolischen) Substitutionen, welche beim 
Ineinanderschiebungsprocesse betheiligt sind, bringen ihrerseits 2q, die 
r loxodromischen Substitutionen 3r Constante, aber complexe Constante 
mit sich. Da wir iibrigens durchaus reelle Bestimmungsstiicke zihlen, 
werden wir beide zusammen als (4¢ + 67) in Rechnung stellen. Nun 
ist, dem vorigen Paragraphen zufolge, (r+ 22) ==p und (2g+ 2 v)—n. 
Daher haben wir im Ganzen 6p + 2n Constante. Aber von ihnen 
werden wir noch 6 Einheiten als unwesentlich in Abzug bringen, in- 
dem wir nimlich, wie in § 14., alle derartige 4-Functionen als iden- 
tisch erachten, welche linear von einander abhiingen, jetzt aber die 
in = te enthaltenen Constanten als complex betrachten miissen. Da- 
her haben wir schliesslich: 

Die Anzahl der reellen Constanten, von denen eine Normalgruppe 
(p, n) abhingt, ist, unabhiingig von dem Typus, welchem die Gruppe 
angehiren mag, gleich (6p + 2n — 6). 

Diese Constanten miissen natiirlich wieder gewissen Ungleichungen 
geniigen. Zu den Ungleichungen, welche wir oben bei der einzelnen 
Gruppe mit Hauptkreis andeuteten, treten hier weitere, von denen die 
einen aussagen, dass gewisse einzelne Substitutionen loxodromisch (oder 
hyperbolisch) sind, wiihrend sich die anderen auf die gegenseitige 
Stellung der Theilgruppen beziehen, die nothwendig ist, damit der 
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Process der Ineinanderschiebung Platz greifen kann. Auf eine nihere 
Discussion dieser Ungleichungen gehe ich aber hier ebenso wenig 
ein, als es friiher bei den analogen Fragen geschehen ist. 


Abschnitt IV. 
Das Fundamentaltheorem. 


§ 1. 
Formulirung desselben. 


Das allgemeine Theorem, welches ich nunmehr aussprechen werde 
und das ich wegen seiner Wichtigkeit (die im folgenden Abschnitte 
noch ausfiihrlicher erliutert werden soll) das Fundamentaltheorem nenne, 
wird durch die eben bestimmte Zahl reeller Constanten: (6p+ 2n—6) 
nahe gelegt. Es ist diess genau dieselbe Anzahl reeller Constanten, 
von der eine beliebige Riemann’sche Fliiche des Geschlechtes p mit » 
nach Willkiir auf ihr angenommenen Punkten abhingt; man hat sich 
nur zu erinnern, dass die 3p — 3 Moduln, welche man, der gewdhn- 
lichen Sprechweise nach, der Fliiche beilegt, allgemein zu reden, com- 
plexe Gréssen sind*). Die Frage ist, auf welechen Riemann’schen 
Flichen des Geschlechtes p mit n vorgegebenen Verzweigungspunkten 
von bestimmtem Index Normalfunctionen**) 4 von einem gewissen 
Typus existiren mégen. Der Typus wird festgelegt, indem wir auf 
unserer Fliche gewisse Paare von Verzweigungspunkten durch Ein- 
schnitte Q verbinden, dann irgendwelche, die Fliche nicht zerstiickende 
Riickkehrschnitte R hinzufiigen und endlich soviele Schnittsysteme 
(x, v) construiren,, dass die zerschnittene Fliiche durchaus schlicht auf 
ein Stiick der Ebene iibertragen werden kann. Functionen 4, welche 
linear von einander abhiingen, will ich der Kiirze halber wieder als 
identisch betrachten. Dann besagt unser Fundamentaltheorem: 

Dass auf jeder Riemann’schen Fliiche (p, n, le) immer eine und 
nur eine Normalfunction von beliebig vorgegebenem Typus existirt. 

Zwei Specialfiille dieses Theorems mégen als besonders wichtig 
gleich hier hervorgehoben werden. 

Der erste Fall sei derjenige, in welchem die Einschnitte Q und 
die Riickkehrschnitte R iiberhaupt in Wegfall kommen, dié Schnitt- 
systeme (a, v) aber sich auf ein einziges reduciren, welches mit (p, ») 
zu bezeichnen sein wird. Dann ist also das zugehdrige 7 eine Func- 


*) Der leichteren Ausdrucksweise wegen schliesse ich im Texte wieder die 
einfachsten Falle p= 0,1 aus, 

**) Befindet sich 7, wie ich friiher sagte, im Normalfall, so nenne ich es 
hier kurz eine Normalfunction. 
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tion mit festem Hauptkreis. Zugleich kénnen wir von der speciellen 
Art der Zerschneidung hier durchaus absehen. Denn eine Uminderung 
des Schnittsystems bedeutet im vorliegenden Falle nur, dass die er- 
zeugenden Substitutionen jener Gruppe, die zu 4 gehdrt, in anderer 
und anderer Weise gewihlt werden, nicht aber, dass » selbst modi- 
ficirt wird. Daher will ich ein solches y an dieser Stelle als Haupt- 
function bezeichnen, tibrigens im Folgenden durch einen Index 1 (y,) 
kenntlich machen. Wir haben: 

Auf jeder Riemann’schen Fliche (p, n, i) giebt es eine und nur 
eine Hauptfunction. 

Es ist diess derjenige Specialfall des vorhin ausgesprochenen, all- 
gemeinen Fundamentaltheorems, den ich in meiner zweiten Note iiber 
eindeutige Functionen mit linearen Transformationen in sich (Bd. XX 
dieser Annalen, pag. 49—5)], dat. 27. 3. 82) mitgetheilt habe. Aller- 
dings wurden dort der Einfachheit halber aile Indices  unendlich ge- 
setzt und also nur von logarithmischen Verzweigungspunkten gesprochen. 
Dass die Indices der Verzweigungspunkte irgend welche sein kénnen, 
hat Hr. Poincaré in seiner beziiglichen Note vom 10. April 1882 
(Comptes Rendus de l’Académie des Sciences, t. 94) hervorgehoben. 
In dem besonderen Falle p =O hatte Hr. Poincaré die Existenz der 
Hauptfunction schon vor li:fGerer Zeit erkannt, man sehe die auf- 
einanderfolgenden und immer allgemeiner werdenden Angaben vom 
18. April und 8. August 1881 (Comptes Rendus t. 92, 93) sowie in 
Nr. 10 seines Annalenaufsatzes (Bd. XIX, pag. 561, dat. 17. Dec. 1881). 

Der zweite Specialfall unseres Fundamentaltheorems, der hier zur 
Sprache gebracht werden soll, ist derjenige, in welchem die Theil- 
gruppen mit Hauptkreis iiberhaupt in Wegfall kommen, also, auf der 
Riemanu’schen Fliche, nur die Kinschnitte Q und im Ganzen p Riick- 
kehrschnitte R vorhanden sind. Unser Satz behauptet: 

Dass es allemal eine auf der so zerschnittenen Fliche eindeutige, 
eindeutig umkehrbare n- Function giebt, welche ber Ueberschreitung der 
Q elliptische Substitutionen von resp. vorgegebener Periode erleidet. 

Diese Art von - Function soll weiterhin mit 7, bezeichnet werden. 
Auf ihre Existenz bezieht sich die erste der beiden von mir iiber ein- 
deutige Functionen mit linearen Transformationen in sich verdffent- 
lichten Noten (Annalen t. XIX, pag. 565—568, dat. 12. 1. 82). Ich 
habe dort nur, um die Sache etwas zu vereinfachen, jene Einschnitte Q, 
die wir auf der Riemann’schen Fiche beliebig construiren kénnen, 
iiberhaupt weggelassen und also nur von irgend p auf der Fliche ver- 
laufenden und dieselbe nicht zerstiickenden Riickkehrschnitten ge- 
sprochen. 


14* 
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§ 2. 
Ansatz zum Beweise. 


Um fir das hiermit formulirte Fundamentaltheorem wo nicht 
einen expliciten Beweis, so doch die allgemeinen Beweisgriinde zu 
geben, verwende ich Vorstellungen der Mannigfaltigkeitslehre. Wir 
haben einerseits die Riemann’schen Flichen (p, n, i), die wir uns 
nach bestimmtem Typus zerschnitten denken. Sie bilden eine erste 
Mannigfaltigkeit M,. Die Gestalt der einzelnen Querschnitte, sowie 
die Lage jener Punkte O, von denen aus sich die einzelnen Schnitte 
eines Systemes (x, v) erstrecken werden, bringen wir bei dieser Auf- 
fassung nicht mit in Rechnung. Wohl aber ziihlen wir zwei Schnitt- 
systeme auf derselben Flaiche, auch wenn sie fiir die schliesslich in 
Betracht kommende 9-Function aquivalent sein mégen, allemal dann 
als unterschiedene Individua von M,, wenn sie sich nicht durch stetige 
Verschiebung fiber die Flache hin zur Deckung bringen lassen. — 
Wir haben andererseits die Gesammtheit der zu dem _betreffenden 
Typus gehdrigen Normalfunctionen 4, deren einzelne wir in Ueber- 
einstimmung mit dem gerade Gesagten, und iibrigens auch mit den 
friiheren Festsetzungen, so oft zahlen werden, als die zugehérige Gruppe 
linearer Substitutionen in der friiher geschilderten Weise aus erzeugenden 
Substitutionen zusammengesetzt werden kann. Die so gezihliten 4-Func- 
tionen bilden eine zweite Mannigfaltigkeit, M,. 

Die im vorigen Abschnitte gegebene Constantenzihlung zeigt, dass 
M, wnd UY, gleich viele Dimensionen haben (nimlich 6p — 6 + 2n). 
Zudem sieht man mit leichter Ueberlegung, dass jede Mannigfaltigkeit, 
fiir sich genommen, ein einziges, zusammenhiingendes Ganze bildet. 
Hinsichtlich der M) ist diess auf Grund der friiheren Entwickelungen 
an sich klar. Denn wir kénnen die einzelnen Theilgruppen, die, in- 
einandergeschoben, unsere Gruppe erzeugen, einzeln so variiren und 
iibrigens in ihrer Stellung derart gegen einander verschieben, dass 
eine beliebige andere Gruppe desselben Typus resultirt. Hinsichtlich 
der M, aber beweist man es (wenn man es nicht als bekannt ansehen 
will) durch folgende Betrachtung der Analysis situs. Es soll méglich 
sein, jede Fliche (p, m) mit irgend vorgegebener Zerschneidung in 
jede andere desselben Typus derart continuirlich iiberzufiihren, dass 
die zweierlei Zerschueidungen zur Deckung kommen. Zu dem Zwecke 
erginze man die auf den beiden Flichen vorgegebenen Schnittsysteme 
in der Weise durch weitere an correspondirenden Stellen eingeschaltete 
Schnitte, dass zwei einfach zusammenhiingende Flichen entstehen, 
deren Randcurven in genau derselben Reihenfolge aus gewissen, paar- 
weise zusammengehérigen Stiicken bestehen. Diese beiden Flichen 
bilde man jetzt je auf eine Kreisfliiche conform ab. Die Peripherie 
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des einzelnen Kreises wird dann in eine Anzahl Stiicke zerlegt er- 
scheinen, die paarweise durch irgend ein analytisches Gesetz zusammen- 
geordnet sind. Und zwar ist die Aufeinanderfolge der zusammen- 
gehoérigen Stiicke bei beiden Kreisen genau dieselbe. Wir denken uns 
jetzt, dass der einzelne Kreis (im Sinne der Entwickelungen des ersten, 
hier vorangehenden Abschnittes) vermége der Zusammengehirigkeit 
seiner Peripheriestiicke die betreffende Riemann’sche Fliche (p, ) als 
Fundamentalbereich vertritt. Wir haben also nur zu zeigen, dass 
man, durch allmahliche Aenderung der Constanten, die eine Kreis- 
fliche mitsammt der Zuordnung ihrer einzelnen Peripheriestiicke 
in die andere Kreisfliiche und deren Zuordnnng iiberfiihren kann. Diess 
aber ist anschauungsmissig evident. 

Auf Grund des hiermit Gesagten stellt sich unsere Aufgabe jetzt 
folgendermassen. Aus dem ersten Abschnitte des Friiheren wissen wir, 
dass jedem Individuum in M, ein und nur ein Individuum in MM, ent- 
spricht. Es gilt zu zeigen, dass umgekehrt jedem Individuum von M, 
ein und nur ein Individuum in M, correspondirt. 

Hierzu entwickele ich im folgenden Paragraphen zuvérderst einen 
Hiilfssatz, welcher zeigt, dass niemals mehrere Individua in M, ein 
und demselben Individuum in M, entsprechen kénnen. 

Sodann bringt § 4. die allgemeinen Continuititsgriinde, aus denen 
ich glaube, unser Fundamentaltheorem erschliessen zu kénnen. 


§ 3. 
Hiilfssatz, betreffend die Eindeutigkeit der Beziehung. 


Ich werde jetzt, wie in Aussicht gestellt, zuvérderst nachweisen, 
dass auf einer in bestimmter Weise zerschnittenen Fliiche (p, n, Ik) 
immer nur eine zugehdrige Normalfunction n existiren kann. Was die 
Formulirung dieser Behauptung angeht, so erinnere ich an die friihere 
Verabredung, derzufolge zwei »-Functionen, welche linear von ein- 
ander abhingen, schlechthin als identisch bezeichnet werden sollen. 

Zum Beweise denke man sich die vorgegebene und in bestimmter 
Weise zerschnittene Riemann’sche Fliiche auf die Ebenen beider 
Variabeln », 7 (deren Existenz wir hier voraussetzen mdgen) simultan 
abgebildet. Wir erhalten dann in den zweierlei Fbenen zwei erste 
Fundamentalbereiche, die ausnahmslos conform und zwar in der Weise 
auf einander bezogen sind, dass der analytischen Fortsetzung des einen, 
die durch geeignete lineare Substitution des 9 bewirkt wird, genau 
diejenige analytische Fortsetzung des anderen entspricht, welche ver- 
moége der correspondirenden linearen Substitution des 9 resultirt. In- 
dem wir jetzt den Process der analytischen Fortsetzung, so wie er 
’ durch die erzeugenden linearen Substitutionen vermittelt wird, beider- 
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seits in’s Unbegrenzte verfolgen, werden immer ausgedehntere Theile 
der Ebene » auf die entsprechenden Theile der Ebene y durchaus 
conform bezogen. Es kann dabei niemals eine Vieldeutigkeit ent- 
stehen. Denn da » und 7 nach Voraussetzung demselben Typus an- 
gehéren, so bestehen zwischen den erzeugenden Substitationen der 
y-Gruppe und zwischen den entsprechenden Substitutionen der x'-Gruppe 
beziehentlich genau dieselben Relationen; es finden sich also auch in 
der »-Ebene zwischen den verschiedenen Fundamentalbereichen die- 
selben Zusammenhinge, wie in der 7/- Ebene, und umgekehrt. 

Nun bedeckt die Gesammtheit der in der einzelnen Ebene ge- 
legenen Fundamentalbereiche ein gewisses Gebiet, welches einmal von 
unendlich vielen discreten Punkten, dann aber auch von unendlich 
vielen Kreislinien begrenzt sein kann. Ich sage jetzt, dass die con- 
forme Abbildung der beiden durch die unendlich vielen Fundamental- 
bereiche iiberdeckten Gebiete keinerlei unstetige Unterbrechung erleidet, 
wenn man in beide Gebiete jene isolirten Unstetigkeitspunkte und die 
genannten Kreisperiphericen mit aufnimmt, — d. h. also, wenn man 
die beiden Gebiete nicht bloss mit Ausschluss der Beyrenzungen (wie 
es zunachst gemeint ist), sondern mit Hinschluss derselben in Betracht 
zieht. In der That scheint diess aus bekannten Sitzen iiber die Inte- 
gration der Differentialgleichung oe + ot =0 zu folgen, wenn 
man noch hinzunimmt (was durch Nichteuklidische Betrachtungen be- 
wiesen werden kann), dass die Gebiete, welche in der y- und der 
y'- Ebene durch die successiven Fundamentalbereiche tiberdeckt werden, 
gleichmdssig ihren -Begrenzungen zustreben. 


Man nebme nun einen Augenblick die beiden Functionen y, und 
n. (die wir soeben, in § 1. des gegenwirtigen Abschnittes, auszeich- 
neten) vorweg. Fir beide ist der in diesem Paragraphen zu erbringende 
Nachweis mit dem nun Gesagten bereits erledigt. Bei y, naimlich haben 
wir es tiberhaupt nicht mit isolirten Grenzpunkten, sondern nur mit 
einem Hauptkreise zu thun. Daher ist eine volle Kreisflache der 4-Ebene 
auf eine ebensolche der 7-Ebene ausnahmslos conform abgebildet, und 
dies geschieht, wie man weiss, nothwendig durch lineare Beziehung. — 
Bei », hinwieder haben wir nur isolirte Grenzpunkte und keinerlei 
Hauptkreis. Daher ist das Gebiet, welches von der Gesammtheit der 
Fundamentalbereiche unter Hinzunahme der Grenzen iiberdeckt wird, 
mit der unbegrenzten Ebene identisch. Die vollen Ebenen y und 1/ 
sind daher ausnahmslos conform auf einander bezogen, und wir haben 
wieder zwischen y und » auf Grund bekannter Sitze eine nothwendig 


lineare Beziehung. Das heisst aber beidemal mit Riicksicht auf die: 


oben getroffene Verabredung, dass » und x im Wesentlichen identisch 
sind, was zu beweisen war. 
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In den allgemeineren Fallen, wo unendlich viele Hauptkreise 
an der Begrenzung des Gebietes, sowohl der y- als der 7'-Ebene, 
betheiligt sind, miissen wir noch einen Schritt weiter gehen. Wir 
gebrauchen nimlich das Princip der Symmetrie in seiner gewéhnlichen, 
auf eine reelle Kreislinie beziiglichen Form (siehe § 4 des Abschnitts II). 
Indem wir jedes der gesammten Gebiete an jedem seiner Begrenzungs- 
kreise spiegeln, wissen wir vermége des erwahnten Princips, dass die 
so erhaltenen Spiegelbilder in Folge der urspriinglichen conformen 
Abbildung einander ebenfalls entsprechen. Jetzt fahren wir mit dem 
Spiegelungsprocesse, indem wir jeden neu erhaltenen Begrenzungskreis 
selbst wieder als Inversionskreis benutzen, ins Unendliche fort. So 
wird allmihlich die ganze y-Ebene, wie auch die 7'-Ebene, mit Aus- 
nahme wieder von unendlich vielen zerstreut liegenden Punkten, welche 
die natiirliche Grenze bilden, durch die unendlich vielen Spiegelbilder 
iiberdeckt. Diese Grenzpunkte nehmen wir schliesslich, so, wie sie 
einander entsprechend in der y- und der 7-Ebene gewonnen werden, 
in unsere conforme Abbildung mit auf. Hierdurch erleidet, genau wie 
oben bei dem entsprechenden Processe, die conforme Abdildung keinerlei 
Unterbrechung der Stetigkeit. Daher sind schliesslich die Ebenen y 
und 7 ausnahmslos conform auf einander bezogen, 4 und yn hdngen 
also nothwendig linear von einander ab, und der Beweis, den wir in 
Aussicht stellten, ist also auch im allgemeinen Falle erbracht. 


§ 4. 
Continuitatsbeweis. 


Um weiter vorwirts zu gehen, bedarf ich einer Primisse, die ich, 
obgleich sie mir unzweifelhaft richtig scheint, hier nicht in Kiirze 
explicite erledigen kann. Es handelt sich darum, dass die Beziehung 
zwischen beiden Mannigfaltigkeiten M, und M, eine analytische ist. 
Ich zweifele nicht, dass man eine solche Behauptung durch Weiter- 
entwickelung jener Existenzbeweise, tiber welche im ersten Abschnitte 
Bericht erstattet wurde, also genau im Sinne der Riemann’schen 
Theorie, wird erledigen kénnen. Uebrigens bliebe, wenn ein solches 
Verfahren auf Schwierigkeiten stossen sollte, immer noch der Recurs auf 
die Formeln, welche Herr Poincaré (wenn ich mich so ausdriicken darf) 
fiir den Zusammenhang der Mannigfaltigkeiten M, und YU, aufgestellt hat. 

Auf Grund dieser Pramisse kommen fiir die Beziehung der beiden 
Mannigfaltigkeiten M, und M, die gewéhnlichen Continuititsvor- 
stellungen zur vollen Geltung. Ich erinnere in diesem Betracht insbe- 
sondere an zwei Satze. Zuniichst daran, dass ein System von m ana- 
lytischen Functionen von ebensoviel Variabeln in der Nihe jeder Stelle, 
fiir welche die Functionaldeterminante weder verschwindet, noch un- 
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endlich wird, eindeutig umgekehrt werden kann, — dass aber auch 
riickwarts, wenn die Umkehr in der Nahe einer Stelle nicht vieldeutig 
wird, das reguliire Verhalten der Functionaldeterminante folgt. Dann 
aber an den Weierstrass’schen Satz, dass eine analytische Function 
die obere Grenze derjenigen Werthe, deren sie in einem Bereiche fahig 
ist, allemal auch wirklich erreicht. 

Unsere Aufgabe ist es nun, zu zeigen, dass innerhalb M, keine 
Gebietstheile (sozusagen ,,Inselu‘‘) vorhanden sein kénnen, in welche 
man durch Fortschreiten in M, nicht hineingelangte. Hier bietet sich 
der Vorstellung zuniichst eine doppelte Méglichkeit: Es kann sein, dass 
die Randpunkte eines solchen Gebietes (die Uferpunkte der Insel) noch 
zu dem zuginglichen Gebiete gehéren, es kann aber auch sein, dass 
man durch Fortschreiten in M, iiberhaupt niemals die Randpunkte 
erreicht. Aber beides erweist sich vermége der voraufgeschickten zwei 
Siitze als unmdglich. 

Wire niimlich das Ufer der Insel zuginglich, so wiirde dem Ufer- 
punkte in M, eine Stelle entsprechen, deren volle Umgebung sich nur 
auf einen Theil der Umgebung des Uferpunktes abbilden kiénnte. Das 
aber widerspricht dem reguliren Verhalten der beziiglichen Functional- 
determinante, welches seinerseits nothwendig ist, weil dem Hiilfssatze 
des vorigen Paragraphen zufolge kemem Punkte von M, mehrere Punkte 
von M, entsprechen kénnen. 

Unzugiinglich hinwiederum kann das Ufer unserer Insel auch nicht 
sein. Denn das hiesse geradezu, dass unser Functionensystem eine 
gewisse obere Grenze niemals erreichen kénne, und widerspriche also 
dem Weierstrass’schen Satze. 

Daher kann von Inseln in M,, die wnzugiinglich wiiren, iiberhaupt 
nicht die Rede sein; jedem Punkte in M, entspricht ein Punkt in M,, 
und unser Fundamentaltheorem ist erwiesen. 

Ich brauche kaum auf die Analogie aufmerksam zu machen, welche 
zwischen dem hiermit geschilderten Beweisgange und einem bekannten 
Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra Statt hat, 


Abschnitt V. 
Vergleich mit den elliptischen Functionen. 


Kin Vergleich der neuen y-Functionen mit den elliptischen Func- 
tionen liegt von Vorneherein nahe und er ist wohl bei allen Bearbeitern, 
die sich diesen Untersuchungen zugewandt haben, das hodegetische 
Princip gewesen. Wir kénnen einem solchen Vergleiche hier eine um 
so grdssere Priicision ertheilen, als unser Fundamentaltheorem die in 
jedem Falle zur Verfiigung stehenden Constanten iibersehen lisst. Ich 
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will mich bei der folgenden Darlegung auf jene beiden Functions- 
classen 9, und y,, die in § 1 des vorigen Abschnitts bereits ausge- 
zeichnet wurden, beschranken. In wie weit die betreffenden Aussagen 
auch noch fiir die allgemeineren von uns in Betracht gezogenen 
Functionsclassen giiltig sind, wird Jeder selbst mit Leichtigkeit ent- 
scheiden. 

Die Theorie der elliptischen Functionen betrachtet als independente 
Variable zunichst das eine auf der Riemann’schen Fliche vom Ge- 
schlechte 1 existirende iiberall endliche Integral, welches wir mit wu 
bezeichnen und iibrigens so normiren wollen, dass es die Perioden 1 
und _* besitzt. Dariiber hinaus aber ist es die Exponentialfunction 
v = @it«, welche bei vielen Entwickelungen zu Grunde gelegt wird. 
Ich sage nun zuniichst, dass es eben diese beiden Functionen sind, welche, 
im Falle p=1, jenen y, und ny, entsprechen, die auf der Riemann’- 
schen Fliche iiberhaupt keine Verzweigungspunkte besitzen. 

Was den ersten Theil dieser Behauptung angeht, so ist diess so 
zu verstehen, dass der Hauptkreis der Ebene y, in der Ebene « durch 
einen einzelnen Punkt, den Unendlichkeitspunkt, ersetzt ist. In der 
That verwandelt sich bei dieser Aunahme jener kanonische Fundamen- 
talbereich, den wir in § 10 des dritten Abschnittes fiir die y,-Function 
construirten, in das Parallelogramm der doppeltperiodischen Kunctionen. 
Die erwihnte Umiinderung wird dadurch nothwendig, dass nun von 
den erzeugenden Substitutionen der zu », gehdrigen Gruppe nur zwei, 
S, und 7, existiren, fiir diese aber die Fundamentalrelation in folgen- 
der Form geschrieben werden kann: 

8,7, =7,8,, 


so dass also S, und 7’, vertauschbar sein wiissen. 

Der andere auf v beziigliche Theil unserer Behauptung, ist aus 
der conformen Abbildung unmittelbar deutlich. Denn beim Uebergange 
zur v-Ebene verwandelt sich das Periodenparallelogramm der Ebene u 
(und also das Bild der Riemann’schen Fliche p= 1) in einen ring- 
foérmigen, um den Coordinatenanfangspunkt einfach herum gelegten 


; ‘ tK 
Bereich, dessen Begrenzungscurven, der Periode —;- von wu ent- 


K 
sprechend, durch die hyperbolische oder loxodromische Substitution : 
is 
v =e x om )) 


zusammengeordnet sind. 

Als niichsten und zuvérderst wichtigsten Zweck der elliptischen 
Functionen darf man nun wohl bezeichnen, dass sie gestatten, alle 
diejenigen complexen Functionen des Ortes, welche auf der Riemann’- 
schen Fliche p= 1 unvereweigt sind, als eindeutige Functionen der 
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Grésse « darzustellen. Ich erinnere in dieser Beziehung zuniichst 
natiirlich an jene algebraischen Functionen des Ortes, deren irgend 
zwei, wound z, durch eine algebraische Gleichung f(w, 2) = 0 vom 
Geschlechte 1 verbunden sind. Ich erinnere ferner an diejenigen In- 
tegrale f R(w,2)-dz, welche keine logarithmischen Unstetigkeitspunkte 
haben (Integrale 2. Gattung). Ich erinnere endlich aber an die mo- 
dernen Untersuchungen iiber lineare Differentialgleichungen mit doppelt- 
periodischen Coefficienten, wie sich dieselben an Herrn Hermite’s 
Behandlungsweise der Lamé’schen Gleichung anschliessen. — Was die 
Grosse v betrifft, so ergeben sich mit ihrer Hiilfe ihnliche Darstellungen, 
nur in beschrinkterem Umfange. Auf einem bestimmten auf der 
Riemann’schen Fliche gelegenen Wege reproducirt sich v identisch: 
es ist derjenige, bei dessen Durchlaufen uw die Periode 1 erlangt. Kin 
Gleiches miissen wir von allen solchen complexen Functionen des 
Ortes verlangen, die in v eindeutig sein sollen. Ks ist diess aber auch 
die einzige Bedingung, welche zu der anderen, dass die Functionen 
durchaus unverzweigt sein sollen, hinzutritt. 

Genau entsprechende Behauptungen werden nun offenbar bei einer 
Fliiche eines beliebigen p hinsichtlich unserer y,, y, richtig sein. 

Wir diirfen diese Behauptungen sogar noch generalisiren, indem 
wit 9, und y,, statt sie unverzweigt zu nehmen, mit irgend welchen 
vorgegebenen Verzweigungspunkten ausstatten. Nehmen wir diese Ver- 
zweigungspunkte, um gleich den dussersten Fall zu betrachten, simmt- 
lich von unendlich hohem Index, so werden alle solche Functionen 
auf unserer Riemann’schen Fliche, welche nur an den vorgegebenen 
Stellen verzweigt sind, in », eindeutig sein. Sollen sie es auch in y, 
sein, so kommt die Bedingung hinzu, dass sie sich bei Durchlaufung 
der Riickkehrschnitte R,, R,,---, R,, sowie bei Umkreisung der 
Einschnitte Q,, Q., ---, die fiir das einzelne y, charakteristisch sind, 
identisch reproduciren miissen. 

Wir haben damit denjenigen Gesichtspunkt, den Herr Poincaré 
bei seinen Untersuchungen iiber eindeutige Functionen mit linearen 
Transformationen in sich bisher in erster Linie verfolgt hat. Insbe- 
sondere hat er sein Interesse solchen linearen Differentialgleichungen 
zugewandt, deren Lésungen in dem jeweiligen y eindeutig werden, 
und so den unbestimmten Ideen, welche Herr Fuchs bei Gelegenheit 
in dieser Richtung entwickelt hat*), das erforderliche Substrat gegeben. 





*) Géttinger Nachrichten vom 7, Februar 1880, pag. 173, sowie Borchardt’s 
Journal, t. 89, pag. 158—162 (datirt vom 14. Febr. 1880) und ebenda, t. 90, 
pag. 722—73 (vom 7. Juni 1880). Ich bezeichne diese Entwickelungen im Texte 
als ,,unbestimmte Ideen“‘, weil die Resultate, die Herr Fuchs allerdings in sehr 
bestimmter Form ausspricht, als solche unrichtig sind. Es liegt iiberall die Ver- 
wechselung der wnverzweigten und der eindeutigen Functionen vor. Uebrigens 
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Hierzu eine kleine Bemerkung: Die genannten Entwickelungen stehen 
bei Herrn Poincaré so sehr im Vordergrunde, dass es fast aussieht, 
als bestiinde das Wesen der neven Transcendenten in ihrer Be- 
deutung fiir die linearen Differentialgleichungen. Dem muss hier, so 


sind die betreffenden Ueberlegungen der Art nach keineswegs volistindig neu. 
Ich méchte z, B. auf eine Stelle im 14" Annalenbande pag. 159, 160 (datirt: An- 
fang Mai, 1878) aufmerksam machen, wo ich im Verfolg thnlicher Ueberlegungen 
sage: ,,Man erhiilt z. B. den Satz: Alle hypergeometrischen Reihen, welche nach 
k® fortschreiten, lassen sich als eindeutige Modulfunctionen darstellen. Doch greift 
ein Verfolg dieser Ideen, die sich schliesslich alle auf die Transformation der 
hypergeometrischen Reihen beziehen, natiirlich weit iiber die Grenzen des gegen- 
wirtigen Aufsatzes hinaus.‘‘ 

Im 19' ‘Bande dieser Annalen, pag. 564, hatte ich gelegentlich bemerkt, 
dass Herr Fuchs iiber jene eindeutigen Functionen mit linearen Transformationen 
in sich, welche einen Hauptkreis besitzen, (ich benutze hier die Ausdrucksweise 
meines gegenwiirtigen Aufsatzes), nirgends publicirt habe. Dem ist mittlerweile 
Herr Fuchs in den Géttinger Nachrichten vom 4. Mirz 1882 entgegengetreten, 
indem er sich einmal auf die vorgenannten Arbeiten, dann aber auf sein Schreiben 
an Herrn Hermite im 83. Bande von Borchardt’s Journal [Sur quelques propriétés 
des intégrales des équations différentielles, auxquelles satisfont les modules de pério- 
dicité des intégrales elliptiques des deux premiéres espéces; datirt: November 1876] 
bezieht. So wenig persdnliche Discussionen im Allgemeinen niitzlich sind, so 
glaube ich doch hier mit einigen Zeilen antworten zu sollen. Denn durch die 
Note des Herrn Fuchs, insbesondere die Schlussbemerkung derselben, erscheint 
der Gesammtcharakter jener unter sich zusammenhingender Arbeiten, die ich seit 
sieben Jahren in diesen Annalen publicirt habe, in Zweifel gezogen. 

Was zuniichst den engeren Streitpunkt betrifft, so kann ich wirklich nicht 
verstehen, wie so in jenen Aufsitzen, an die Herr Poincaré ankniipft , von Func- 
tionen ,,mit Hauptkreis‘‘ die Rede sein soll, Aber allerdings lisst Herr Fuchs in 
seiner Note diesen Zusatz auch fort und argumentirt so, als hiitte ich schlechthin 
von eindeutigen Functionen mit linearen Transformationen in sich gesprochen! 
Jenen Brief an Herrn Hermite aber (von welchem uns hier nur derjenige Theil 
interessirt, der auf das Integral erster Gattung Bezug hat) habe ich auch bei 
meinen friiheren Untersuchungen iiber elliptische Modulfunctionen mit Absicht 
iibergangen. Denn er enthilt von den hier in Betracht kommenden Ideenbildungen 
Nichts, was nicht aus friiheren Arbeiten zugleich correcter und vollstdndiger be- 
kannt gewesen wiire. In ersterer Hinsicht brauche ich nur an die merkwiirdige 
Unrichtigkeit zu erinnern (pag. 14 der Einleitung und pag. 27 des Textes), welche 
schon Herr Dedekind im 83'" Bande von Borchardt’s Journal, pag. 286—287, zur 
Sprache gebracht hat. In letzterer Beziehung aber verweise ich z. B. auf die 
wiederholt citirte Arbeit von Herrn Schwarz iiber die hypergeometrische Reihe 
(Borchardt’s Journal, Bd. 75, datirt 1872). Es werden dort pag. 318, 319 die fiir 
den Modul k? charakteristischen Kreisbogendreiecke (von denen sich bei Herrn 
Fuchs keine Andeutung findet) in durchaus verstiindlicher und anschaulicher Weise 
besprochen. Oder soll ich noch weiter zuriickgreifen und z, B. an jene Stelle im 
Gaussischen Nachlasse erinnern (Bd. 3 der gesammelten Werke, pag. 477, 478), 
aus der hervorgeht, dass Gauss bereits das Sachverhiiltniss véllig correct erkannt 
hat? — 

Hieriiber hinaus bezieht sich nun Herr Fuchs zum Schlusse seiner Note auf 
meine Arbeiten itiber algebraisch integrirbare lineare Differentialgleichungen 
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wichtig diese Anwendung ohne Zweifel ist, und so sehr sie dem augen- 
blicklichen Interesse des mathematischen Publicums entgegenkommt, 
doch widersprochen werden. Die Lésungen linearer Differentialglei- 
chungen sind unter den iibrigen Functionen, welche in 7 eindeutig 
werden, immer nur ein einzelnes Beispiel. 

Doch kehren wir zu den elliptischen Functionen zuriick! Ich will 
hier an zweiter Stelle diejenigen Entwickelungen und Betrachtungen 
hervorheben, welche man unter dem Namen: Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen zusammenzufassen pflegt. Es handelt sich bei ihnen 
darum, die Constanten, welche in den algebraischen Gleichungen vom 
Geschlechte Eins auftreten, oder auch die Perioden der Integrale 


2. Gattung etc. als Functionen von = (dem Periodenverhiltnisse des 


Integrals 1'* Gattung) oder auch von e “* . (dem Jacobi’schen q) 
aufzufassen- Der Gewinn ist zumal wieder der, dass simmtliche Aus- 
driicke, welche die Theorie zu betrachten hat, in den neuen Variabelen, 
bei zweckmiissiger Kinfiihrung derselben, eindeutig werden. Dabei 
wolle man beachten, dass die genannten transcendenten Moduln nichts 
Anderes sind, als die Coefficienten derjenigen erzeugenden Substitutionen, 
welche bei u und v in Betracht kommen*). Hiermit aber bietet sich 
von selbst die Verallgemeinerung. Die Coefficienten der erzeugerglen 
Substitutionen der zur jeweiligen »-Function gehérigen Gruppe haben 
wir schon oben als Bestimmungsstiicke der 7-Function betrachtet. Wir 
werden dieselben jetat geradezu als Moduln der Riemann'schen Fliche 
(p,m, i) bezeichnen. Also, wenn wir n =() nehmen und uns auf die 


zweiter Ordnung (man sehe Bd. XI und XII dieser Annalen) und vermuthet, dass 
die enge Verbindung, in welcher meine damaligen Untersuchungen zu den seinigen 
stehen, auch in der Folge fiir mich von massgebendem Einflusse gewesen sein 
diirften. Ich wiirde einen solchen Einfluss, wenn er vorhanden gewesen wiire, 
nur dankbar anerkennen, aber er hat thatsiichlich nicht stattgefunden. Ich habe 
in der Einleitung zum gegenwirtigen Aufsatze alle diejenigen Momente zur Sprache 
gebracht, welche fiir die Entwickelung meines eigenen Ideenkreises, soweit er 
hier in Betracht kommt, von Belang waren. Jene Beschiiftigung mit den linearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordoung (vom Sommer 1876 und Friihjahr 1877) 
hatte fiir mich bislang nur die Bedentung einer Episode. Auch habe ich meine 
damalige Methode keineswegs, wie Herr Fuchs es auf Grund meiner eigenen An- 
gabe auf pag. 118 des 11" Annalenbandes zu deduciren sucht, der in Vergleich 
kommenden Fuchs’schen Arbeit vom Juli 1875 entnommen. Es ist seine Arbeit fiir 
mich nur der Anlass gewesen, um eine Fragestellung aufzugreifen, die mir bis 
dahin bloss unbestimmt vorschwebte; meine damalige Methode aber ruht durchaus 
selbstiindig auf meiner friiheren, im Juli 1874 publicirten Bestimmung aller end- 
lichen Gruppen linearer Substitutionen einer Verinderlichen. 

*) Genau genommen ist nicht q sondern q® ein solcher Coefficient; in ‘der 
That ist wohl auch q? in der Theorie der elliptischen Functionen als die zunichat 
wichtige Grésse zu betrachten. 
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Functionen 7, und y, beschrinken, so haben wir einmal (6p — 6) 
reelle, das andere Mal (3p — 3) complexe Gréssen als Moduln der 
allgemeinen Riemann’schen Fliche vom Geschlechte p. Zu jedem 
Modulsysteme gehért nur eine Fliche, und die verschiedenen Modul- 
systeme, welche dieselbe Fliche liefern, setzen sich aus einem belie- 
bigen derselben in charakteristisch einfacher Weise zusammen. Hiermit 
haben wir aber nicht nur einen Ausblick auf eine ausgedehnte Theorie 
neuer Modulfunctionen, sondern es wird iiberhaupt zum ersten Male, 
wie es scheint, die Lehre von den Moduln Riemann’scher Flichen in 
einer alle Fiille umfassenden Weise wirklich zugénglich. 

Und nun zuletzt noch ein dritter Vergleichspunkt, bei dem es 
sich allerdings mehr um eine Analogie als um eine Uebereinstimmung 
handelt. 

Die Gruppe der doppeltperiodischen Functionen 

w=utm-l+n- + 
hat eine besonders einfache Structur. In Folge dessen ist sie mit allen 
Substitutionen der Form u’ = + «+ C vertauschbar; iiberdiess sind 
alle in ihr enthaltenen Untergruppen von endlichem Index mit ihr 
selbst ahnlich. Functionentheoretisch fiihrt der erstere Umstand zum 
Additionstheoreme oder zu dem Satze, dass jede Riemann’sche Fliche 
p==1 unendlich viele eindeutige Transformationen in sich selbst be- 
sitzt, welche sich auf zwei Schaaren vertheilen, — der zweite aber 
zur Lehre von der Transformation. 

In ersterer Hinsicht ist die Analogie bei den Flichen von héherem 
p und den zugehdrigen »-Functionen nur eine eventuelle. Ich betrachte 
zunachst wieder das itiberall unverzweigte y,. Dann kann man folgen- 
dermassen sagen: Die Gruppe der zu y, gehdérigen linearen Substitu- 
tionen ist im Allgemeinen keineswegs in einer umfassenderen Gruppe 
mit brauchbarer Gebietseintheilung als ausgezeichnete Untergruppe 
enthalten. Ebensowenig gestattet die zugehérige Riemann’sche Flache 
im Allgemeinen eindeutige Transformationen in sich selbst. Wenn 
aber Eines von Beiden statt hat, so tritt auch nothwendig das Andere 
ein*). — Man beweist diess durch Betrachtungen, die den in § 3 
des vorigen Abschnitts gegebenen genau parallel laufen. Uebrigens 
kann man bei diesem Satze auch inverse Transformationen in Betracht 
ziehen. Wegen eines Beispiels, das alle diese Verhiltnisse erliutert, 
siehe Annalen XX, p. 50. — Sollen ihnliche Sitze fiir die tiberall 
unverzweigte 7,-Function aufgestellt werden, so diirfen natiirlich 
nur solche eindeutige Transformationen der Fiche in sich in Be- 





*) Die umfassende Gruppe hat dann nothwendig den Hauptkreis der 7-Func- 
tion auch ihrerseits zum Hauptkreise. Es folgt diess schon aus dem Umstande, 
dass nur ein solcher Kreis bei der ,Function vorhanden ist. 
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tracht gezogen werden, bei denen die Definition des einzelnen 1, 
erhalten bleibt, bei denen also jene Riickkehrschnitte R,, R,,---, Rp, 
die zur Festlegung des y, dienen, in aiquivalente Riickkehrschuitte iiber- 
gehen. Ich habe bereits im 19" Bande dieser Annalen (pag. 567, 
568) ausgefiihrt, dass mit Riicksicht auf solche Siitze die iiberall un- 
verzweigte 7,-Function besonders geeignet scheint, die Gesammtheit 
der symmetrischen Flichen eines bestimmten p zu definiren. 

Der Transformationstheorie aber stellen sich jetzt diejenigen Be- 
trachtungen zur Seite, welche aus der zu der y-Function gehdrigen 
Gruppe linearer Substitutionen irgend eine Untergruppe herausheben 
und nun solche eindeutige Functionen von y construiren, welche bei 
den Substitutionen der Untergruppe ungeiindert bleiben. Ich will hier 
nur dasjenige », ins Auge fassen, welches an irgend vorgegebenen 
Stellen logarithmisch verzweigt ist. Daun heisst das Gesagte nichts 
Anderes, als dass wir iiber einer gegebenen Riemann’schen Fliche 
(p, ”) irgend eine andere Fliche, welche nur an den gegebenen Punkten 
verzweigt und iibrigens irgendwie verschlungen ist, mit beliebig vielen 
Bliittern ausbreiten und nun die algebraischen [rrationalititen bestim- 
men, welche zu dieser neuen Fliche gehéren. Wir werden also zu 
einem Probleme gefiihrt, das in der Riemann’schen Theorie von je 
eine principielle Bedeutung hatte, und erkennen zugleich, dass man 
dasselbe jedesmal durch Vermittelung einer geeigneten y-Function 
lésen kann. 


Leipzig, den 2. October 1882. 
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Ueber geodatische Polygone auf den Flachen 2. Grades. 
Von 


Orro Sraupe in Leipzig. 
(Mit einer lithograph. Tafel.) 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit ist, wie die Arbeit: ,,Ueber Fadencon- 
structionen des Ellipsoides“*) aus dem Bestreben erwachsen, eine An- 
wendung der hyperelliptischen Integrale auf Flichensysteme 2. Grades in 
demselben Sinne und Umfange durchzufiihren, in welchem die Theorie 
der Kegelschnitte durch den Gebrauch der elliptischen Integrale be- 
reichert worden ist.**) Dass die hiermit angedeuteten Zusammenhinge 
der Theorie der hyperelliptischen Integrale mit geometrischen Vor- 
stellungen ***) eine detaillirtere Untersuchung verdienten, darauf bin 
ich dureh Herrn Professor Klein aufmerksam gemacht worden, Aus 
dieser Veranlassung und der vielfachen Anregung, welche ich dem von 
Herrn Klein geleiteten mathematischen Seminare an der Universitit 
Leipzig verdanke, sind meine Untersuchungen tiber den bezeichneten 
Gegenstand hervorgegangen. 

Die bekannte Fadenconstruction der Ellipse aus einer confocalen 
Ellipse kann in doppelter Weise auf den Raum ausgedehnt werden, 
indem man ihre Verallgemeinerung ebensowohl in der Fadenconstruction 
der Kriimmungscurve aus einer andern gleichartigen Kriimmungscurve, 
als in‘ der Fadenconstruction des Ellipsoides aus zwei confocalen Flichen 
2. Grades erblicken darf. Entsprechend finden die Poncelet’schen 
Schliessungssitze innerhalb der Geometrie der Flichen 2. Grades eine 
doppelte Analogie; es stellt sich niimlich iiber dieselben einerseits die 
Theorie der geodétischen Polygone+) auf den Flaichen 2. Grades, welche 





*) Diese Annalen, Bd. XX, 8S. 147. 
**) Vgl. die Literaturnachweise bei Enneper, Elliptische Functionen. 
Theorie und Geschichte. Noten VI. VII. VIII. 

***) Vgl. auch die Andeutungen von Darboux, L’Institut, It* Section, 
Sciences Mathématiques etc. 38° année No. 1896, (1870), sowie die von Liouville, 
Journal des Mathématiques, ser, I, t. 12, p. 265, (1847). 

+) Dieselben behandelt zuerst Hart in der Arbeit: On geodesic lines traced 
on a surface of the second degree (Cambridge and Dublin Mathematical Journal, 
Vol. IV, p. 193 (1849)). 
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einer Kriimmungscurve umbeschrieben und einer andern einbeschrieben 
sind, anderseits aber die Theorie der geradlinigen Polygone*), welche 
zweien F lichen 2. Grades umbeschrieben und einer dritten einbe- 
schrieben sind. In beiden Theorien kann man eine Anwendung der 
hyperelliptischen Integrale suchen analog derjenigen, welche die 
elliptischen Integrale zuerst in der Arbeit von Jacobi: ,,Ueber die 
Anwendung der elliptischen Transcendenten auf ein bekanntes Problem 
der Elementargeometrie“**) gefunden haben. Was die doppelte An- 
wendung der hyperelliptischen Integrale betrifft, so geht der Unter- 
schied jener beiden Theorien in gewissem Sinne dem Unterschiede 
zwischen dem Problem der Umkehr eines einzelnen hyperelliptischen 
Integrals mit beschriinktem Integrationsweg und dem Jacobi’schen 
Problem der Umkehr der Summen hyperelliptischer Integrale parallel. 

Die vorliegende Arbeit beschrinkt sich auf die Betrachtung der 
geodiitischen Polygone und versucht die im Wesentlichen bekannte 
Theorie derselben in einzelnen Punkten zu ergiinzen. 

Zu diesem Zwecke werden in § 1 die gewdhnlichen geoditischen 
Polygone auf den Flaichen 2. Grades als Vertreter einer umfassen- 
deren Gruppe projectivisch coordinirter Gebilde gekennzeichnet und 
wird sodann auf die collineare Verwandtschaft der geodiitischen 
Polygone auf den verschiedenen centrischen Fliichen 2. Grades hin- 
gewiesen. Hiernach werden in § 2 fiir die einfachsten Formen geo- 
ditischer Polygone auf dem Ellipsoid unter alleiniger Anwendung 
der Jacobi’schen Differentialgleichung der geodiitischen Linie die be- 
kannten Schliessungssitze bewiesen und die Bedingungsgleichungen 
des Schliessungsproblems aufgestellt. Der § 3 enthilt einen Excurs 
iiber eine verallgemeinerte Fadenconstruction der Kriimmungscurven 
und ihre Beziehting zu den vorausgeschickten Schliessungssitzen. 

Die Absicht der folgenden §§ 4—8 ist es, die Tragweite der 
Schliessungssiitze des § 2 fiir die verschiedenen Formen geoditischer 
Polygone zu priifen. Indem diese Betrachtungen ftir die geodiitischen 
Polygone auf dem LEllipsoid mit § 8 abgeschlossen werden, sind in 
Folge der Resultate des § 1 zugleich die entsprechenden Fragen fiir 
die geoditischen Polygone auf dem zweischaligen Hyperboloid und, 
wie in § 9 gezeigt wird, fiir einen Theil der geodiitischen Polygone 
auf dem einschaligen Hyperboloid als erledigt anzusehen. Dem iibrig 
bleibenden Theile geodiitischer Polygone auf dem einschaligen Hyper- 
boloid sind alsdann die §§ 10—12 gewidmet, welche diese letzteren 
Polygone als eine Verallgemeinerung der bekannten geradlinigen Poly- 
gone auf dem einschaligen -Hyperboloid darstellen. 


*) Jacobi, Ges. Werke, Bd. I, 8, 277. 
**) Vgl. Darboux und Liouville a. a. O. 











om 2n ki awa ole elle “CUR Cf 





(ow awa SS | 6 lhUG 


a 








Geodiitische Polygone. 


$ 1, 


Die geoditischen Polygone auf den verschiedenen Flichen 2. Grades 
und ihre projectivischen Verallgemeinerungen. 


Die Beziehung des gewohnlichen geodiitischen Polygons auf einer 
Fliiche 2. Grades zu dem durch diese Fliche bestimmten confocalen 
System kann in folgender Weise charakterisirt werden. Es seien 
/,,f, und f, drei Flichen des confocalen Systems; auf /, sei etwa das 
Polygon aufgezeichnet; seine Ecken liegen auf der Durchdringungs- 
curve der Fliichen f, und f,: seine Seiten sind Umhiillungscurven*) der 
gemeinsamen Tangenten der Fliichen f; und f,. In gleicher Weise 
kaun man drei Fliichen F,, F, und F, aus einer beliebigen Fléchen- 
schaar 2. Grades mit gemeinsamer umschriebener Developpablen aus- 
wiihlen und auf einer derselben, F';, ein Polygon aufzeichnen, dessen 
Ecken auf der Durchdringungscurve von F’, und J’, liegen und dessen 
Seiten Umhiillungscurven der gemeinsamen Tangenten von Ff’, und F, 
sind. Wie bei der Schaar der confocalen Flichen die geodiitischen 
Polygone, so treten hiernach bei jeder Flichenschaar 2. Grades gewisse 
analoge Polygone auf. Die wechselseitige Analogie dieser Polygone 
erstreckt sich auch auf die projectivisch aufgefassten metrischen Eigen- 
schaften der Curven, aus denen die Polygone gebildet sind. Wie niim- 
lich die gewohnlichen geodiitischen Linien auch dann noch als kiirzeste 
Linieu erscheinen, wenn man an Stelle des imaginiiren Kugelkreises 
eine andere Fliche des betreffenden confocalen Systems als Funda- 
mentalfliiche der Maassbestimmung zu Grunde legt, so sind auch die 
Curven, welche von den gemeinsamen Tangenten zweier Flichen einer 
beliebigen Fliichenschaar 2. Grades auf einer der beiden Flichen um- 
hiillt werden, kiirzeste Linien auf der Fliiche mit Bezug auf irgend 
eine Fliche derselben Schaar als fundamentale Fliiche der Maass- 
bestimmung. **) 


*) Nach einem Satze von Chasles, Liouville’s Journal, |. Serie, Bd, XI, 8, 11. 

**) Dieser Satz findet sich ausgesprochen bei Hrn, Darboux (vgl. Darboux, Sur 
une Classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques. S, 230 und §. 235). 
Zu der projectiven Verallgemeinerung der geodiitischen Linie gelangte Herr Liiroth 
(vgl. Liiroth, Verallgemeinerung des Problems der kiirzesten Linie, Zeitschrift fiir 
Mathematik und Physik Jahrg. XIII, 8. 156), indem er die Eigenschaft der ge- 
wohnlichen geoditischen Linie auf einer Fliche, dass die Schmiegungsebene der 
Curve bestiindig die Flichennormale enthiilt, projectivisch verallgemeinerte. Dass 
die so verallgemeinerte geodiitische Linie auch das Variationsproblem der kiirzesten 
Linie auf einer Fliche wnter Zugrundelegung der allgemeinen projectivischen Maass- 
bestimmung list, hat Herr Darboux explicite gezeigt (a. a. O. S. 228). Sein Resultat 
kann in etwas modificirter Form so ausgesprochen werden: Ist in Tetraedercoordi- 
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Sind so die geoditischen Polygone, welche zu den verschiedenen 
Flichenschaaren 2. Grades gehéren, in projectiver Auffassung vollig 
coordinirt, so bauen sich auch die analytischen Bedingungsgleichungen 
zu den betreffenden Schliessungssiitzen in véllig analoger Form aus 
hyperelliptischen Integralen 1. Gattung auf, wenn man jeweils eine 
elliptische Coordinatenbestimmung auf die beziigliche Fliichenschaar 
griindet.*) Ebenso gehen in die Umfangsbestimmung der geoditischen 
Polygone iiberall gleichgebaute hyperelliptische Integrale 3. Gattung 
ein, die sich nur, ‘wenn die Fundamentalfliche der Maassbestimmung 
eine Grenzfliiche der betreffenden Schaar wird, in Integrale 2. Gattung 
verwandeln. Von diesem letzteren Umstande abgesehen diirfen nach dem 
Gesagten die geodiitischen Polygone des confocalen Systems als Repriisen- 
tanten der geodiitischen Polygone einer beliebigen Flichenschaar gelten. 

Wihrend die vorstehenden Bemerkungen an eine Unterscheidung 


naten 2, %, 3,2, die Gleichung einer beliebigen Fliiche: F'(a, a, 23 24) = 0 und die 
Gleichung der Fundamentalfliche der Maassbestimmung: 

xe XL" Xs __ 

+S 4S +S me, 
so wird das Linienelement ds einer mit dem Parameter ¢ und dem Proportionali- 
tiitsfactor @ in der Form: 

OT = 2, (0), O-%e=—AXQ(t), O° Xg—As(t), O-Xy~— 2X4 (C) 

dargestellten Curve, abgesehen von einem constanten Factor: 


ay 7 — a ~ oae 5 ager | ~ 7 “s” 4 4a ee 
(X, Lg — L_X, ra (@y Hy — Hy Hy)? | (yy — LyH, )® | (XyXy — Xyxy )* 





@,@, @;@3 o @, rs 1 Wg @3 
4 (ats — Katy)? , (Moye — tyes 
Wg 4 @; @4 
ds= dt-— al ae i i a Zz 
: ae + re ‘ Xe + aye ? 
: 4 @ 3 4 


fy 
wobei = mit x bezeichnet wird, wie im Folgenden a mit 2’. Alsdann ist 


durch die beiden Gleichungen: 


oF .aF | aF |. aF 
a @ - @3 > @4 
Ox, OX, Oks OX, 
F(a, @q Xz x4) = 0 | Le Ly 2, |=0 
x XL v3 ws, 
“ me Ped . 
x TV, Xs; a 


diejenige Curve definirt, welche das Variationsproblem: 
é I ds =0, F=0 


list. 

*) Die in der vorigen Note in Determinantenform gegebene Differential- 
gleichung 2. Ordnung kann, wie Herr Liiroth a. a. O. zeigt, falls F = 0 eine 
Fliche 2, Grades ist, einmal integrirt und unter Einfiikrung verallgemeinerter 
elliptischer Coordinaten auf die separirte Form der hyperelliptischen Differential- 
gleichung gebracht werden. 
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des Reellen und Imaginiiren nicht gebunden sind, werden im Folgenden 
von den geodiitischen Polygonen des confocalen Systems nur reelle Poly- 
gone betrachtet d. h. Polygone, deren simmtliche Seiten und Kcken reell 
sind. Dabei werden alle solchen Gebilde als gleichberechtigt anzusehen 
sein, welche durch reelle Collineationen des Raumes ineinander tiber- 
gefiihrt werden kénnen. Das confocale Flichensystem: 
(a — fu? + (6 — fe + (y — Hw? — Fk =0 

(« >B >y> 0) mit den homogenen Ebenencoordinaten uw, v, w, s 
und dem Parameter ¢ geht, wie jede Flichenschaar 2. Grades, durch 
32 Collineationen des Raumes in sich tiber,*) von denen 16 reell sind. 
Unter diesen 16 reellen Collineationen finden sich 8, welche die 
Ellipsoide und zweischaligen Hyperboloide des Systems mit einander 
vertauschen. Der analytische Ausdruck dieser Collineationen ist, wenn 
o einen Proportionalititsfactor und w’, v’, w’, s’ die transformirten 
Ebenencoordinaten bedeuten: 


Qo-u =S, 

g:v =V~a—y-w, 

Q:w—=Va—B-v, 

e-s =V(a—B) (@—y)-u 
mit den 8 verschiedenen Vorzeichencombinationen der Quadratwurzeln. 
Gleichzeitig vertauschen sich bei diesen Collineationen die beiden reellen 
und ebenso die beiden imaginiiren Focaleurven des Systems je mit 
einander. 

Es gehen ferner die Kriimmungscurven der Flichen des Systems 
wieder in Kriimmungscurven iiber. Aber auch die geodiitischen Linien 
auf den Fliichen des Systems bleiben als geodiitische Linien erhalten, 
wie unmittelbar aus der Eigenschaft dieser Linien hervorgeht, dass 
sie Umhiillungscurven gemeinsamer geradliniger Tangenten zweier 
Flachen des Systems sind. Es werden demnach geschlossene geodiitische 
Polygone auf dem Ellipsoid, welche einer Kriimmungscurve um- und 
einer andern einbeschrieben sind, durch die bezeichnete Collineation 
des Raumes auf das zweischalige Hyperboloid iibertragen, ohne 
ihre charakteristischen Eigenschaften einzubiisen. Der Durchgang der 
geodiitischen Polygone des zweischaligen Hyperboloides durch das 
Unendliche ist auf die Bedingungsgleichungen der Schliessungssiitze 
ohne wesentlichen Hinfluss, da die in diese Bedingungsgleichungen 
eingehenden hyperelliptischen Integrale iiberall endliche sind. Die Siitze 
iiber den Umfang der Polygone verlieren allerdings beim Uebergang 

*) Vgl. die entsprechenden Siitze tiber das Flichenbiischel bei Hrn, Harnack, 
Mathem. Annalen Bd. XII, S. 82. 
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vom Ellipsoid zum zweischaligen Hyperboloid ihre unmittelbar an- 
schauliche Bedeutung. Aber auch diese Siitze, welche bei der gewdhn- 
lichen Maassbestimmung mit Integralen 2. Gattung operiren, die beim 
Durchgang durch die unendlich ferne Ebene unendlich werden, kénnen 
volistiindig erhalten bleiben. Man braucht nur, wie es consequenter 
Weise geschehen muss, die Fundamentalfliche der gewohnlichen Maass- 
bestimmung ebenfalls derjenigen Collineation zu unterwerfen, welche 
die Ellipsoide in die zweischaligen Hyperboloide iiberfiihrt. Bei dieser 
Collineation geht, wie erwihnt, der imaginiire Kugelkreis in die 
imaginire Focalellipse iiber und die Integrale 2. Gattung, welche dann 
auf dem zweischaligen Hyperboloid die Messung der geodiitischen 
Linien bewirken, werden nur unendlich beim Durchgang durch die 
Ebene der imaginiren Focalellipse. Diese Ebene schneidet aber das 
zweischalige Hyperboloid nicht reell, sodass in der That bei der ver- 
iinderten Maassbestimmung die Unendlichkeitspunkte der Integrale 
2. Gattung fiir das zweischalige Hyperboloid ebensowenig in Betracht 
kommen, wie bei der gewdhnlichen Maussbestimmung fiir das Ellipsoid. 

Nach diesen Bemerkungen mag die Theorie der geodiitischen Poly- 
gone auf dem zweischaligen Hyperboloid zugleich mit der Theorie der 
geodiitischen Polygone auf dem Ellipsoid als erledigt erachtet werden 
und desshalb die Zweitheilung der folgenden Untersuchung berechtigt 
erscheinen, insofern in einem ersten Theile (§§ 2—8) die geodiitischen 
Polygone auf dem Ellipsoid, in einem zweiten Theile (§§ 9-12) die- 
jenigen geoditischen Polygone auf dem einschaligen Hyperboloid be- 
handelt werden, welche sich in bemerkenswerthen Punkten von denen 
des Ellipsoids unterscheiden, 


I. Geodiitische Polygone auf dem Ellipsoid. 
§ 2. 
Ueber Polygone mit vollstindigen Windungen und unvollstindigen 
Oscillationen. *) 


Die geodiitische Linie, welche sich auf dem Ellipsoid zwischen 
den beiden Zweigen einer Kriimmungscurve hin und bherwindet und 
abwechselnd diese beiden Zweige beriihrt, ist im Allgemeinen als ein 
einziger zusammenhiingender, aber sich nie schliessender**) Curvenzug 
zu betrachten. Es mag fiir das Folgende gestattet sein, irgend ein 
diesem Curvenzug angehérendes Stiick schlechthin als ,,eine geodiitische 
Linie der von den beiden Zweigen der Kriimmungscurve begrenzten 


*) Ueber diese Benennung vgl. den Anfang des § 4. 
**) Vgl. jedoch § 5. 
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Zone“ des Ellipsoides zu bezeichnen. In diesem Sinne gehen durch 
jeden Punkt der Zone zwei geodiitische Linien der Zone. Dies folgt 
beilaufig aus dem doppelten Vorzeichen in der Differentialgleichung 
der geodiitischen Linie, welche so lautet: 
d d 

(1) (wu — do) ye EY — Ay) FE = O- 
Hierin ist: ‘ 

M = V(« — #) (B— #) (uw — 7) (Ho — #) (H — Ao), 

N =//(« — v) (v — B) (v — 7) (v — &) (v — A,) 
und bedeuten w und v die gewodhnilichen elliptischen Coordinaten auf 
dem Ellipsoide: 





a2 y? 2 

@ — ay + B— dy + Y — dy 7” 
(«>v>B>u>-/); wy, ist der Parameter der von der geodiitischen 
Linie beriihrten Kriimmungscurve, die zuniichst als Schnittcurve des 
Ellipsoides 4, mit einem einschaligen Hyperboloid betrachtet wird ,*) 
und 4, liegt, wie die Parameter 4 der Ellipsoide des confocalen Systems 
iiberhaupt, zwischen den Grenzen y und — oo, 

Fasst man von der Kriimmungscurve » = uw, und einer zweiten 
gleichartigen Kriimmungscurve u = UW, (u, < wy) diejenigen Zweige 
ins Auge, welche auf der niimlichen Seite des die Zone (u,u,) der 
Linge nach durchziehenden Hauptschnittes w = y verlaufen, so kann 
man folgende Polygonconstruction vornehmen. Man wihlt in einem 
beliebigen Punkte u,v, des Zweiges uw, eine der beiden geoditischen’ 
Linien aus und verfolgt dieselbe gegen ihren Beriihrungspunkt mit 
dem Zweige mw, hin und iiber diesen hinaus bis zum niichsten Schnitt- 
punkt w,v, mit dem Zweige w,; von hier geht man, indem man auf 
derselben Seite ‘des Zweiges uw, bleibt, auf die andere durch diesen 
Punkt lanfende geodiitische Linie iiber, verfolgt dieselbe ebenfalls tiber 
ihren Beriihrungspunkt hinaus bis zum abermaligen Schnitte u,v, mit 
u, u. s. f. Man erhilt so, nachdem man diese Construction smal 
wiederholt hat, ein dem Zweige wu, um- und dem Zweige mp, einbe- 
schriebenes, im Allgemeinen ungeschlossenes geodiitisches Polygon von 
s Seiten und s+1 Ecken. Man kann diese Polygonconstruction dahin 
verallgemeinern, dass man die s ersten Ecken auf s verschiedene 
Kriimmungscurven uw, w,--- us, und nur die letzte, (s+ 1) Ecke 
wieder auf die erste Kriimmungscurve mw, verlegt. Auch hier mégen 
nur die auf einer Seite der Mittellinie » = y gelegenen Zweige der 
Kriimmungscurven py u, --- us, benutzt werden. Es fragt sich jetzt, 
wann die beiden auf derselben Kriimmungscurve uw, gelegenen Ecken 
u,v, und w,%.41 zusammenfallen. 





ie +) Vgl. die Schlussbemerkung des § 8. 








226 O. Sraupe, 


Die Differentialgleichung (1) liefert zuniichst unmittelbar eine 
Relation zwischen den Coordinaten v, und v,4,, indem sie lings des 
ganzen Polygonumfanges hin integrirt wird. Wenn man dem Polygon- 
umfange eine bestimmte Richtung beilegt, sodass fiir jedes Element 
die Vorzeichen von du und dv bestimmt sind, so kann man in der 
im Allgemeinen fiir jedes Element des Umfanges giiltigen Gleichung (1): 


(u—A)dw _ (w— dy) dv 
(1) M N 


noch das Vorzeichen einer der Quadratwurzeln beliebig festsetzen, wo- 
durch dann das der andern mitbestimmt ist. Trifft man fiir irgend 
ein Element des Umfanges diese Festsetzung, so sind durch Continuitit 
lings des ganzen Umfanges die Vorzeichen von M und N bestimmt; 
da niimlich du und dy im Allgemeinen nicht gleichzeitig ihr. Vor- 
zeichen wechseln, so verlangt das Bestehen der Gleichung (1), dass 
sich die Vorzeichen von M und N beziiglich mit denen von du und 


dv immer gleichzeitig umkehren, sodass etwa lings des ganzen Poly- 


‘ . P du dv ° ‘ ese 
gonumfanges in bestimmter Richtung “und —\- beide immer positiv 


bleiben. Die Umkehr der Vorzeichen von dv und N findet bei jedem 
Durehgang des Polygons durch die Hauptschnitte »v = 6 und y= a 
des Ellipsoides 4, statt, die Umkehr des Vorzeichens von du und M 
bei jedem Durchgang durch den Hauptschnitt « = y und an jeder 
Beriihrungsstelle mit der Kriimmungscurve « = ,. In allen diesen 
Fallen wird die Umkebr durch ein gleichzeitiges Verschwinden des 
Differentials dv oder du und beziiglich der Quadratwurzel N oder M 
vermittelt, Ausser in den genannten 4 Verzweigungspunkten y, uy, B, «,*) 
von denen aber der erste bei dem hier vorliegenden Polygon noch 
nicht in Betracht «kommt, findet ein gleichzeitiger und zwar sprung- 
weiser Vorzeichenwechsel von du und M an den Polygonecken statt; 
dieser entspricht dem Ueberspringen von der Richtung der einen der 
beiden durch den Eckpunkt Jaufenden geodiitischen Linien auf die 
Richtung der andern. 

Unter Beriicksichtigung dieser verschiedenen Vorkommnisse ergiebt 
die Integration der Differentialgleichung (1) lings des Polygonumfanges: 


*) Es sei bemerkt, dass diese vier Verzweigungspunkte fiir die zu Grunde 
liegende geometrische Vorstellung nicht gleichwerthig sind; der Verzweigungs- 
punkt gy ist fiir die geodiitische Linie der Zone (uyuo) wirklich charakterictisch, 
wiihrend die Verzweigungspunkte y, 6, « nur durch die Natur des elliptischen 
Coordinatensystems bedingt sind. Man erkennt dies am einfachsten, indem man 
in die Differentialgleichung (1) an Stelle von du und dy» die Projectionen do, 
und do, des Linienelementes der geodiitischen Linie auf die Kriimmungscurven 
»=v und wu =u eintiihrt, wodurch die Differentialgleichung die Form erhilt: 


Vuy—pw-do,=V» — wy: do,,. 
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Dabei sind siimmtliche Integrale auf reellem Wege zwischen ihren 
beiden Grenzen genommen zu denken und die mnyene tie _ Radicale 


M und N so zu bestimmen, dass die Differentiale a - und - y bestiindig 


positiv bleiben. Die Variable v nimmt lings des cael: 
bei jeder vollen Umwindung des Polygons um die Zone (u uo) jeden 
Werth v zwischen 6 und « viermal an. Wenn daher das Polygon 
sich mit » Umwindungen schliesst, so ist der Werth des Integrals 
rechter Hand: 
at : 
J at dv —4nf = 
" ei 


und die Gleichung (2) geht iiber in die Gleichung: 


Mo a 
2 oS (w—%)dw __ (v — do) dv 
(3) 2 > f 7a An N , 
My B 


in der nun fiir siimmtliche Integrale die Vorzeichen der Quadrat- 
wurzeln positiv sind, Die Bedingung (3), welche sich so als nothwen- 
dige Bedingung der Schliessung erweist, ist bei der vorliegenden Kin- 
schrinkung der Integrationswege auch hinreichend. Es folgt daher: 

Ein der Kriimmungscurve w = uw, wmbeschriebenes und den gleich- — 
artigen Kriimmungscurven w = uw, (x = 1, 2, +--+ s) einbeschriebenes 
geodiitisches Polygon von s Seiten, welches ganz auf der einen Hailfte 
der durch den Hauptschnitt «= y halbirten Zone (uyuy) verlduft, 
schliesst sich mit n Windungen, wenn: 


a 


fo 

, a (uw —%) a aa 

(3) 2 f eapenan fo . v 
My 


B 

Aus der Form dieser Gleichung geht unmittelbar hervor, dass 
I. sich das Polygon unabhingig von der Wahl des Anfangspunktes der 
Construction auf einer der gegebenen Kriimmungscurven, unabhiingig 
auch von der Reihenfolge schliesst, in welcher die Ecken — den s 
Kriimmungscurven w, vertheilt werden. 

Da iiberdies die Integrale auf reellem Wege mit bentinnien Vor- 
zeichen der endechoset genommen sind, so wird, wenn bei einer 
Bewegung des Polygons alle Kriimmungscurven yw, bis auf eine con- 
stant erhalten werden, vermége der Gleichung (3) auch die letzte 
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constant bleiben. Man kann daher den Schliessungssatz auch in der 
Hart’schen Formulirung aussprechen: 

Il. Wenn ein geodiitisches Polygon, welches ganz auf der einen 
Hiilfte der durch den Hauptschnitt u = y halbirten Zone (u,u,) verliuft, 
einer Kriimmungscurve umbeschrieben und einer Reihe von gleichartigen 
Kriimmungscurven einbeschrieben ist und es bewegen sich alle Ecken bis 
auf eine auf ihren Kriimmungscurven, so bewegt sich auch die letzte 
auf ihrer Kriimmungscurve. 


Durch Integration des Lingendifferentials der geodiitischen Linie 
der Zone (uy): 


( — Aq) ( _ 1 ee | _ 1 
(4) d8 an OS oh udu “> (2 ne =e 


lings des Polygonumfanges erhilt man fiir den Umfang des Polygons 
den Ausdruck: 


a 


“ — 4) = ar a ssille 
(5) S=—_2 § fan a pie tan f° ay ie pdee 


% 


i 


wo wieder die Quadratwurzeln M und N positiv zu nehmen sind, und 
damit den Satz: 

Ill. Alle die unendlich vielen geodiitischen Polygone, welche in der 
angenommenen Weise mit den gleichen Anzahlen von Seiten und Win- 
dungen der Kriimmungscurve u, umbeschrieben und den Kriimmungs- 
curven uw, einbeschrieben sind, haben gleichen Umfang. 

Bei der Aufstellung der Gleichungen (3) und (4) ist angenommen 
worden, dass der Perimeter des Polygons den Hauptschnitt w = y 
nirgends durchsetzt, dass also von den s + 1 Kriimmungscurven u,, u, 
die auf derselben Seite der Mittellinie w = y gelegenen Zweige benutzt 
werden. Liasst man diese Beschriinkung fallen und denkt man sich s’ 
Polygonecken uw, (x = 1, 2,---+s’) auf derselben Seite der Mittellinie 
“= y gelegen, wie der von den Polygonseiten beriihrte Zweig der 
Kriimmungscurve m@,, dagegen die s” (s’' +s” =) tibrigen Ecken 
Uy (x = s + 1,---+s) auf der andern Seite (vgl. die schematische 
Darstellung Fig. 1 der lithogr. Tafel), so erhilt man an Stelle von (3) 


die ee 


9 > : fem (u—&)du = Jide +2>) f 5) ap +20 fo — 4) du 
i +1 M 


My’ 


Te (v — Ay) dv 
= inf N 


B 
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oder 


“ 


Ho 
s' ® 8 
N / @-wae oS 
(6) 2 of 9S 
1 M S+1 2 
My’ be 


n Mo 
(u — do) du ” (uw — Ay) du 
I J M 
ty” y 


a 


i as (v ese Ay) dv 
=4n ———- ° 


B 


Eine entsprechende Modification wirde die Formel (5) erleiden. Es 
mag, um das hier besprochene Vorkommniss kurz zu bezeichnen, die 
Ausdrucksweise gestattet sein, dass das Polygon mit s” Ecken die 
Mittellinie w = y durchstisst. Die Form der Bedingungsgleichung (6) 
zeigt, dass die Siitze I und II auch fiir die allgemeinere Form der 
geodiitischen Polygone ihre Giiltigkeit bewahren; das Gleiche ergiebt 
sich mit Bezug auf Satz III. Im Besonderen ist nach Satz 1 die 
Reihenfolge der Ecken gleichgiiltig, aber es muss von vornherein be- 
stimmt und festgehalten werden, welche von den Kritmmungscurven 
ux solehe Ecken tragen sollen, die wu = y durchstossen. 

Nachdem so die Beschriinkung beseitigt ist, dass alle Ecken des 
Polygons auf derselben Seite der Mittellinie der Zone (qu, ) liegen, 
wiirde’ sich die Frage anschliessen, ob die Beriihrungspunkte des 
Polygons irgendwie auf beide Ziige der Kriimmungscurve mu, vertheilt 
werden kénnen. Bevor jedoch diese Frage (in § 4) erledigt wird, soll 
in § 3 eine Verallgemeinerung der geodiitischen Polygone nach einer 
wesentlich andern Richtung gewonnen werden. 


§ 3. 


Ueber uneigentlich geschlossene Polygone (Fadenconstructionen der 
Kriimmungscurve), 


Es verdient hervorgehoben zu werden, dass von den beiden Glei- 
chungen (3) und (5) des § 2 die letztere eine weitergreifende Bedeutung 
hat, als die erstere, wie sich im Lauf der folgenden Betrachtung 
zeigen wird. Die Ableitung der Gleichung (2) in § 2 war von der 
Vorstellung begleitet, dass eine Polygonconstruction mit s Seiten und 
einer gewissen Anzahl von Windungen von einem Punkte u,v, der 
Kriimmungscurve uw, bis zu einem Punkte w,v,4; derselben Kriimmungs- 
curve hinfiihrte (Fig. 2a). Man darf die Polygonconstruction anstatt 
mit einem Eckpunkt auch mit einem Beriihrungspuukt u,v,’ beginnen 
und mit einem Berihrungspunkt uw, vis; abschliessen (Fig, 2b). An 
Stelle der Gleichung (2) hat man dann: 
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‘0 Yett 
8 
2> (ue _ dy) du = o— Ao) d v 
- M N 
My ' 


und die geforderte Coincidenz der Punkte »,’ und v,4, fiihrt natiirlich 
auf dieselbe Bedingung, wie die der Punkte v, und »,4;. Es werde 
nun angenommen, dass diese Coincidenz nicht eintritt und dass das 
Polygon vom Punkte vy,’ bis zum Punkte »v,4; die n'* Windung noch 
nicht vollendet habe.*) Diese Annahme findet ihren fquivalenten 
analytischen Ausdruck in der Ungleichung: 


8 ae 4 
9 (uw — do) du (v — dp) dv 
2D / Jiaiieesy ss 
he B 


Die Form derselben zeigt beiliiufig, dass, wenn das wngeschlossene Polygon 
emmal die Windungszahl n nicht erreicht, es dieselbe niemals erreicht, 
wo auch der Anfangspunkt uw, der Construction auf einer seiner Kriim- 
mungscurve ux liegt und in welcher Reihenfolge auch die Eckpunkte 
aufemander folgen. 

Wihrend nun aus der Differentialgleichung (1) etwas weiteres 
nicht geschlossen werden kann, bleibt der Ausdruck (4) des Liingen- 
elementes der geodiitischen Linie auch giiltig fiir das Lingenelement 
der Kriimmungscurve u,.**) Denkt man sich daher das Polygon durch 
das Stiick der Kriimmungscurve mw, zwischen 7,4, und »,’ (Fig. 2b) 
geschlossen, so ist die Liinge des so geschlossenen Umfanges wie 
friiher durch die Gleichung (5) gegeben. Somit ergiebt sich: 

Wenn ein der Kriimmungscurve « = uw, umbeschriebenes und den 
gleichartigen Kriimmungscurven jw =u, einbeschriebenes geodditisches 
Polygon von s Seiten, welches ganz auf der einen Seite der- Mittellinie 
u=y verliuft, sich nicht schliesst und die Windungszahl n nicht 
erreicht, so ist sein Umfang, vermehrt um dasjenige Stiick der Kriim- 
mungscurve ,, welches die n“ Windung des Polygons voll macht, con- 
stant fiir jede Lage des Polygons und jede Reihenfolge der Ecken.***) 

Auch ist es, wie man unmittelbar sieht, nicht néthig, dass das 
bezeichnete Stiick der Kriimmungscurve uw, gerade an einer Stelle 
(v4: y, in Fig. 2b) eingeschaltet wird; es kann vielmehr der Polygon- 
umfang an beliebig vielen der Beriihrungspunkte v,’ v,'---v, auseinan- 


*) Dass es die (nm — 1)" Windung iiberschritten hat, soll in diese Rede- 
weise hier und weiterhin eingeschlossen gedacht sein. 
**) Vgl. Diese Annalen Bd. XX, 8. 151 und 157. 
***) Das eingeschaltete Stiick der Kriimmungscurve my ist fiir verschiedene 
Lagen des Polygons im Allgemeinen von verschiedener Linge. 
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dergerissen und daselbst ein Stiick Kriimmungscurve eingeschaltet 
werden, wenn nur die Gesammtwindung des Polygons mit Zuziehung 
jener Stiicke gerade m betrigt. Bezeichnet man ein solches erst durch 
Kinschaltung von Stiicken der Kriimmungscurve mu, geschlossenes Poly- 
gon im Gegensatz zu den geschlossenen Polygonen des § 2 als ein 
uneigentlich geschlossenes und rechnet ,,eine Seite‘ derselben, mit 
eventuellem Einschluss eines Stiickes der Kriimmungscurve u,, von 
einem Eckpunkt zum niichstfolgenden, so hat man zusammenfassend 
den Satz: 

Ein der Kriimmungscurve u, umbeschriebenes und den gleichartigen 
Kriimmungscurven uw, einbeschriebenes geodiitisches Polygon von s Seiten 
und n Windungen, (welches ganz auf der einen Seite der Mittellinie 
uw = y der Zone (uy tty) verliuft), hat den constanten Umfang: 


(5) , Bf caleasead Ao) (Fe — p) Sp + 4n [sae game 


B 
und ist uneigentlich oder eigentlich geschlossen, jenachdem: 


ee Bf (#4) du — nf @— war < 9 oder = 0. 


fe 


Die Aufhebung des in runde Klammer geschlossenen Zusatzes” 
wiirde nach § 2 nur eine leichte Modification der Formeln herbeifiihren, 
den Sinn des Theorems aber nicht indern. 

Da bei einer continuirlichen Bewegung des Polygons, bei welcher 
der Umfang S und alle Kriimmungscurven uw, bis auf eine festgehalten 
werden, in Folge der Gleichung (5) auch diese eine constant bleibt, 
und alsdann entweder die Ungleichung oder die Gleichung (7) besteht, 
so kann man den Satz auch in folgender Form aussprechen: 

Wenn ein uneigentlich oder eigentlich geschlossenes Polygon von 
constantem Umfange dem einen Zweig einer Kriimmungscurve uw, mit 
s Seiten und n Windungen umbeschrieben ist und sich s —1 Ecken 
desselben auf ebensovielen Zweigen von Kriimmungscurven gleicher Art 
bewegen, (die auf derselben Seite des Hauptschnittes w = y liegen), so 
beschreibt auch die s° Ecke den beziiglichen Zweig einer gleichartigen 
Kriimmungscurve. 

Auf diesen Satz lisst sich eine adenconstruction der Kriimmungs- 
curve in allgemeinster Form griinden. Fiir s = 1, nm = 1 giebt er die 
bekannte Roberts’sche*) Fadenconstruction der Kriimmungscurve. Wie 


*) Nach Hésse, Vorlesungen tiber analytische Geometrie des Raumes, am 
Schluss der 23, Vorlesung. Vgl. M. Roberts, Sur quelques propriétés des lignes 











232 O. Sraupe. 


die Verallgemeinerung zu verstehen ist, mag beispielsweise fiir den 
Fall s=2, n=1 durch Figur 3 schematisch angedeutet werden. 
Hier bedeutet die stark ausgezogene Linie einen geschlossenen un- 
ausdehnbaren Faden und stellen P, und P, bewegliche Punkte vor, 
von denen der eine auf der Kriimmungscurve uw, zu bleiben ge- 
zwungen ist*), der andere alsdann bei constanter Fadenlinge die 
Kriimmungscurve uw, beschreibt. Die Bewegung der beiden Punkte 
P, und P, ist innerhalb gewisser Grenzen von einander unabhingig. 
Denn wihrend der eine Punkt fest bleibt, kénnen durch Bewegung der 
andern die Bégen S,S, und S,'S,', lings deren sich der Faden an die 
Kriimmungscurve anschmiegt, der eine auf Kosten des andern, ver- 
lingert oder verkiirzt werden. Dagegen darf keines jener Bogenstiicke 
sich auf weniger als einen Beriihrungspunkt reduciren. Denn sobald 
eine der Fadenstrecken P, P, aufhért die Kriimmungscurve u, zu be- 
riihren, wiirde diese Strecke keine geodiitische Linie der Zone (u) uy) 
mehr sein, was bei der Ableitung der obigen Siitze vorausgesetzt war. 
Wenn indessen der Faden allenthalben ohne Reibung gleitet, regulirt 
sich die Bewegung aus mechanischen Griinden von selbst in der 
richtigen Weise. Der Punkt P, wird sich nimlich, wihrend sich P,, 
den Faden spannend, bewegt, ndthigenfalls auf der Curve mu, so ver- 
schieben, dass die Fadenstrecken P,S, und P,S,’ nicht aufhéren, mit 
der Tangente der Curve in P, gleiche Winkel zu bilden, womit eben 
@lie Erhaltung der Berihrungspunkte S, und §S,’ postulirt ist. 

Nach diesem Beispiel kann man sich die Bedeutung des allge- 
meinen Satzes vorstellen, bei dem die Anzahl der Polygonecken grisser 
als 2 ist und die Anzahl der Windungen mehr als | betrigt. Wenn 
dann das Polygon eigentlich geschlossen ist, so kann sich kein Kek- 
punkt bewegen, ohne dass sich alle tibrigen mitbewegen. Denn da bei 
einer continuirlichen Bewegung die Reihenfolge der Ecken erhalten 
bleibt, so bestimmt irgend ein Eckpunkt die ganze Polygonconstruction. 
Wenn aber das Polygon bloss uneigentlich geschlossen ist, so kénnen 
sich sehr wohl einzelne Eckpunkte innerhalb gewisser Grenzen be- 


wegen, ohne die gleichzeitige Bewegung des ganzen Eckpunktsystems 
nach sich zu ziehen.**) 


géodésiques et des lignes de courbure de l’ellipsoide, Liouville’s Journal, 1. Serie, 
Bd, XI und Chasles, Sur les lignes géodésiques et les lignes de courbure des 
surfaces du second degré, ebenda. 

*) Man wird sich etwa einen Draht lings der Curve u, lose auf das Ellipsoid 
aufgelegt und den Faden bei P, um denselben frei gleitend herumgeschlungen denken, 
. **) Zu der in diesem Paragraphen mitgetheilten Auffassung, nach der die 
eigentlich geschlossenen Polygone als Specialfall der uneigentlich geschlossenen 
erscheinen, bleibt zu bemerken, dass man auch umgekehrt die letzteren als eigerit- 
lich geschlossene Polygone mit unendlich vielen, in die Kriimmungscurve uy 
fallenden Ecken betrachten kann. 
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g 4, 
Ueber Polygone mit vollstindigen Windungen und vollstindigen 
Oscillationen. 


Die in § 2 behandelten Polygone, deren Seiten siimmtlich den 
einen Zweig der Kriimmungscurve uw, beriihren, bezeichne ich als 
Polygone mit unvollstiindigen Oscillationen, solange keine der Ecken 
ux”, welche den Hauptschnitt « = y durchstossen, den bisher ausser 
Acht gelassenen Zweig der Kriimmungscurve wu, erreicht, Wenn da- 
gegen m von den Kriimmungscurven pu,” mit a, zusammenfallen, so 
verwandeln sich die m entsprechenden Ecken wu,” des Polygons in m 
Beriihrungspunkte des Polygonumfanges mit dem vorher unberiihrten 
Zweige von uy. In diesem Falle wird man mit naheliegender Termino- 
logie sagen, dass das Polygon neben den n Windungen um die Léings- 
dimension der Zone (uy t,) zugleich m Oscillationen zwischen den beiden 
Zweigen der Kriimmungscurve u,, welche die Zone begrenzen, vollfiihrt. 

Die Formel (6) des. § 2 kann auf Polygone mit vollstindigen 
Oscillationen unmittelbar angewendet werden, und man gelangt zu dem 
Resultate : 

Wenn ein geodétisches Polygon der Zone (uy uy), welches seine 
s=s +s" Ecken auf s Kriimmungscurven w = uw, (ts < My) hat und 
mit den s” Ecken wy: (x =s' +1,--+ 8) die Mittellinie der Zone 
durchstisst, mit den s' iibrigen Ecken uy (x =1,-+-s') aber nicht 
durchstisst, sich nach n Windungen und m Oscillationen schliessen soll, 
so muss die Bedingung erfiillt sein: 


My Mo 
 f w—rde oS) f w—wae 
9 x . <a 3... SS ee. 
(8) 2>: f M 22; M 
Loe s+1e 
My’ My” 


Mo a 
— Ay d d 
+4(s’+ mf (u ae 2 min fw dy) ° 
% | 


Die durch Einfiihrung der Oscillationen erreichte Verallgemeinerung 
der geoditischen Polygone macht sofort die Unterscheidung der beiden 
Zweige einer Kriimmungscurve iiberfliissig. Seien nimlich u,v,, u.%>, 
u,v, irgend welche aufeinanderfolgende Ecken (vgl. Fig. 4) und v,' v,’, 
v, v, die beiden Halbbogen einer vollen Oscillation des Polygons. 
Wenn man die geoditische Linie v, v, tiber v, hinaus verlingert, 
wie es durch die punktirte Linie der Figur 4 angedeutet ist, so 
schneidet sie den Bogen v,'y,’ in einem Punkte u,”’v,", der auf der- 
selben Kriimmungscurve (u,’ = m,) liegt, wie der Punkt u,v. Denn 
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zunichst kann die bezeichnete Verliingerung den Bogen v,' v,’ erst 
dann schneiden, wenn sie zuvor u,, etwa in v,”, beriihrt hat*); indem 
man hiernach die Differentialgleichung (1): 


(w—d)dw _ (v—Ay)dv 
M = N 


einmal auf dem Wege y,v,'y,” und einmal auf dem Wege », »,” v,” 
integrirt, erhalt man resp. 


Mo x, Ka" 
(w—A)du  f (w—A) du (u — 4) du 
M . M + M 
Me Y 


Ho 


fe —1,)dv 
7 


x fo ft" ¥,"" 
_§ e-— do) de (u—A)du ff (w—A)du _ | (v—’) dv 
M M M ae N ' 
Y 2 


Me Mo id 
wo das Vorzeichen von M allenthalben positiv ist und die beiden 


Integrale rechter Hand mit positivem = auf genau gleichen Inte- 


grationswegen genommen sind. Es folgt daher durch Vergleichen der 
linken Seiten nach einfacher Reduction: 


Mo fo 

pea nae . (w — &) dw 

M F M 

Me Ma 
was bei der vorliegenden Beschrinkung der Integrationswege zu dem 
Schlusse fiihrt u,” —u,. Indem man so den Bogen »v,»,'v," durch 
den Bogen v,v,"¥v," ersetzt, wird die Ecke w, von einem Zweige der 
Kriimmungscurve w, auf den andern verlegt, wihrend die Integration 
der Differentialgleichung (1) lings des Polygonumfanges vor und nach 
dieser Modification zu derselben Gleichung (8) fiihrt. 

Wie die Keke w,, so kann ferner die Ecke w, von der einen auf 
die andre Seite der Mittellinie uw = y verlegt werden, worauf auch der 
zwischen beiden Ecken gelegene Beriihrungspunkt v,’ auf die andre 
Seite (nach v,”) verlegt erscheint. Auch Ecken, welche die Mittellinie 
durchstossen, kénnen auf diese Weise transponirt werden und durch- 
stossen dann die Mittellinie von der andern Seite her. Nimmt man 
hierzu die Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Ecken, so erkennt 
man, dass beliebig viele vorgegebene Ecken von der einen auf die 
andre Seite der Mittellinie verlegt werden kénnen, ohne dass die Be- 
dingungsgleichung (8) der Schliessung des Polygons eine Aenderung 
erfihrt. Es ergiebt sich also: 

Wenn ein geodiitisches Polygon der Zone (uy u,) sich mit n Windungen 


*) Weil sich Halbbogen derselben Art (vgl. diese Annalen Bd. XX, S, 158) 
nicht schneiden. 








Se. 


—_ po ss — 


a> tke: FH 


—e st ~~ oe) 2 6C8lCOMF 











Geoditische Polygone. 2935 


und m Oscillationen einmal schliesst, so schliesst es sich immer, unab- 
hingig nicht nur ven der Reihenfolge, in der die Ecken auf die ge- 
gebenen Kriimmungscurven u, vertheilt werden, sondern auch davon, 
auf welchen Zweig ihrer Kriimmungscurve eine jede zu liegen kommt. 

Es kommt allerdings darauf an, dass diejenigen Krii scurven 
bezeichnet sind und festgehalten werden, welche die den Hauptschnitt 
u = y durchstossenden Ecken tragen sollen. In dieser Hinsicht zerfallen 
die Ecken des Polygons in zwei wesentlich gesonderte Gruppen, deren 
Elemente nicht mit einander vertauscht werden kénnen. 

Es bedarf kaum der Erwihnung, dass auch in dem hier behan- 
delten Falle der Umfang des Polygons, der unmittelbar angegeben 
werden kann, eine unverinderliche Linge besitzt. 





§ 5. 
Ueber allgemeinere Polygone mit vollstindigen Windungen. 


Der Uebergang von den Polygonen des § 2 zu denen des § 3 
liess die Beriihrungspunkte der Polygone mit der Kriimmungscurve u, 
als eine specialisirte Form der Ecken erscheinen. Hieran ankniipfend 
soll der vorliegende § 5 auf geodiitische Polygone der Zone (u, uy) 
hinweisen, die nur Ecken besitzen. Diese Polygone umfassen als 
Specialfiille sowohl die friiher behandelten Polygone, welche Ecken und 
Beriihrungspunkte, als auch die sogleich zu erwahnenden Polygone, 
welche nur Beriihrungspunkte aufweisen. 

Man denke sich ein geoditisches Polygon, wie in Fig. 5 an- 
gedeutet, aus einer Zickzacklinie bestehend, deren 2s Ecken etwa 
abwechselnd auf der einen und auf der andern Seite der Mittellinie 
u=y und zwar beziiglich auf 2s gegebenen Kriimmungscurven u, 
(x= 1,2,---+, 2s) liegen, deren Seiten aber wieder geodiitische Linien 
der Zone (uj) sind. Es ergiebt sich in diesem Falle analog, wie 
in § 2, dass sich das Polygon nach » Umwindungen schliesst, wenn: 


Uy a 


2s 
(9) sf" =o du nf = oe 
i e 
p 


Y 


wo wieder die Vorzeichen der Quadratwurzeln M und N positiv ge- 
nommen sind. Die Form dieser Bedingung zeigt unmittelbar, dass 
das Polygon, wenn es sich schliesst, sich immer schliesst, wnabhiingig 
davon, in welcher Reihenfolge die Ecken auf die 2s Kriimmungscurven 
u, und in welcher Weise sie auf die beiden Seiten der Mittellinie u = y 
vertheilt werden, mit der einzigen Beschriinkung, dass sie abwechselnd 
auf die eine und andre Seite zu liegen kommen. 
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Lisst man diese Beschrinkung fallen, so erleidet die Formel (8) 
eine nach dem Friiheren leicht verstindliche Modification und die Ver- 
tauschbarkeit der Ecken hort auf eine véllig unbeschrankte zu sein. 

Mit u, = uw, fir x —1, 2, ---, 2s wird jede Seite des Polygons 
ein geodiitischer Halbbogen, jede Ecke ein Beriihrangspunkt mit der 
Kriimmungscurve ,, und die Bedingung (9) geht iiber in: 


My 


(u—4,)du _ cy — Ig) dv 
(10) 4s{- de in f sade. 
7 B 


d. h. die geoditische Linie der Zone (uu) schliesst sich mit s vollen 
Oscillationen und n Windungen, wenn die beiden reellen Perioden: 


Ho a 
6 “(u — Ao) du 9 (v — do) dv 
2f M und 2 
y 8 


= te) ds 
J ae os ae fe 


das rationale Verhiiltniss ™ = haben. 


des Integrales 


In Folge der setienintive Relation : 


Ag Mo ®, 
(4) — 4) da +, (uw — 4) du eo J (v — a) dv 
A M ie N ’ 


in der A, M, N dasselbe Radical /(« — 2) (B— 2) (y —z) (Wy) — 2) (4) —2) 
resp. mit gunk, uw, v bedeuten und siimmtlich mit positivem v se 
zu nehmen sind, kann der Bedingung (10) nur entsprochen werden, 
wenn s > n ist, d. h. die Anzahl der Oscillationen grisser als die An- 
zahl der Windungen postulirt wird. 


Auf der andern Seite kann aber auch das Verhiiltniss - der Anzahl 


der Windungen und der Anzahl der Oscillationen nicht beliebig klein 
gegeben werden, wenn man vermittels der Formel (10) auf dem Ellip- 
soide mw, eine Kriimmungscurve uw, bestimmen will, so dass sich die 
geodiitische Linie der Zone (u,u,) mit » Windungen und s Oscillationen 
-schliesst. 

Um dies zu erkennen, betrachte man den Quotienten: 


ee ae Q (Uo) 
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als Function von wy. Es ist dann nach der angefiihrten Perioden- 
relation: 


4, 
; (Ay — A) di 
J Vice — 4) (B — 4) (y — A) (to — 4) (4o— A) 
V(u)=1—-—, 


J _— _e —hy) de 
/ V (ce — v) (v — B) (v» — y) (v — go) (v — Ag) 


Hieraus ist unmittelbar ersichtlich, dass die Function Q(u,) von @) in 
dem Intervalle 6B > uw, > y mit abnehmendem 4, bestiindig abnimmt 





und zwar von dem Werthe 1, den sie fiir-~, = £6 erhilt, zu dem 
Werthe: 
M, = - ih To ————, 
- - (v— Io) dv 
Vie—ne- | =) 
PO) nV 0-H eh) 


p 
den sie fiir 4) = y annimmt; es ist niimlich, was den letzten Punkt 
betrifft : 
Ho pili 
lim i; es | ee ——— = - _=Vy— by — *), 
w= J Viw—u)B—e) (to—H)(u—7)U—%) Va—y)(B—7) 
7 





Da die Function @Q(u,) aber in dem betrachteten Intervalle stetig ist, 
so wird sie in demselben jeden rationalen Werth zwischen 1 und M, 
wirklich annehmen, aber auch keiner ausserhalb dieses Intervalles 
gelegenen rationalen Zahl gleich werden kénnen. Zugleich geht aus dem 
Verhalten der Function @Q(u,) hervor, dass sich innerhalb der vor- 
liegenden Grenzen das mw, aus der Gleichung (10) eindeutig bestim- 
men liisst. 

Hierbei ist zu bemerken, dass den Grenzwerthen u,—=y und 
uy, = 6 selbst keine Schliessungssiitze mehr entsprechen. Denn fiir 
uy, = y reducirt sich die geoditische Linie auf den Hauptschnitt u = y; 
fiir uw) = 6 liuft sie allerdings nach je einer vollen Umwindung und 
einer vollen Oscillation von einem Kreispunkt des Ellipsoides durch 
den diametralen Kreispunkt zu jenem zuriick, aber nicht wieder mit 
derselben Richtung, mit der sie ausgegangen war.**) Die Schliessung 
findet also nicht mehr in dem Sinne statt, wie bei dem allgemeinen 
Falle, wo die geoditische Linie in jedem Beriihrungspunkt mit der 
Kriimmungscurve mu, iiberhaupt nur eime Richtung besitzt und deshalb, 
wenn sie von einem solchen ausgeht und nach einer Anzahl von 


*) Vgl. hierzu Rosenhain, Mémoire sur les fonctions de deux variables et 
& quatre périodes (Mémoires présentés 4 l’Academie etc. tome XI), Cap. I, § 7. 
**) Vgl. Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes, Theil II, Art. 166. 
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Windungen und Oscillationen wieder dahin zuriickkehrt, nothwendig 
auch wieder die Ausgangsrichtung inne hat. 
Fiir 4, = y giebt die Gleichung (10), indem sie die Form erhilt: 


Mo a 
asf Se —— = inf - eae . 
Vie — uw) (8B — #) (uo — 2) : Vice — v) (v — B) (v — my) 
Y 


die Bedingung dafiir, dass ein geradliniges ebenes Polygon, welches 
der Focalellipse « = y einbeschrieben und der Ellipse w = mw, in der 
Ebene der Focalellipse umbeschrieben ist, sich mit 2s Seiten und » 
Umwindungen um die beriihrte Ellipse schliesst. Dem Falle u,=vy ent- 
spricht hier bei endlicher Windungszahl n ein Polygon von unendlich 
vielen Seiten. Dem Falle «4, = 6, in welchem sich der Kegelschnitt 
# =, auf seine Brennpunkte reducirt, entspricht in dem oben an- 
gegebenen Sinne kein eigentlicher Schliessungssatz mehr. 

Etwas anders, als hier fiir die geodiitischen Linien der Zonen 
(Up M)) entwickelt worden ist, gestalten sich die Verhiiltnisse fiir die 
geoditischen Linien der Zonen (v,v,), d. h. diejenigen geodiitischen 
Linien des Ellipsoides, welche zwischen den beiden Zweigen der von 
einem zweischaligen Hyperboloid vy = », ausgeschnittenen Kriimmungs- 
curve oscilliren und sich im Sinne des Hauptschnittes »y = « um das 
Ellipsoid herumwinden. Der Hauptunterschied dieser Linien von den 
hier behandelten ist in dem Satze ausgesprochen: Die geodiitische Linie 
der Zone (v,v,) kann sich nur mit mehr Windungen als Oscillationen 
schliessen. *) 


: § 6. 
Ueber Polygone mit vollstindigen Oscillationen und unvollstindigen 
Windungen. 


Im Gegensatz zu § 2, der geodiitische Polygone mit vollstindigen 
Windungen und unvollstiindigen Oscillationen behandelte, sollen hier 
Polygone mit unvollstindigen Windungen und vollstiindigen Oscilla- 
tionen in Kiirze Erwihnung finden. Es seien auf dem Ellipsoid A, 
neben der Kriimmungscurve «, irgend 2s Kriimmungscurven v,1,--- v2; 
der andern Art fixirt. Man construire ein geoditisches Polygon, dessen 


*) Dieser Satz iibertrigt sich, wie der entsprechende fiir die geodiitischen 
Linien der Zonen (uo uw), durch Collineation auf das zweischalige Hyperboloid, auf 
welchem sich also eine geodiitische Linie nur mit mehr Oscillationen als Windungen 
oder nur mit mehr Windungen als Oscillationen schliessen kann, jenachdem sie 
einer Zone (ume) oder einer Zone (4 )4)) auf dem Hyperboloid angehért. Der 
Begriff der Zone ist hierbei mit Riicksicht auf den Durchgang der Fliche durch 
das Unendliche in leicht ersichtlicher Weise zu verallgemeinern, 
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Seiten geodiitische Linien der Zone (u)u,)) sind, und dessen Ecken auf 
den Kriimmungscurven vy, v,--- v2, und zwar abwechselnd auf der 
einen und andern Seite des Hauptschnittes v = 6 liegen, sodass jede 
Seite des Polygons diesen Hauptschnitt durchsetzt, wiihrend der Haupt- 
schnitt vy =a von dem Polygonumfange nicht erreicht werde. Das 
Polygon wird sich dann von dem einen Zweige der Kriimmungscurve 
“, gegen den andern hinziehen und nachdem es denselben beriilrt 
hat, wieder dem ersteren zustreben u. s. f. Nach der bisher ange- 
wandten Methode leitet man auch hier den Satz ab: 

Das Polygon schliesst sich mit 2s Seiten und m vollen Oscillationen, 
wenn die Bedingung erfiillt ist: 


a be 
(11) 2 / =a —im f (u aa . 
le 
B 7 


Die Lage eines Polygons der betrachteten Art gegen den Haupt- 
schuitt » = 6 und die Grenzen uw = uw, der Zone (uyuy) ist fiir den 
Fall m= 1, s = 2, », = v», =v, =», in Fig. 6 schematisch an- 
gedeutet. Die Bedingung (11) ist wieder unabhiingig von der Reihen- 
folge, in der die Ecken des-Polygons auf die gegebenen Kriimmungs- 
curven v, vertheilt werden. Aber es mag des Folgenden wegen be- 
merkt werden, dass sich durch die Vertheilung der Ecken auf die 
v, jeweils die Vertheilung der Beriihrungspunkte mit der Kriimmungs- 
curve mw, auf die einzelnen Polygonseiten mitbestimmt. 

Die Aufhebung der Voraussetzung, dass jede Polygonseite den 
Hauptschnitt » = 6 und keine den Hauptschnitt* y= « durchsetzt, 
hat leicht ersichtliche Modificationen der Bedingungsgleichung (11) 
zur Folge, analog denjenigen, welche in § 1 die den Hauptschnitt 
u = y durchstossenden Ecken herbeifiihrten. 


§ 7. 


Ueber Polygone mit unvollstindigen Oscillationen und unvollstindigen 
Windungen. 


Die in § 6 untersuchten Polygone werden verallgemeinert, indem 
man ihre Beriihrungspunkte mit der Kriimmungscurve gw, in Ecken 
verwandelt, Man wird so zu Polygonen gefiihrt, deren Seiten geo- 
diitische Linien der Zone (u,u,)) sind und von deren Ecken 2s’ auf 
gegebenen Kriimmungscurven mu, der einen und 2s” auf gegebenen 
Kriimmungseurven v,” der andern Art liegen. Der Uebersichtlichkeit 
halber sei angenommen, dass der Polygonumfang zwischen 2 Ecken 
tx den Hauptschnitt 4 = y und zwischen je 2 Ecken v, den Haupt- 
16* 
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schnitt vy — 6 durchsetzt, den Hauptschnitt v = @ aber nicht erreicht 
(vgl. die schematische Darstellung in Fig. 7 fiir s’ = 3, s” — 1). 
Das Polygon schliesst sich unter der Bedingung: 


hie : ve 
X), (uw — Ay) da ¢ N, (v — Ay) dy 
9 € L — o 
(12) 2 > / M a. > N 
sé 1 - 
Y pe 


es schliesst sich also unabhiingig von der Wahl der Anfangsecke 
auf der ihr zugewiesenen Kriimmungscurve und unabhingig von der 
Reihenfolge, in der die Ecken wu, auf die Kriimmungscurven mu, und 
die Ecken vy, auf die Kriimmungscurven v, vertheilt werden. Da- 
gegen ist die Ineinanderschiebung der beiden Reihen von Eckpunkten 
ebensowenig willkiirlich, wie es in § 6 die Verkettung der Eckpunkte 
und Beriihrungspunkte war. 

Wollte man zulassen, dass einige Ecken des Polygons den Haupt- 
schnitt v = « durchstossen, oder wollte man die Voraussetzung iiber 
die Beziehung des Polygons zu den Hauptschnitten u = y und vy = 6 
fallen lassen, so wiirde man an Symmetrie der Formel (12) verlieren 
und entsprechend die unbegrenzte Vertauschbarkeit der gleichartigen 
Kcken einbiissen, Es soll deshalb dieser Verallgemeinerung nicht aus- 
fiihrlicher gedacht werden, aber im folgenden Paragraphen noch eine 
allgemeine, auch auf diese Fille beziigliche Bemerkung Platz finden. 


~~ 


§ 8. 
Allgemeine Grundlage der Schliessungssitze geoditischer Polygone. 


Vermége der bekannten Winkelbeziehung zwischen den Richtungen 
der beiden Kriimmungscurven und den Richtungen der beiden geo- 
diitischen Linien der Zone (u)u@,), welche durch einen Punkt gw, v der 
Zone hindurchgehen, ist das Bildungsgesetz der geodiitischen Polygone 
dahin auszusprechen, dass in den Ecken uw, (d. h. denjenigen Ecken, 
welche auf einer Kriimmungscurve u = uw, liegen sollen) der Polygon- 
winkel von der betreffenden Kriimmungscurve v, in den Ecken v,” der 
Polygonwinkel von der betreffenden Kriimmungscurve mw halbirt wird. 
Der analytische Ausdruck dieser Eigenschaft ist, wenn man mit Riick- 


sicht auf § 2 das Verhalten der Differentiale (u =e 4H oder — gs 


in einer Polygonecke als reguliir oder irregulir bezeichnet, jenachdem 
beim Durchgang durch diese Ecke du und M oder dy und N resp. 
beide ihr Vorzeichen sprungsweise wechseln oder beide nicht wechseln, 


der folgende: In den Kcken pw, verhiilt sich das Differential ( —> & 
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irregular, das Differential & —— 


- reguliir, in den Ecken v,~ findet 


das Umgekehrte statt. 

Auf diesem Umstande beruht es, dass bei der Integration der 
Differentialgleichuug der geodiitischen Linie lings des Polygonumfanges 
die v-Coordinaten der Ecken uw, und die w-Coordinaten der Ecken 
v,” herausfallen, und danach die Schliessung des Polygons von der 
Lage der einzelnen Ecken auf ihren Kriimmungscurven unabhingig 
ist. Auf demselben Umstande beruht es ferner, dass der Umfang der 
Polygone in gleichem Sinne unabhiingig erscheint. Denn der Umfang 
driickt sich durch eine Summe von Integralen 2. Gattung aus, die 
genau dieselben Integrationswege besitzen , wie die Integrale 1. Gattung 
in der Bedingungsgleichung des Schliessungsproblems. Der Ausdruck 
des Umfanges ist daher beziiglich von denselben Elementen abhiingig 
resp. unabhiingig, wie jene Bedingungsgleichung. Die Erhaltung des 
Umfanges gilt hiernach allgemeiner, als sie von Hart*) ausgesprochen 
worden ist. 

Die vorstehende Untersuchung geoditischer Polygone auf dem 
Ellipsoid setzte dieselben immer als gebildet aus geodiitischen Linien 
einer Zone (uM )) voraus. Die Behandlung der Polygone aus geo- 
ditischen Linien einer Zone (v,v,) bietet keine wesentlich neuen Ver- 
hiltnisse dar. Auf den hauptsiichlichsten Unterschied der geodiitischen 
Linie einer Zone (4) u,) und einer Zone (vy) wurde bereits am Schlusse 
des § 5 hingewiesen. 


II. Geodiitische Polygone auf dem einschaligen Hyperboloid, 


§ 9. 
Ueber die 3 Arten geoditischer Linien auf dem einschaligen Hyperboloid. 


Von den 2 Arten geodiitischer Linien auf dem Ellipsoid, welche 
einerseits die Kriimmungscurven u = const., anderseits die Kriimmungs- 
curven v = const. beriihren, werden die einen von den reellen gemein- 
samen Tangenten des Ellipsoides und eines confocalen einschaligen 
Hyperboloides, die ahdern von den reellen gemeinsamen Tangenten 
des Ellipsoides und eines confocalen zweischaligen Hyperboloides um- 
hiillt. Diesen beiden Arten entsprechen durch die in § 1 angegebene 
reelle Transformation des Raumes auf dem zweischaligen Hyperboloid 
beziiglich 2 Arten geodiitischer Linien, welche resp. die Kriimmungs- 
curven “ = const. und die Kriimmungscurven 4 = const. beriihren. 
Demgegeniiber hat man auf dem einschaligen Hyperboloid 3 Arten 


*) Vgl. Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes II, Art. 165, 
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geoditischer Linien zu unterscheiden. Zuniichst giebt es 2 Arten, die 
beziehungsweise von den gemeinsamen Tangenten des einschaligen 
Hyperboloides und eines confocalen Ellipsoides oder zweischaligen 
Hyperboloides umbhiillt werden und demgemiiss Kriimmungscurven der 
einen und andern Art auf dem einschaligen Hyperboloid beriihren. 
Diese beiden Arten gehen bei der erwihnten Transformation des con- 
focalen Systems in sich wechselseitig in einander iiber, weil sich dabei 
Ellipsoide und zweischalige Hyperboloide vertauschen. Zu diesen beiden 
Arten tritt eine dritte Art geodiitischer Linien auf dem einschaligen 
Hyperboloid, deren Gesammtheit bei der Transformation in sich iiber- 
geht. Diese geodiitischen Linien beriihren im Allgemeinen keine 
Kriimmungscurve und werden umbhiillt von den reellen gemeinsamen 
Tangenten des einschaligen Hyperboloides, auf dem sie verlaufen, und 
eines zweiten einschaligen Hyperboloides. Sie gehen im Besonderen 
beim Zusammenfall dieser beiden Hyperboloide in die geradlinigen 
Erzeugenden des einen Hyperboloides iiber. 
Die Differentialgleichung der geodiitischen Linien auf dem ein- 
schaligen Hyperboloid: 
at y? 2 


— + nears sail te = |] 


— Ho Ho— 7 


lautet in den in § 2 beiliufig eingefiihrten elliptischen Coordinaten: 


13) — —— SanESnaeaaeeadgaenStnS aoe 
ans V(e — 2) (B — 4) (y — A) (wo — @) (e —2) 
(v — to) dv 
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Dabei ist g der Parameter einer Fliche des confocalen Systems; die 
gemeinsamen Tangenten dieser Fliche @ mit der Fliche w, umhiillen 
die geoditische Linie. 

Ks sollen nun folgende Ausdrucksweisen gebraucht werden: Das- 
jenige Gebiet der Fliche des einschaligen Hyperboloides, welches be- 
grenzt wird von den beiden Zweigen einer Kriimmungscurve @ (9 = A, 
oder v,) und den Hauptschnitt « (6 = — oo, y, B oder «) in sich 
enthalt, heisst eine Zone (0, 6, 0). 

Dabei ist das Hyperboloid als im Unendlichen in sich zusammen- 
hiingend vorgestellt, sodass auch die Kriimmungscurven v = const, 
aus zwei geschlossenen Ziigen bestehend zu denken sind. — Kine volle 
Windung einer geodiitischen Linie, welche auf die Zone (9, 6, 9) be- 
schriinkt ist, erstreckt sich im Sinne der Richtung des Hauptschnittes 
6 einmal um die Zone herum, ohne dass die geoditische Linie, wie 
der Hauptschnitt 6, nach einer vollen Windung in sich zuriickkehrt. 
Kine volle Oscillation erstreckt sich von einem Beriihrungspunkt der 
geoditischen Linie mit dem einen Zweige der Kriimmungscurve 9 bis 
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zum nichsten Beriihrungspunkt mit demselben Zweige. Man kann die 
Halboscillationen der geoditischen Linie, die von einem Beriihrungs- 
punkt mit dem einen Zweige bis zum niichsten Beriihrungspunkt mit 
‘dem andern reichen, in rechts und in links gewundene trennen, jenach- 
dem sie bei Festsetzung einer bestimmten Richtung der geoditischen 
Linie von dem einen Zweig der Kriimmungscurve g zum andern oder 
von diesem zum ersteren fiihren (vgl. § 10, Anm. 8. 246), 

Die gegenseitige Stellung der drei Arten geodiitischer Linien, 
deren gemeinsamer analytischer Ausdruck die Differentialgleichung (13) 
ist, kann in folgender Weise charakterisirt werden: 

Eine geodiitische Linie 1. Art, 9 = 4, (— 00 <4, < y), ist auf die 
Zone (A,, — oo, dy) beschriinkt; sie oscillirt zwischen den beiden Zweigen 
der Kriimmungscurve 4,, welche sie abwechselnd beriihrt, hin und her, 
indem sie mit jeder vollen Oscillation stets mehr als eine volle Windung 
volifiihrt. Fiir 2 == —oo zieht sich die Zone, innerhalb deren die 
geodiitische Linie verliiuft auf den Hauptschnitt 4 = — co zusammen. 
Fiir 4, = y dagegen dehnt sich die entsprechende Zone iiber die ganze 
Fliiche des Hyperboloides aus und die Oscillationen der geodiitischen 
Linie reichen von der einen Seite des Hauptschnittes 4 = y durch das 
Unendliche hindurchlaufend bis auf die andere Seite desselben. In 
jedem Punkte des Hauptschnittes 4 = y beriihrt also von jeder Seite 
her ein Zug der geoditischen Linie 1. Art der Zone (y, — oo, y). 
Anstatt diese beiden Ziige durch den Hauptschnitt 4 = y getrennt zu 
denken, kann man sie aber auch als 2 sich in dem Punkte kreuzende 
Ziige auffassen, deren jeder den Hauptschnitt mit einer gleichzeitigen 
Wendung unter dem Winkel 0 durchsetzt. In dieser Verbindung ihrer 
Ziige gehért die geodiitische Linie bereits der 3. Art an. 

Jede geodiitische Linie 3. Art, 9 = wy, (y <u, < B), bedeckt mit 
ihren Windungen das ganze Hyperboloid, ohne ein Gebiet frei zu lassen. 
Bei einer solchen Linie giebt es keine Oscillationen mehr; die Linie 
windet sich dafiir gleichzeitig im Sinne der Kriimmungscurven 4= const. 
und im Sinne der Kriimmungscurven v = const. um das Hyperboloid 
herum. Solange y<“, < fo ist, kommt auf eine Windung im Sinne 
der Kriimmungscurven v = const. (die halbe Windung etwa gerechnet 
von einem Durchgang durch den Hauptschnitt 4 = y bis zum 
nichstfolgenden) immer mehr als eine Windung im Sinne der Kriim- 
mungscurven 2, was dem Umstande entspricht, dass sich die erst- 
genannten Windungen aus den Oscillationen der geodiitischen Linien 
1. Art entwickelt haben. Fiir w, =u, zerfallt die geoditische Linie 
in das System der Erzeugenden des Hyperboloides.*) Jede Erzeugende 





. *) Zur Veranschaulichung der Mittelstellung der Erzeugenden unter den 
iibrigen geodiitischen Linien des Hyperboloides diene noch die Bemerkung, dass 
ein durch seine beiden Endpunkte gespannter Faden, der sich auf die Fliche 
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geht mit einer halben Windung im Sinne der einen und andern Art 
yon Kriimmungscurven in sich zuriick (vgl. § 10, die Anm. 8. 247). 


Fiir 4, < , < B kommt alsdann auf eine Windung im Sinne der . 


Kriimmungscurven v keine ganze Windung mehr im Sinne der Kriim- 
mungscurven 4. Fiir u, = durchsetzen die Ziige der geodiitischen 
Linie den Hauptschnitt « = 6 mit einer gleichzeitigen Wendung unter 
dem Winkel 0 oder beriihren, als geodiitische Linien 2. Art aufgefasst, 
von beiden Seiten her den Hauptschnitt w = £. 

Eine geodiitische Linie 2. Art, 9 =v, (B << v, <a), ist niimlich 
auf die Zone (vy,a@v,) beschriinkt; sie oscillirt zwischen den beiden 
Zweigen der Kriimmungscurve 4,, welche sie abwechselnd beriihrt, hin 
und her, indem sie mit jeder vollen Oscillation stets mehr als eine volle 
Windung vollfiihrt*) und sich hiermit an das Verhalten der geo- 
diitischen Linien 3. Art u, > uw, > B anschliesst. 

Die vorstehenden Siitze sollen, soweit sie sich auf die geodiitischen 
Linien 3. Art beziehen, im folgenden Paragraphen bewiesen und niher 
ausgefihrt werden. Wenn auch die geoditischen Linien 1. und 2. Art 
auf dem einschaligen Hyperboloid nicht durch reelle Collineation aus 
den je 2 Arten geodiitischer Linien des Ellipsoides und zweischaligen 
Hyperboloides hervorgehen, so gehéren sie doch mit diesen zusammen 
in die erste der beiden Gruppen geodiitischer Linien, welche die 
Flichen des confocalen Systems darbieten. Die geodiitischen Linien 
der 1. Gruppe mégen nimlich dadurch charakterisirt werden, dass sie 
auf eine Zone der jeweiligen Fliche beschriinkt sind und dass sie 
Windungen und Oscillationen besitzen. Die 2. Gruppe bilden alsdann 
die geodiitischen Linien 3. Art auf dem einschaligen Hyperboloid, die 
auf keine Zone beschriinkt sind, die keine Oscillationen, aber Windungen 
doppelter Art vollfiihren. 

In entsprechender Weise zerfallen die geodiitischen Polygone in 
zwei Gruppen, deren erste durch die in den §§ 2—8 behandelten Poly- 
gone der einen Art auf dem Ellipsoid hinreichend vertreten sind. Es 
bleibt daher nur noch die 2. Gruppe geodiitischer Polygone ausfiihr- 
licher zu betrachten, diejenige Gruppe, der im Besondern die gerad- 
linigen Polygone auf dem einschaligen Hyperboloid angehéren. Die 


lings einer geodiitischen Linie auflegen soll, auf die dussere oder innere Seite 
des Hyperboloides zu legen ist, jenachdem die geodiitische Linie der Gruppe 
—©<e< my oder der Gruppe wy << oe < « angehirt. 

*) Im Anschluss an die letzte Anmerkung zu § 5 sei erwiihnt, dass sich auf 
dem einschaligen Hyperboloid sowohl die geoditischen Linien einer Zone 


(Ay, — ®, do) als die einer Zone (x), «, vj) nur mit einer griéssern Anzahl von. 


Windungen als von Oscillationen schliessen kénnen, was damit in Einklang steht, 
dass beide Arten geodiitischer Linien durch die wiederholt erwihnte Transformation 
des confocalen Systems in einander iibergehen. 
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Absicht ist dabei, die bekannten Siitze tiber die letzteren auf die all- 
gemeineren Polygone auszudehnen, beziehungsweise zu zeigen, in wie 
weit sie bei dieser Ausdehnung beschriinkt werden miissen. Als Vor- 
bereitung hierzu wird im folgenden Paragraphen ein Ueberblick tiber 
den Verlauf der geodiitischen Linien 3. Art zum Vergleich mit dem 
Verhalten der Erzeugenden des Hyperboloides gegeben. 


§ 10. 
Ueber die geoditischen Linien 3. Art auf dem einschaligen Hyperboloid. 


Irgend ein Stiick der Umbhiillungscurven der gemeinsamen Tan- 
genten der beiden einschaligen Hyperboloide w, und mw, auf uy soll 
vorliufig als eine geodiitische Linie (u)mu,) und die Gesammtheit der 
geodiitischen Linien (u,u,) als ein System (u,m,) bezeichnet werden. 

Vermége des doppelten Vorzeichens in der Differentialgleichung : 


(14) (Uo — a) da Sis (v — wy) dv 


A rire aeeadaa 
in der: 


A= + V(a@— A) (B — a) (y — A) (tm — 4) (Hy, — 4), 


N= +V (a — ») (v — B) (v — 7) (v — Mo) (Y — 4), 

gehen durch jeden Punkt des Hyperboloides uw, zwei geoditische Linien 
des Systems (u,u,). Um die Winkel zu bestimmen, welche im Punkte 
4,v die Richtungen dieser geodiitischen Linien mit den Kriimmungs- 
curven durch v einschliessen, denke man sich bei aufrechter Stellung 
des Hyperboloides auf der Vorderseite die Richtung der Kriimmungs- 
curve 4 nach rechts positiv und die Richtung der Kriimmungscurve v 
und der geoditischen Linien G, und G, im Punkte 4, v nach oben 
positiv gerechnet (vgl. Fig. 8). Da man den Ausdruck fiir das Linien- 
element der Kriimmungscurve und der geodiitischen Linie kennt, so findet 
man fiir die Cosinus der Winkel d, und d,, welche die geodiitischen 
Linien imPunkte 4, v mit der Kriimmungscurve 4 bilden: 


(15) cos d, = + } ——, cos dy = — / —. 

Die Richtung der geodiitischen Linien niahert sich also gegen 
4 ==—oo hin immer mehr der Richtung der Kriimmungscurven v =const., 
und die Richtungen der beiden geodiitischen Linien des Systems, welche 
durch einen unendlich fernen Punkt des Hyperboloides gehen, fallen 
mit einander zusammen. Allein dieses Zusammenfallen beruht nur auf 
der Besonderheit der gewoéhnlichen Maassbestimmung. Da nimlich 
durch die Collineation des § 1 der betrachtete Punkt des Hauptschnittes 
4=-—oo auf den Hauptschnitt »— «a eines andern einschaligen 
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Hyperboloides verlegt wird und zugleich geodiitische Linien 3. Art auf 
den Hyperboloiden des confoealen Systems wieder in solche tibergehen, 
so kann man aus dem Verhalten der beiden geoditischen Linien des 
Systems (u)u,) in einem Punkte vy = a, soweit dasselbe nicht gerade 
dem Hyperboloid mw, eigenthiimlich ist, auf ihr Verhalten in einem 
Punkte 4 = — oo schliessen. Aus (15) folgt nun, dass auf den ein- 
schaligen Hyperboloiden des confocalen Systems die beiden durch einen 
Punkt v = @ gehenden geodiitischen Linien eines Systems 3. Art sich 
im Allgemeinen nicht beriihren, sondern kreuzen. Man erkennt iiber- 
dies leicht, dass, wenn sie beide den Hauptschnitt v = « in irgend 
welchen Richtungen durchsetzen, das Vorzeichen von dd sich dabei 
auf keiner von beiden iindert. Hiernach geschieht auch der Durch- 
gang der geodiitischen Linien 3. Art durch den Hauptschnitt 4—— oo 
ohne jede Unbestimmtheit in der Weise, dass auf jeder der beiden in 
dem einzelnen Punkte 4==—oo sich kreuzenden geodiitischen Linien dv 
sein Vorzeichen beibehiilt, d. h. der Sinn der Windungen der geodiitischen 
Linien in der Richtung der Kriimmungscurven 4 nicht geiéndert wird. 

Von unendlich weiten Punkten abgesehen, kénnen die beiden 
Cosinus in (15) mit Ausschluss der Grenzfille wu, = y oder u, =p 
fiir keinen Punkt des Hyperboloides 0 oder 1 werden. Da sich nun 
lings der geodiitischen Linie die Ausdriicke (15), wie die Variabeln 
A und y stetig indern, so kann, wie weit man auch auf einer geo- 
ditischen Linie fortschreitet, wenn man nur das unendlich Weite 
noch nicht erreicht, das Vorzeichen der Quadratwurzel fiir den zu- 
gehérigen Cosinus nicht wechseln. 

Soweit man also den geodiitischen Linienzug im Endlichen ver- 
folgen mag, so schneidet er in dem in Figur 8 markirten Sinne alle 
Kriimmungscurven von unten nach oben und die Kriimmungscurven 
v=const. entweder alle von links nach rechts oder alle von rechts nach 
links. Der Linienzug mag entsprechend als rechts oder als links ge- 
wunden bezeichnet werden. Wenn nun die geoditische Linie von unten 
nach oben ins Unendliche geht, so lauft sie nach dem Durchgang 
wieder von unten nach oben; aber auch der Sinn ihrer Windung nach 
der Richtung der Kriimmungscurven 4 = const. hat sich beim Dureh- 
gang durch das Unendliche, wie vorhin bemerkt, nicht geindert, ob- 
wohl die geoditische Linie nach dem Durchgang durch das Unendliche 
in der bezeichneten Richtung um 180 Grad verdreht erscheint. Es 
folgt also: Kine links oder rechts gewundene geoditische Linie 3. Art 
auf dem einschaligen Hyperboloid bleibt immer beziiglich links oder 
rechts gewunden*), wie weit man sie auch verfolgen mag. 


*) ‘In der That fehlen hier die Beriihrungspunkte mit einer Kriimmungs: 
curve, welche bei den geoditischen Linien 1. und 2. Art den Uebergang von 
rechts und links gewundenen Ziigen in einander vermittelten (vgl. 8S. 243), 
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Fiir u, = @y gehen die rechts oder links gewundenen geodiitischen 
Linien des Systems (u,)u,) beziiglich in die eine oder andre Schaar der 
geradlinigen Erzeugenden des Hyperboloides a, tiber.*) 

Im Folgenden soll das unendlich Weite ausgeschlossen und das 
System (u,u,) durch die unendlich ferne Ebene in unendlich viele 
einzelne Ziige zerschnitten gedacht werden. Was die einzelnen Ziige 
angeht, die im prignanten Sinne als ,geodiitische Linien des Systems 
(Uy #4)“ bezeichnet werden sollen, so gelten von denselben, wie aus 
dem Vorstehenden unmittelbar hervorgeht, die folgenden Satze: 

Die geodiitischen Linien des Systems (u,u,) zerfallen in 2 Schaaren. 

Die Linien der einen Schaar sind rechts, die der andern links 
gewunden. 

Durch jeden Punkt des Hyperboloides geht eine geodiitische Linie 
aus jeder Schaar. 

Zwei Linien derselben Schaar schneiden sich nicht. 

Die einzelne geodiitische Linie des Systems (u,u,) vollfiihrt, da 
sie nicht mehr durch das Unendliche hindurch verfolgt wird, nur noch 
Windungen im Sinne der Kriimmungscurven 4 = const. Dabei ist 
eine halbe Windung mit Bezug auf das lings der geoditischen Linie 


hinerstreckte Integral J on pi sy dadurch charakterisirt, dass die 


Variable v gerade einmal den Periodenweg um die beiden Verzweigungs- 
punkte v = £6 und v =« durchiiuft. Beziiglich der Windungszahl 
einer geoditischen Linie des Systems sind, wie bereits aus dem vorigen 
Paragraphen hervorgeht, zwei Fille zu unterscheiden, jenachdem 
, > wy oder wy, > mw, ist, also das Hyperboloid w, innerhalb oder 
ausserhalb my liegt. Es mégen die Systeme geoditischer Linien dritter 
Gattung, jenachdem wu, > oder < Uy ist, als Systeme (u, My) oder 
Systeme (u,u,) benannt werden. 

Zwischen den reellen Perioden der Integrale, auf welche die Inte- 


gration der Differentialgleichung (14) fiihrt, bestehen bekanntlich**) 
die Relationen: 


Y Ma a 

; di y d : d . 
fo) S+ few) a — fem) =O fiir o> tos 
—@ My B 





*) Die Combination zweier paralleler Erzeugenden (vgl. Fig. 9a) ist als ein 
geschlossenes geoditisches Polygon mit zwei unendlich fernen zusammenfallenden 
Ecken zu betrachten. Dieses Polygon geht bei der Transformation des confocalen 
Systems wieder in ein geschlossenes Zweieck auf einem einschaligen Hyperboloid 
liber, dessen Ecken auf dem Hauptschnitt » =a liegen und dessen Seiten in 
einer Tangentialebene des Hyperboloides verlaufen (vgl. Fig. 9b). 


**) Vergl, Jacobi, Gesammelte Werke, herausgegeben von Weierstrass, 
Bd. II, 8. 39. 
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Y Mo a 

f di x i , l ” 
Jem—a i =f (HoH) a — fw) WO fiir ay < fy. 
=e Mm B 


Hier haben A und N die Bedeutung (14) und geht M aus A durch 
Vertauschung von 4 mit w hervor; ferner sind die Quadratwurzeln 
A, M, N allenthalben positiv zu nehmen. Es folgt daher: 


¥, @ 
¢ r un! ‘ ¥ d es 
2 f (my —a) x <2 f(v—mo) “ fiir uw, > Uy, 
Se 4 


Y, @ 
; di i dv 2 
245 =a fir u, = 
J V(a—a) (B—A) (y—a) q} V(e—v) (v—B) (v—y) ( ad lo)» 
a " 


x « 
 . _veT: lv 2 
2 f (Ho ay >2 | (»—w) ~ fiir wy < fy. 


Daraus schliesst man nun ohne Schwierigkeit*): 

Die geodiitischen Linien (u,u,) machen immer weniger als eine 
halbe Windung. 

Die geodiitischen Linien (u,u,) machen immer genau eine halbe 
Windung. 

Die geodiitischen Linien (uo w,) machen immer mehr als eine halbe 
Windung. 

Als Folgerungen hieraus ergeben sich weiter die Sitze: 

Zwei geodiitische Linien (uw, uo) verschiedener Art schneiden sich 
hochstens einmal. 

Zwei geodiitische Linien (uy uy) verschiedener Art schneiden sich 
genau emmal. 

Zwei geodiitische Linien (uw, u,) verschiedener Art schneiden sich 
mindestens einmal. 


: § 11. 
Ueber geodatische Polygone 3. Art auf dem einschaligen Hyperboloid. 


Aus geoditischen Linien eines Systems (uy) u,) oder (a, wy) sei ein 
Polygon von 2s Seiten construirt, dessen Ecken abwechselnd auf der 
einen und auf der andern Seite des Hauptschnittes 4 = y und zwar je 
auf einer Kriimmungscurve 4=/, (x = 1, 2, +» - 2s) des Hyperboloides 
u, liegen. Es wird verlangt, dass dieses Polygon sich mit » Windungen 
schliesst. 


*) Nach derselben Schlussweise sind die entsprechenden Siitze des vorigen 
Paragraphen abgeleitet. 
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Als Bedingung hierfiir erhilt man durch Integration der Differen- 
tialgleichung (14) lings des Polygonumfanges: 


Y a 
2s 
(16) 2> ff = 044 an fess 
1 e 
Ay Bp 


da auch hier die Integrale mit positivem Vorzeichen der Quadratwurzel 
genommen werden, und eine Vieldeutigkeit derselben ausgeschlossen 
bleibt, so folgt: 

Wenn die Ecken eines geschlossenen Polygons, dessen 2s Seiten 
emem System geodiitischer Linien 3. Art auf einem einschaligen Hyper- 
boloid angehiren und einzeln die Ebene der Focalellipse durchsetzen, je 
auf emem von 2s confocalen Ellipsoiden liegen und es bewegen sich 
2s — 1 LKcken je auf ihrem Ellipsoid, so bewegt sich auch die letzte 
Ecke auf ihrem Ellipsoid. Bei dieser Bewegung bleibt der Umfang S 
des Polygons constant, und zwar ist: 


Y « 
=. ° bb -_ ° 7 as 
( 17) S alan 2} / (iy i) Ss A) di a in f (v Uy) w 4) dy e 
4 ' 


3 


Soll im Besonderen ein Polygon von 2s Seiten und » Windungen eiver 
und derselben Kriimmungscurve 4 = A, einbeschrieben sein, so muss 
der Bedingung geniigt werden: 


a 


Y 
‘ J (tty — 4) da =n (» - paddy 


A ? 


die fiir w, =m, und nm =s durch 4, = — oo erfullt wird und dem in 
der Anmerkung zum vorigen Paragraphen erwihnten Zweieck ent- 
spricht. 

Diese Siitze bieten im Vergleich zu den fiir das Ellipsoid gefun- 
denen Sitzen nichts wesentlich neues. Dagegen sollen dieselben, wie 
schon erwihnt, nach einer andern Richtung ausgedehnt werden, die 
ihre Stellung zu den bekanuten Siitzen iiber die geradlinigen Polygone 
auf dem einschaligen Hyperboloid besonders charakterisirt. Aehnliche 
Betrachtungen, wie die folgenden, hiitten auch schon bei den geo- 
ditischen Polygonen des Ellipsoides angestellt werden kénnen, finden 
aber hier in der Analogie mit der Theorie der geradlinigen Polygone 
einen natiirlicheren Stiitzpunkt. 
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§ 12. 
Die Schnittpunktssysteme der verlingerten Polygonseiten. 


Wenn das System geodiitischer Linien (mu, u,) oder (uw, u)) in das 
System der Erzeugenden iibergeht, so schneiden sich die 2s Seiten des 
geoditischen Polygones, die abwechselnd von der einen und anderen 
Art sind, bei hinreichender Verlingerung in genau s? Punkten. Bei 
den allgemeinen Polygonen wird dagegen nach § 11 die Anzahl der 
Schnittpunkte < s? oder > s? sein, jenachdem die Polygonseiten einem 
System (u,@,) oder einem System (mu, u,) angehdren. 

Seien nun s; und s,; irgend zwei Seiten des Polygons von ver- 
schiedener Art und seien (vergl. Figur 10) die Coordinaten eines Eck- 
punktes i allgemein 4;v;. Die beiden Seiten s; und s; mdgen sich, 
wenn sie sich iiberhaupt schneiden, in einem Punkte A,» und, 
wenn sie sich 6fter schneiden, in weiteren Punkten Ao v9 , Ao vo", U. 8. W. 
schneiden. Um die 4-Coordinate des Punktes 4, v, zu bestimmen, inte- 
grirt man die Differentialgleichung (14), die in Fig. 10 angedeutete 
Lage von A, v, vorausgesetzt, einmal liings des Weges (i—1, i, 0, 7, +1) 
und einmal lings des Stiickes (i—1, i, i+1,---,#—1,7,7+1) des 
Polygonumfanges; die Richtung beider Wege im Sinne der Kriimmungs- 
curven A ist die nimliche, und die Variable v nimmt auf beiden genau 
dieselben Werthe in derselben Reihenfolge an*). 

Man erhialt daher durch die beiden Integrationen respective: 


Vi+1 
Sinn» <= +2 finn A ‘fir Sm fee) - 


%—1 


und 


Y P Y y +1 
fw —ia a +2 fw —A) = + fiw a) 4 A t= fo lo) ca 
4i—1 : do Yeas 


%—1 
wo die Quadratwurzel A iiberall positiv ist und die Werthe der beiden 
Integrale rechter Hand gleich sind. Wenn die Seiten s; und s; sich 
iiber 4,v, nach oben verlangert nochmals schneiden sollten, etwa in 
Ay vo, 80 wiirde man von i — 1 iiber 0 nach 0 und weiter iiber 0 


*) Dieser Umstand ist wesentlich; wenn sich daher bei der fiir Fig. 10 an- 
genommenen Anordnung die Seiten s; und s; nach unten verliingert ebenfalls 
schneiden, so wiire an Stelle des im Texte benutzten Theiles des Polygonumfanges 
der andere Theil (7, 7’ -+4-1---¢—1, i) desselben in analoger Weise zu benutzen. 
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nach ¢ + 1 immer mit gleichem Windungssinne hinintegriren und an 
Stelle der ersteren der obigen abner erhalten : 


Vi'+1 
fio - + of — A) ot "7 fin: . Me fv ms) ) 


Aj_1 %i-1 
d 
+ 4f(v—w) Nr 
B 


Es ergiebt sich daher fiir die Coordinaten 4 der Schnittpunkte der 
verlingerten Polygonseiten jedenfalls eine Gleichung von der Form: 


Y : y a 
aos di d 
(18) fiw» = =3 fw + 4m (v — Uo) * ’ 
% ¥ 2 


wo m eine dem Schnittpunkte 4 eigenthiimliche ganze Zahl ist. 
In der Gleichung (18) hingt der Term 


a. 
/ di 
Sfim-o4 
S 


nur von der Configuration der gegebenen Kriimmungscurven 
A, (x = 1,2,---, 28) 


und in gewissem Grade von der Reihenfolge der auf dieselben ver- 
theilten Polygonecken ab; dieser Term bleibt also constant, wenn sich 
das Polygon continuirlich so bewegt, dass seine Ecken auf ihren 
Kriimmungscurven und in ihrer Reihenfolge verharren. Die Gleichung 
(18) enthalt also an veriinderlichen Elementen nur 4 und m. Bei der 
bezeichneten continuirlichen Bewegung des Polygons kénnte sich nun 4 
nur stetig iindern. Dies ist aber, da m héchstens von einer ganzen 
Zahl zu einer andern springen kann, nicht mdglich. Es muss daher 
bei der Bewegung des Polygons sowohl 4 als m constant bleiben. 

Daraus geht weiter hervor, dass bei einer Bewegung des Polygons, 
welche die Ecken in ihrer Reihenfolge und jede Ecke auf ihrer Kriim- 
mungscurve beliisst, kein neuer Schnittpunkt der verlingerten Polygon- 
seiten auftreten und kein vorhandener verloren gehen kann. Man hat 
daher zusammenfassend den Satz: 

Wenn die Ecken eines geschlossenen Polygons, dessen 2s Seiten 
einem System geoditischer Linien 3. Art auf dem einschaligen Hyper- 
boloid angehiren, je auf einer von 2s gleichartigen Kriimmungscurven 
A, liegen, und es bewegen sich alle Ecken bis auf eine je auf ihrer 
Kriimmungscurve, so bewegt sich nicht nur die letete Ecke, sondern , 
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auch jeder weitere Schnittpunkt der verliingerten Polygonseiten je auf 


einer Kriimmungscurve der gleichen Art. Die Anzahl dieser weiteren 
Schnittpunkte bleibt dabei constant und ist nicht grésser als s (s — 1) 
oder nicht kleiner als s(s—1), jenachdem die Seiten des Polygons einem 
System (uw, @,) oder einem System (ut, w,) angehiren. 

Die besondere Annahme uw, = mu, liisst das System der geoditischen 
Linien 3. Gattung in das System der Erzeugenden iibergehen, und die 
Anzahl der Schnittpunkte der verlingerten Polygonseiten betriigt dann 
genau s(s — 1). 

In diesem Falle tritt zu den beziiglichen Specialisirungen der vor- 
stehenden Siitze ein wesentlich neuer Satz hinzu. Die Bedingung (16) 


wird niimlich, wie schon die Differentialgleichung (14) der Erzeugenden . 


des Hyperboloides, von mw, unabhiingig. Es folgt daher: 

Wenn ein aus den Erzeugenden eines Hyperboloides gebildetes Poly- 
gon, dessen Ecken je auf einem von 2s gegebenen confocalen Ellipsoiden 
4, und zwar abwechselnd auf der einen und andern Seite der Hauptebene 
u=y liegen, sich mit 2s Seiten und n Windungen schliesst, so schliesst 
sich mit der gleichen Anzahl von Seiten und Windungen jedes auf einem 
beliebigen andern Hyperboloide uw des confocalen Systems verzeichnete 
Polygon, welches aus den Erzeugenden dieses andern Hyperboloides ge- 
bildet wird, aber denselben 2s Ellipsoiden einbeschrieben ist.*) 

Was dagegen den Umfang dieser Polygone betrifft, so haben nur 
die auf demselben Hyperboloid gelegenen Polygone untereinander gleichen 
Umfang (vgl. Formel 17). 

Unter den Polygonen auf den verschiedenen Hyperboloiden des 
confocalen Systems befinden sich als Grenzfille die ebenen Polygone, 
welche der Focalellipse oder Focalhyperbel des confocalen Systems 
umbeschriében und: den betreffenden Hauptschnitten der Ellipsoide 4, 
einbeschrieben sind. Denn die Tangenten der Focalellipse in ihrer 
Ebene sind die Erzeugenden des Hyperboloides u, = y und die Tan- 
genten der Focalhyperbel in ihrer Ebene die Erzeugenden des Hyper- 
boloides wp, = A. 


Leipzig, im August 1882. 


*) Diesen Satz giebt Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et 
de surfaces algébriques p. 105; vgl. Moutard, Nouvelles annales de Mathémati- 
ques, II, Serie, Bd. III, p. 539. 
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Zusatz zu dem Aufsatze ,,Ueber den Giltigkeitsbereich der 
Taylor’schen Reihenentwickelung “ 
(ef. pag. 109—117 dieses Annalenbandes). 


Von 


Paut pu Bois-Reymonp in Tiibingen. 


Ich verdanke Hrn. Weierstrass die Einsicht, dass eine Function u 
von x und y, welche fiir y= 0 in eine Function g(x) tibergeht, die 
auch nur fiir einen Punkt 2 nicht entwickelbar ist, nicht zu einer 
Function f(z) = « + iv ergiinzt werden kann, die in der Umgebung 
der reellen Linie stetig ist, und ebenfalls fiir y= 0 in g(a) iibergeht. 
In der That, denken wir uns ein Stiick A B der reellen Linie, in dem 
ein Punkt x, vorhanden ist, fiir den die Reihe 2a,(a—~z2,)? nicht con- 
vergiren kaun; fiigen zu dem Stiick AB siidlich und nérdlich je einen 
Halbkreis hinzu, mit denen es je einen geschlossenen Umfang bildet, 
und bestimmen die Function «u so, dass sie im Innern des siidlichen 
so entstandenen Gebietes die bekannten Stetigkeitsbedingungen erfiillt, 
auf dem Theile AB des Randes gleich w(x) wird, und auf dem iibrigen 
Theile beliebige Randwerthe erhalte. 

Die zugehérige Function v ist bestimmt durch: 


ay 
ou du 
Very =U -- dx — dy)- 
ry Yo J (& da u) 
os Yo 


Wir verlegen den Punkt z,, y, in die reelle Linie, und nehmen 2,, ,, =0 
an, so dass v = -{(% da — oe dy) wird, Das nérdliche, sym- 
metrisch gelegene Gebiet belegen wir mit den symmetrischen Werthen 
von wu, die als u(«, —y) dieselben sind als im siidlichen Gebiet. Da- 
gegen wird im nordlichen Gebiet der imaginiire Theil — iv, wie aus 
seinem vorstehenden Ausdruck zu ersehen. Wir wollen nun mit f(z) 
allgemein die Function bezeichnen, die im siidlichen Gebiet w + iv, im 
nordlichen w—iv ist, und den Cauchy’schen Satz auf jedes der Gebiete 
beziehen, wobei aber der veriinderliche Punkt z, der in diesem Satze auf- 
tritt, im siidlichen Gebiet liegen mag. Man hat fiir das siidliche Gebiet: 


Mathematische Annalen. XXI. 17 
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A B 
“f() ag i ae 
J t—z 7: t—s =.2ni f(z) 

A 
fiir das ndrdliche: 


B A 
HOadt , (FHa _ 
s—s "a §—s . 
. B 
die ersten Integrale linker Hand iiber die Halbkreise, die zweiten iiber 
die reelle Linie genommen. Die Addition ergiebt: 
. 
pba = 2nif (2) = 2xi (u + iv), 
das Integral iiber den ganzen Kreis genommen. Diese Gleichung kann 
aber nicht bestehen, wenn die Funetion auch nur von einem einzigen 
Punkt des Kreisgebiets aus und in einer einzigen Richtung die Tay- 
lor’sche Entwickelung nicht gestattet. Jene falsche Gleichung nun 
entspringt aus der Annahme, dass v in der reellen Linie Null sei, und 
aus deren Consequenz, dass dann die siidlich resp. nérdlich zu w ge- 
hérigen imaginiiren Theile tv resp. —iv sind. Es kann also v, im 
Falle ein solcher Ausnahmepunkt in der reellen Linie vorhanden, dort 
nicht iiberall Null sein. Wenn der Integrationsweg von 


as on , 
ou eu 
v= — dz — ; dy) 
fi da “9 
in die reelle Linie verlegt wird, so hat man: 


a, 
ou 


= ay dx. 


T= 


. P Te Cu . . 
Es ergiebt sich mithin, dass ay entweder in einzelnen Punkten der 
. € 


reellen Linie unendlich wird, oder in Strecken von Null versehieden 
ist, indem die Tangentialebene an die Fliiche, deren Ordinate w ist, 
dort nicht horizontal liegt. Fiir solche Strecke giebt es keine Function 
f(z) = u + iv, die sich in der reellen Linie auf w reducirt. 








si 
bi 


ni 




















_ den Despeyrous’schen Multiplicator der elliptischen 
Differentialgleichung. - 


Von 


P. pu Bors-Reymonp in Tiibingen. 


Die Despeyrous’sche Ableitung des Additionstheorems, welche 
sich im Sturm’schen Nachlass vorfand*), und die laingst in die Lehr- 
biicher iibergegangen ist, beruht auf folgenden Bemerkungen. 

Angenommen, die Differentialyleichung 


A(a) da + ay (y) dy 


lasse zwei Lésungen zu; neben dieser 

Sila) dx + J Aly) dy = 
noch eine andere g(a, y) == c¢ von anderem Charakter, so kann man 
diesen Umstand benutzen, um die Summe der Integrale 


fa (x) dx +f aw) dy 


durch ein anderes J u(2) dz auszudriicken, dessen obere Grenze eben 


Y 
durch die iibrigen Grenzen zu bestimmen ist. 
Setzt man 


fi (a) dx + fa dy — fo) de =C, 
: y , 


sO muss wegen g(x, y) =c eine Relation zwischen c und C bestehen, 
also auch zwischen ¢ und zg. Es sei daher 
p(x, y) =¢ = (2). 
Um die Function y(¢) zu finden, kann z. B. y = B gesetzt werden, 
woraus folgt: 





*) Comptes Rendus 42, pag. 988. 








256 P. pu Bois-Reymonp. 


p(x, B) = ¥(4,), fro dx = ful) dz. 
@ Y 


Aus der zweiten Gleichung mége man erhalten 2 = y(z,), so dass 
(xz (2,), B) = v(2,) oder  (z(2), 8) = v(2). Mithin liefert die Gleichung: 
P(x (2), B) = pC, 9) 
die gesuchte obere Grenze. Setzt man, um ein ganz einfaches Bei- 

spiel anzufiihren: 


A(x) = 4,(4) = we) = 5 38 


3 
’ dx . * dz 
| 1-+ 2 fe I+2? 
Y 


“ 


und 


so hat man die zweite Gleichung 





' ies iis SRM si 
(x,y) =u = ———- 
mithin die Gleichungen fiir z: 
arctg x = arctg z + arctg « — arctg y, ee = tl, 
aus denen folgt: 
uty «+8 
1 — wy 1 -- af 


za 


«+6 uty ’ 
+ 1—ap 1—wy 
wie auch direct durch Addition der arctg sogleich zu sehen. 
Setzt man ausser A(x) = A, (x) = w(x) noch « = Bp = y, so wird 


p(zZ, &) = —(2, y) die Gleishinne zur Bestimmung von z. In den be- 
kannten Fiillen: 


A(a) = 1 1 a 1 
. 1+’ 1+2?? Vi—2x? ? Vi-—aw V1 — 2222 ? 


wo «a =( gesetzt wird, reducirt sich @(z, «) eindeutig auf z 


2. 
Ks handelt sich also darum, das zweite Integral (a, y) =e zu 
finden. 
Im Falle der elliptischen Differentialgleichung 
Aydx + Ardy =0, 
wo Ar = /1—2? V/1—x' 2? verfihrt Despeyrous etwa so: Die Dif- 
ferentialgleichung wird mit dem Factor 


1 
1— arty? 


o= 


multiplicirt, und in solcher Weise partiell integrirt, dass herauskommt 
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c= e(wAy + yA) — J dU + ydV), 
wo U=gAy, V=oAz. Ausgerechnet ergiebt sich: 


xdU + ydV=(A+ Acny) (Aydz + Axdy), 
worin: 

A = 2x’ zy? 9?, 

B= Q*xy[2x? (a? + y*) — (1 + x?) (1 + x ay?)), 

Es ist also in der That: 
c= oe(a@Ay + yAo) 

das zweite Integral. An dieser Herleitung wird aber mit Recht ausge- 
setzt, dass der Multiplicator 9 = (1 — x?x?y?)—' nicht aus ihr hervor- 
geht, sondern die Kenntniss des Additionstheorems voraussetzt. Es ist dies 
ein Mangel der Methode, welchem sich jedoch abhelfen liisst. Bei 
dieser Gelegenheit machen wir einige Bemerkungen tiber Multiplicatoren 
von Differentialgleichungen I. Ordnung, die nicht ohne Interesse zu 
sein scheinen. 


3. 
Fiir die Differentialgleichungen : 
(1+ y)dx+ (1+ 2) dy=0, 
(1 +y*) da + (1+ 2°) dy = 0 


sind resp. i und die Multiplicatoren, welche die zweiten In- 


1 
(1 — wy)?* 
tegrale liefern. Beide sind gewodhnliche integrirende Factoren. Deun 
es ist im zweiten Falle: 

qty — U+y) dat (1+ a) dy | 
l1—ay (1—ay)* 

Es ist zu zeigen, dass und wie der specielle integrirende Factor 
(1 — vy)~® im allgemeinen enthalten ist. Der integrirende Factor M 
von udx + vdy = 0 geniigt der partiellen Differentialgleichung 

oMu a oMv il, 
ey Ox 
und man weiss, dass, unter g(xz,y)==c die Lésung von udx+vdy=0 
verstanden, I'(@) 30 = Mu, F (9) oe = Mv ist, wo I’ eine will- 
kiirliche Function. Im obigen Fall ist g = arctg x + arctg y, also 
> c+y . 2 is 
I (aretg ee? ae M(1 + y’), oder es ist 
vty 
; o( 1— ay 
(1 + 2?) (1+ y*) 

der integrirende Factor. © ist eine willkiirliche Function. Dieser 
Ausdruck muss fiir eine Form ® iibergehen in (1 — xy)-*. Um sie 
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1 


zu erhalten, setzt man y =O und findet (x) ty 1, also 


® (x) = 1 + 2*, und es muss sein: 


x 2 1 i 1 
h+GSs | Ifa? ity ~~ (i—ay)?? 
was auch zutrifft. Hier ist die Form ®(2) = 1 + 2? der willkiirlichen 
Function im Multiplicator aber nachtriiglich gefunden, weil der Multi- 
plicator bekannt ist. Bei der elliptischen Differentialgleichung lisst 
sich nun, wie angedeutet, der Multiplicator a priori finden, nur ist 
es kein gewdhnlicher integrirender Factor, sondern eine andere Art 
Multiplicator, die ich Multiplicator zweiter Art nennen will, 


4, 


In der That die Multiplicatoren 1 und @ = 
Differentialgleichungen 


Vi-ydz+yi—xdy=0, 
Aydz+ Ardy=0 

das zweite Integral ergeben, machen die Differentiale linker Hand 
nicht zu vollstiindigen, wie auf den ersten Blick zu sehen. Hier muss 
also eine neue Betrachtung angestellt werden. 

Multipliciren wir eine Differentialgleichung 1. Ordnung d. i. ein 
unvollstiindiges Differential 

udzx + vdy = 0 
mit einem Factor @ und integriren partiell auf die Despeyrous’ sche 
Weise, so kommt: 
o= ow —~ f(xdeu+ydev), w=xu+ yr. 
Setzen wir: 


1 


i xtaty?? die bei den 


7 0 0 7 
adeu+ ydev= (« a +y ve” dx + (a see + 9 —) dy 


oy oy 
= Udx+ Vdy, 
so handelt es sich um Folgendes. Soll das Integral fortfallen, so muss 
entweder Udx + Vdy ein vollstindiges Differential sein, d. i. eine 
Function w muss die Gleichungen U = a, V = oe erfiillen. Oder, 
wenn die Integration lings einer Integralcurve der Gleichung 
udz + vdy=0 
geschieht, so miissen U und V auf die Formen: 
U =x = + yo = Hut 7 


Ox Ox? 


oan Cou Cev oo Ou 
Vm nr Oh ty 0? Hv 4 








clie 


wi 


lie 


Ww 


b 
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gebracht werden kénnen. Man giebt diesen Gleichungen zweckmissiger 
die Form: 


or, = ue +H), 


| 


ar f = v(@ + fl). 

Von den drei Gréssen e, H, wu kann eine gleich Null angenommen 
werden. Der Fall @ = 0 hat kein Interesse, da dann H gewdnlicher 
integrirender Factor wird, und der Fall H = 0 macht @ zum gewohn- 
lichen integrirenden Factor. Dagegen wollen wir w = 0 setzen, dann 
wird @ Multiplicator zweiter Art und ist durch das System: 


“oe — ule + H), 
fet = v(¢ + H) 


bestimmt, oder durch die seal Differentialgleichung: 

Cow dow 

ja * be =. 
Auch leuchtet ein, dass die Summe der beiden Factoren @ und H den 
gewobnlichen integrirenden Factor M bildet. Der durch vorstehende 
Differentialgleichung bestimmte [actor zweiter Art @ enthilt eine 
willkiirliche Function und es ist zuniichst zu zeigen, dass und wie er 
bei der elliptischen Differentialgleichung den Multiplicator (1 — x? 2? y?)-1 
enthiilt. 

Es sei p(x, y) =e die Lésung von udx + vdy = 0, so ist 

gu = F(p(x, y~)), 
und 
F(g(«, y)) 
xcutyo 
ist der Multiplicator zweiter Art, der im Falle der elliptischen Diffe- 


rentialgleichung wird: 
(fs “dr st a) 


= esa 


G= 


: : d * ds 
Wenn man nun weiss, dass z in [ras — + fa y - den 
0 


Wert ae see hat, so braucht man fiir F’ nur sinam zu setzen, 


und ochalt: 


1 
2 = rye x? ry? : 
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Die Theorie des Multiplicators zweiter Art liisst sich leicht noch 


etwas erweitern. Wenn uw nicht = 0 gesetzt wird, so erhilt das 
Tutegral der Differentialgleichung udx + vdy =0 die Form: 
c= ow—u 


und geniigt der partiellen Differentialgleichung 
dee—p) _ , Hew—p) .. 
v or u ay = 0. 
Da wir iiber w beliebig verfiigen kénnen, so setzen wir dafiir 
— (§w-+ yv), und schreiben: zo +&=—S, yo+yn=—T. Dann 
werden Integral und Differentialgleichung: 
e=uS+ oT, 
é f pos 7] Y ‘yj’ 
v=; (uS+vT)—wu By (uS + voT7)=0, 


indem S und 7’ nur der vorstehenden Differentialgleichung oder dem 
System 


7] “J if 
ae (uS+vT) = Hu, 


é f Y A 
ay (uS+ oT) = Hv 


zu geniigen haben. Wir konnten diese Gleichungen, auf die wir 
Art. 7 zuriickkommen, auch ohne Weiteres hinschreiben, da u P+-v (=; A 
gesetzt: 


“OA 2. . 84 os aaa 
JS Cea da + oy WY) =Ate 


ist, und sie besagen eben Niclits weiter, als dass, im Falle udz+vdy=0, 
aA OA 
ox * oy 
und A-+¢=0 ist. Aber in dieser allgemeinen und trivialen Form 
geht der besondere Charakter der elliptischen Differentialgleichung ver- 
loren, den wir wieder herstellen miissen, um nun endlich den Multi- 
plicator @ = (1 — «*a*y?)-! aus.ihr hervorgehen zu sehen. 


und wenn’ man =wu:v hat, das Integral links wegfiallt, 


5. 
Eine Eigenschaft miissen wir bei ihm voraussetzen und dies sei 
die Rationalitit. 
Bilden wir die Differentialgleichung 
Cow 6 
—— — 9 
Ox éy 
indem wir w=—au+yv, u=Ay=/VY, v= Ax=/X setzen, 
so wird sie: 


== (), 


Axvdhy (oz ana Y Qy) +- Y Or X — LO,Y + 0 (2 a y’) - 0, 








L 


wo 
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wenn der Kiirze halber ve = @,, etc. = = X’, etc. geschrieben 


oy ita nun X, Y und @g rational sein, so muss man haben: 
LOx — YO, = 9, 
yor X — xa,¥+e(% x’'—4 ¥’)=0; 
aus der ersten dieser Gleichungen folgt, dass g eine Function des 
Products p= wy ist, p(p). Dies eingesetzt, wird die zweite Gleichung: 


® (ytX —at¥) + DX’ —2¥)=0. 


Nun sei: : 
X=1—27(14+2)4+ 222', XX’ = — 2a(1 + x) + 4x72', 
Y=1—y(ife)txey', Y= —2y(l +2) + 4xty', 


wodurch vorstehende Gleichung iibergeht in: 


z (1 — x*a*y*?) — 2? ry = 0 


oder 
dip __—s2x®p ° 
dp  1—x®p? 
Durch Integration ergiebt sich in der That: 
____-constans 
= 1 — x2 ary? ‘ 
6. 


Es entsteht die Frage, ob dieser Multiplicator g noch fiir andere 
ganze rationale Functionen X und Y wie die eben angegebenen 4ten 
Grades die Integration gestattet. Dies ist nicht der Fall. Um es zu 
zeigen, setzen wir: 


X=a,+ae7+ a,a*7+--., 
Y=6+hyt+thy+-:-:, 
bilden die Gleichung: 


2x? ay[y? X — 2? Y) — (1 — xa? y?) E z’-= Y'] = 0 


und bestimmen die Coefficienten a, 8. Man sieht sogleich, dass die 
Polynome X und Y den vierten Grad nicht iibersteigen kénnen. 


Weiter aber findet sich a, = a, = 6B, = 6, = 0 und : 
6Q= B, =7) 
a, —x?B,= 0, 


B, tai x a= 0, 
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X= a + yx? + WA a', 
Y= 6B, + ry? + # ay" 


Ks sei: 


ie ‘ 
st Vr n= fy » I, +d,=C, 


so lassen die Functionen unter den Integralen sich in einander iiber- 


fiihren, wenn z. B. im ersten x V2 statt x gesetzt wird. 
Dann folgt: 


= _— ---— © ie = eS Fs 


wo 24,=2 " fe Wendet man die Substitution «= 2, V = auf 


die Additionsformel 
' x cVY +y VX 


7/7 ou nary? 





an, so kommt: 


Vik vtue te 142 Bs atte a, i" 


ec 
* onan Be ary? V ce, 


Kann man z. B, bei positiven r und s dem Radical die Form geben : 
v2 2“ of — gat 
L+ 3p e+e a, ? (1 — ra’) (1 — sz’), 


so ist, wenn s>r, 2,/s=&, yV¥s—y gesetzt wird: 


sV0—m(0- Fe) 2 Va- (0-58) wig 


a@ 1 


Pa Sind 


r == 42 a 1 ao 
> Bo 8 Bo’ 
auch der Fall ist, da aus der Einfiihrvngsformel fiir + und s 


Es muss also sein: 2, = oder rs=— x? was 


—(r+s)= a rs = x* 5 folgt. Die Additionsformel der Inte- 


0 
grale wird aber, wenn erst unter den Integralen im Radical r und s 


eingefiihrt und dann die gehérigen Substitutionen gemacht werden, 
durch Einfiihrung der Gréssen € und 7: 
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i Me in~ oni OU: 
/ Va-a(i-te yf ae 62 "y) 


Q. E. D 
7. m 
Betrachten wir noch die allgemeinen Formeln des Art. 4. Es war 
(1) e=uS+vT 


die Lésung der Differentialgleichung udx-+-vdy=0, wenn das Integral 
J Beh te) d+ | oes tet) dy 


dadurch verschwand, dass 








(2) v owe tet) u oes tee) = 0 
war. Hiern w= YY, v=YVX gesetzt, folgt: 
(3) YVYXY(S,—T7,)+ XT, — YS, +275 Pik 
Die Irrationalitiit fallt aus dieser Gleichung aa, wenn man 
S = oy? T = oe setzt, und L geniigt der partiellen: 
(4) Xe +3 Ge Ge a 


welche durch 


a > dx “dx f° dy 
PR is, (fy x xt yF + o( yx J VY ) 
erfiillt wird. Somit ist: 

i 1 — a a 

(6) Saas & +y), T= Vx ( vy). 


Diese allgemeine Lésung muss alle transcendeuten und sonstigen 
Lésungen euthalten. Wir benutzen sie als Muster, nach dem _ be- 
sondere Lésungen zu Grunde gelegt werden. Angenommen z. B. 


i (9 — 9), T = i («) (e+e), 
o= p(A(z) + uy), eo, = v (A(z) — wly)), 


so ist erstens S, = T,. Diese Gleichung wird beiliiufig auch erfiillt 
wenn mau: 


(7) 


dl dli( 
S=- 5 (eo— eo), T=— 12) (@ + a); 


(8) 


e = p(A(x)- uly), a oe 
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setzt. Unter Benutzung der Werthe (7) wird (3): 


(9) 29.4.4- 9 78 2-8 
1 dXi? 
=(@ +) ay “Ge + (oe +e) XX? 
i 1Yu'2 P ~~ ore 
—(@ — @) Gar ay — +1) Yu? 0, 





oder wenn X2’? = g&, Yw*=—y, & =—£§/7', ny = mw gesetat 
wird, erhalt (5) eine der Formen: 


vt — + (o+te)VE —Vn = 


r 
(10) id 


1 ° 1 1 
ete * (e+0,)§ — oo ‘ (o—o,)?n=9. 


—o,)Vu=9, 


Es handelt sich um die simultanen Liésungen nach @, @,, §, 4 
dieser Gleichungen. Man findet deren fiir g=—A-+ pu, 0, —4— uy, 
go = e+, 9, = et?-/, allgemein fiir @ = et?+" + ce,e—e4tH, 
0, = cet@-“) + ¢,e-*@-*), endlich fiir e, resp. @ = 0. Im letzteren 
Falle wird die zweite Form (10): 


O& _ on ob 4 on 
(11) Ske Te ge on eee 2 vo 
&—7 e’ ——7 e1 


Diese Gleichungen reduciren sich aufeinander, wenn — w statt u 
geschrieben wird. Es geniigt also: 


in a eo 

f—7 ‘ 
(¢ — 2 n = at) zu betrachten. Man findet leicht simultane 
Lésungen §, 4, 9, und Hr. H. Weber zeigte mir, wie folgt, dass 
meine Lésungen die einzigen seien: Da — 2 . nur von 4+ uw ab- 
hiingt, so ist 
. t-g 8 fe 


a3 Ol §—y Ou §—7 


*) Setzt man e**=1, c““ =m, so folgt hieraus, dass die logarithmische 
Differentialgleichung: 


c 
m— 


c 
dm am dl i+ l 


++ — . ; — = 0 
” V (m- “y+, V (i+ “y+e 


das Integral 


(i -- *) V(m— = ¥y C, + (m + — £)y/ (1- + “y + C =constans | 


besitzt, wo c, c,, C, C, willkiirliche Parameter. 
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oder : 
B°(§ — 9) — 82 = — "(EF — 9) — 9” 
Diese Gleichung einmal nach 2, einmal nach uw differenzirt, kommt: 
E°" "’ ow a é’ 


5 = -", = a = const. 
§ n 


Hier giebt es zwei Fille: 
1) a=O0:§—al?+ bite, y=aw+dut+e, 
2) a2Q0: §E=—ae*—be-V+te y=aer+ Vette. 
Aus §"(§ — ») — &’? = — 9" (§ — y) — 7? folgt dann noch: 
im Falle 1) a=a’, b=0b’', c=c, also im Ganzen: 
E=al’+bit+ec, »=awv+bu+e, 
g—7 2a 


E—y = aan) +d 


oder: 


im Falle 2) ist: 
ab=al', c=. 


Falls a, a’, b, b' simmtlich von Null verschieden sind, setze man: 
a=Vy-r, @=V7-¥, DaV pr, Vay 
und man erhilt: 
B= Vy ret + tea) te, 
n= Volver + rte a) $e, 


p. eX Ath) 

rrye 1 
ap SEO 8 
e rret Are) 1 


und 


8. 


Die allgemeinste Aufgabe, auf welche in dieser Richtung die 
Theorie des Despeyrous’schen Maultiplicators fiihrt, scheint folgende 
zu sein: 

Man setze 

u=VY+B, v=aV~¥X+a,, 
wo a, a in 2, 6, B, in y rational, Bekanntlich kann man in den 
Formelu 
1 


a eee — es 
aVX + a, AVX + A,, BVY+ 8, BVY+B, 


die Coefficienten «, a,, 6, B, und A, A,, B, B, rational durch einander 
ausdriicken. Nimmt man nun als Integral der Gleichung wdz-+ vdy=0 
dieses: 


L=R+S8V~X4+T7VY+ WYXY=c 
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oL a aL 
Ox oy 


O=— Ry + SVX + T,V¥ + W,VXY 
so ergeben die Coefficienten — 0 gesetzt die Gleichungen: 
O= R, = «cS? —BTY +a,R2 —6,R,, 

O= S, —aR, —BWY+4 7S —8B,5S,, 


an, und ordnet v = ( nach den Irrationalititen: 


O— T,—aeW—BR, +a,7, —' Tw, 
0=—W,—«T, —B8, +3 We—4 we, 

Hierin bezeichnen S@, 7, W®, W™ die Grossen: 

X8+% 8, ¥7,++ 7, XW.4+ W, Yw,+~ Ww, 


. on oSVX 
denen man auch die Form /X “ : , ete. geben kann. 


Die Aufgabe besteht darin, in allgemeinster Weise die gleichzeitigen 
Lésungen dieser Gleichungen nach den Functionen «, «,, X von 2, 
den Functionen B, B,, Y von y und den Functionen R, S, 7, W von 
x und y aufzusuchen, wobei es eben schon eine Beschriinkung wiire, 
wenn die Functionen «, «,, X, B, B,, Y als gegeben angenommen 
wiirden. 

Gegenstand dieses Aufsatzes war jedoch nur die Untersuchung des 
Multiplicators, der das elliptische Additionstheorem liefert, und ich 
will bei einer andern Gelegenheit das in den beiden letzten Artikeln 
Angedeutete des Genaueren ausfiihren. 


Ilmenau im August 1882. 
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Bemerkungen tiber einige Transformationen von Flachen. 
Von 


A. Ennerer in Géttingen.*) 


I. 


Entspricht einem Punkte P einer Fliche S ein Punkt P, einer 
andern Fliiche S, nach einem bestimmten Gesetz, so mége die Fliche 
S, die transformirte Fliche S heissen. Man kann auch die Fliche S, 
als gegeben ansehen und sich das Problem stellen: die primitive Iliche 
S zu finden. Die Lésung dieses Problems enthilt eine Umkehrung des 
Verfahrens, mittels dessen die Fliiche S, sich aus der Fliiche S ableiten 
liisst. Im allgemeinen fiihrt diese Umkehrung auf eine neue Trans- 
formation. Hier bietet sich ein Fall von besonderm Interesse dar, 
| wenn die neue Transformation mit der primitiven zusammenfallt, also 
die Fliche S ebenso von der Fliiche S, abhingt, wie S, von S. Die 
Transformationen , von denen im Folgenden die Rede ist, bilden eine 
Erweiterung von einigen mehrfach behandelten Transformationen, tiber 
welche folgende Bemerkungen vorausgehen mégen. 

Der beriihrenden Ebene zur Fliche S im Punkte P entspricht, 
in Beziehung auf eine bestimmte Kugelfliche K, der Pol P,, welcher 
einer Fliche S, angehért, die nach dem Vorgang von Poncelet, die 
reciproke Polarfliche der ¥liche S in Beziehung auf die Kugelfliche K 
genannt wird. Es ist dann bekanntlich umgekehrt auch S die reciproke 
Polarfliiche von S,. Im Vorstehenden ist der einfachste Fall der reci- 
proken Polarflichen erwiihnt, wenn statt der allgemeinen Fliche 
zweiten Grades die Kugelfliiche AK zur Basis der Transformation ge- 
nommen wird. 

Fallt man von einem festen Punkte O das Perpendikel OP, auf 
die beriihrende Ebene der Fliche S im Punkte P, so ist der Ort des 





*) Die folgenden Untersuchungen enthalten den Inhalt nebst Erweiterungen 
zweier Mittheilungen des Verfassers an die Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gittingen. Man vergleiche hieriiber die ,,Nachrichten v. d. K. Gesellsch. d. 
Wissensch. zu Gittingen,“ aus dem Jahre 1877, pag. 369-396 und aus dem Jahre 
1881, pag. 305—318. 
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Punktes P, die Fusspunktfliiche S, der Fliche S in Beziehung auf den 
Punkt O. Sieht man die Fusspunktfliiche als gegeben an, so fiihrt die 
Bestimmung der primitiven F'liiche S auf die Betrachtung einer Enveloppe. 
Es handelt sich dabei darum: die Enveloppe aller Ebenen zu finden, 
welche auf den Radienvectoren der Punkte einer Fliche in den be- 
treffenden Punkten senkrecht stehen. 

Auf die Fliche S, lisst sich dasselbe Verfahren wie auf die Fliche 
S anwenden, also die Fusspunktfliche der Fusspunktfliiche bestimmen. 
Man kann sowohl in dieser Richtung weiter gehen, wie bei dem oben 
bemerkten inversen Problem, betreffend die Bestimmung einer Enveloppe. 
Beide Untersuchungen finden sich weitliiufig durchgefiihrt bei Hirst: 
Sur la courbure d'une série de surfaces et de lignes. (Annali die Mate- 
matica. Tomo I. Anno 1859, pag. 95—112 und 138—167). Ohne hier 
siimmtliche Arbeiten iiber diesen Gegenstand aufzihlen zu wollen, 
mdge noch der Abhandlung Erwihnung geschehen, Cayley: Sur la 
surface qui est Venveloppe des plans conduits par les points @un ellip- 
soide perpendiculairement aua rayons menés par le centre. (Annali di 
M. T. Il, A. 1859, pag. 168—179). 

Die beiden bemerkten Transformationen lassen sich nach einander 
anwenden. Die Fusspunktfliche der reciproken Polarfliche involvirt 
eine neve Transformation, welche nach Liouville die Transformation 
durch reciproke IRadienvectoren genannt wird. Die entsprechenden 
Punkte P und P, zweier Flichen S und S, liegen in Beziehung auf 
einen festen Punkt O mit demselben auf derselben Geraden, wobei 
das Product OP.O P, der beiden Radienvectoren constant ist. In 
Beziehung auf die erste Darstellung dieser Transformation scheint noch 
einige Unklarheit vorzuwalten. Dieselbe findet sich bei Pliicker und 
bei Magnus. Man vergleiche Pliicker: Analytisch geometrische 
Aphorismen. No. V. Ueber ein neues Uebertragungsprincip. (Creile, 
Journal fiir Math. Band XI, pag. 219-225. Berlin 1834. Der Auf- 
satz datirt: Bonn, Ende October 1831). 

Der einfache analytische Zusammenhang zwischen den Coordinaten 
der Punkte P und P, findet sich nicht bei Pliicker. In dem Werke 
L. J. Magnus: Sammlung von Aufgaben und Lehrsdtzen aus der 
analytischen Geometric. (Geometrie der Ebene, auch u. d. T. Meyer 
Hirsch’s: Sammlung geometrischer Aufgaben. Dritter Theil. Berlin 
1833) findet sich Folgendes. Es seien x, y die Coordinaten eines 
Systems (S) von Punkten, und ¢, uw die, auf dieselben oder auf andere 
Axen bezogenen, Coordinaten eines Systems (2). Zwischen zwei Punkten 
beider Systeme nimmt Magnus (p. 230) folgende Relationen aun: 


(ay + be + cut (ay + Vat cjt+a'e+ Vyt1—0,. 
(ay + Prt yu tly + Prt yet oat py +1—0. 
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Auf pag. 290—292 werden an Stelle dieser allgemeinen Relationen 
einfachere genommen, welche zuerst in expliciter Form die sogenannte 
Transformation durch reciproke Radienvectoren nebst Anwendungen 
auf die Geometrie der Ebene enthalten.*) In der vorhin erwihnten 
Abhandlung (Annali di Matematica. T. II) weist Hirst auf einen 
Aufsatz von Stubbs hin, welcher sich 1843 im Philosophical Magazine 
Vol. XXIII, pag. 338—347 u. d. T. ,On the application of a new 
Method to the Geometry of Curves and Curve Surfaces“ abgedruckt 
findet. Es ist dort die kiirzere Bezeichnung inverse Fliiche fir die 
Fliche S, gebraucht statt der gebriiuchlich gewordenen Benennung von 
Liouville. Der Aufsatz enthilt manche interessante Resultate, die, 
ohne Beachtung gefunden zu haben, spiiter reproducirt worden sind. 
Wenige Jahre nach der Arbeit von Stubbs hat W. Thomson die 
in Rede stehende ‘Transformation behandelt und die Resultate in 
einigen Briefen an Liouville niedergelegt. (Journal de Mathémati- 
ques. Tome X. Année 1845, pag. 364, T. XII, A. 1847, pag. 265). Zu 
diesen Briefen hat Liouville (J. d. M. T. XII, pag. 265—290, die 
oben erwiihnte Benennung auf p. 276) eine Reihe sehr geistreicher und 
scharfsinniger Bemerkungen gemacht, in Folge deren wahrscheinlich 
die in Rede stehende Transformation irrthiimlich hin und wieder 
Thomson zugeschrieben worden ist. 

Die drei bemerkten Transformationen lassen sich zur Herstellung 
neuer Transtormationen unter einander verbinden, woriiber der Ver- 
fasser schon vor liingerer Zeit einige kurze Mittheilungen gemacht hat. 
(Zeitschrift fiir Mathematik. 1864, Jahrgang IX, pag. 126—131). 

In einer neueren Arbeit: ,, Mémoire sur une Transformation géo- 
métrique et sur la surfaces des ondes* (Mémoires de Académie de 
Belgique, T. XXXVIII, Bruxelles 1871, auch Bulletin de l’Acad. de 
Belgique Trente-Huitieme Année, 2. série, T. XXVII, pag. 129—142) 
hat Catalan folgende Transformation betrachtet und zum Gegenstand 
einer grésseren Abhandlung gemacht. Durch einen festen Punkt O 
und die Normale des Punktes P einer Fliiche S sei eine Ebene gelegt. 
In dieser Ebene ziehe man O P, senkrecht zu O P und nehme O P, = 0 P. 
Der Punkt P, bestimmt dann eine Fliiche S,, d. i. die transformirte 
Fliiche S. Weitere Betrachtungen hieriiber findet man bei Gilbert: 
»Mémoire sur une transformation géométrique“ (Bulletin de |’Academie 
de Belgique. T. XXVIII, p. 31). 

Die simmtlichen angefiihrten Transformationen und ihre Combi- 
nationen unter einander haben eine bemerkenswerthe Eigenschaft, 





*) Die Bemerkungen iiber die Arbeiten von Pliicker und Magnus verdankt 
der Verfasser einer giitigen brieflichen Mittheilung des Herrn Professor Reye in 
Strassburg, Kine kurze Erwithnung der Formeln von Magnus michte, bei der 
Seltenheit seines Buchs, fiir manchen Mathematiker von Interesse sein. 


Mathematische Annalen, 
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welche im Folgenden als Definition dienen soll. Es ergeben sich dann 
nicht mehr einzelne, isolirte Transformationen, sondern eine unend- 
liche Zahl derselben in Folge arbitrirer Functionen, welche in den 
analytischen Ausdriicken auftreten. 


Il. 


Fiir die im Folgenden zu betrachtende allgemeine Transformation 

soll folgende Definition zu Grunde gelegt werden: 
Die correspondirenden Punkte P und P, zweier F lichen 
S und S, sollen sich in Beziehung auf einen festen Punkt O 
so entsprechen: Die Ebene durch die Punkte O, P und P, 
enthalte die Normalen zu den Fliichen S und 8S, in den 
respectiven Punkten P und P,. 
Diese Definition enthiilt eine fundamentale Kigenschaft der siimmtlichen 
in I angemerkten Transformationen. 

Fiir die analytische Behandlung der oben definirten Transformation 
modgen folgende Bezeichnungen eingefiihrt werden. Es seien 2, Y, 2 
die Coordinaten von O; x, y, 2 diejenigeh von P, endlich sei P, durch 
die Coordinaten 2,, y,, ¢, bestimmt. Die Normale im Punkte P zur 
Fliche S bilde mit den Coordinatenaxen die Winkel &, 4, £; die Rich- 
tung der Normale zur Fliiche S, im Punkte P, sei analog durch die 
Winkel &,, ,, €, bestimmt. Man setze ferner: 


(1) = (@ — 4%) cos § + (y — y) cos y + (2 — 2) cos E—=p, 
(2) (t—%P+ (y¥—H)? + —HP =”, i 
(3) Yri— pA. . 
(2, — %») CoB &, + (y, — Yo) Cos m, + (2, — %) cos f, = py, 
(4) (a, — %)? + (Y, — Yo)? + (%, — 4)? = 77"; 
Vr? — p= A,. 
Ks ist p die Liinge des Perpendikels, gefillt vom festen Punkte O 
auf die beriihrende Ebene zur Fliiche S im Punkte P, ferner ist r der 
Radiusvector OP. Aehnliche Bedeutungen haben p, und *,. 

Man kann, von einigen Ausnahmefiillen abgesehen, x, y und z 
als Functionen von p und r ansehen. Dasselbe findet dann auch fiir 
%, Y, und 2, statt. Die Ausnahmefille, welche bei der folgenden 
Darstellung nicht mit in Betracht gezogen sind, reduciren sich auf die 
drei nachstehenden Bedingungen.*) 


A) r constant. Dieser Bedingung entspricht eine Kugelfliche mit 
dem Mittelpunkt O. 
* Um dieser Abhandlung keine zu grosse Ausdehnung zu geben, sind die 
drei Bedingungen ohne Beweis mitgetheilt. 
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B) p constant. Neben einer Kugelfliche mit dem Mittelpunkt O 
enthilt diese Bedingung developpable Flichen. Ausser der 
Ebene selbst entspricht einem constanten p die Tangentenfliiche 
einer kiirzesten Linie einer beliebigen Kegelfliiche. Der Punkt 
O ist dann die Spitze der Kegelfliche. 

C) Die Quantitiiten r und p sind von einander gegenseitig ab- 
hiingig. Es ergeben sich die Fliichen mit einem Systeme planer 
Kriimmungslinien, fiir welche die Ebenen dieser Curven die 
Normalen zur Fliiche enthalten und durch eine feste Gerade 
gehen, 

In Folge der oben aufgestellten Definition fiir die Transformation 
finden folgende Gleichungen -statt: 


| ecos& cosy  cos€é 
|, — Ly Yr — Yo %1 — % 
|e—a y—y #—4| 


cos &, cosy, cos &, 
y— Ly Yy— Yo 2% — %| = 9. 
L—% Y—-Y% 2— % 
Sind M, N, M, und N, Unbestimmte, so lassen sich diese Gleichungen 
durch die folgenden ersetzen: 


aii, 








(5) %,— X= Meos§ + N(x—<q), 4, — Yo =Meosy + N(y—H), 
2, —%,= Mcos§+ N(z—z,), 

(6) Heos§=M, cos§+ N,(x—2,), Heosy,=—M, cosn+ N,(y—y), 

. Heosf,=M, cos§+ N,(z—%), 


wo: 

(7) HH? = M,? + 2pM,N, + 7° N,?. 

[va der Punkt P einer Fliiche S angehort, so ist allgemein: 

(3) cos § dx +- cos y dy + cos€dz=—0. 

Analog findet fiir die Fliiche S, die totale Differentialgleichung statt: 
(9) cos §, dx, + cos yn, dy, + cos §, dz, = 0. 


Mit Riicksicht auf die Gleichung (8) geben die Gleichungen (1) und (2): 


(10) {tc — &q) d cos § + (y—yy) d cos 4 + (2¢—£) d cos § = dp, 
(t—2X) dx + (y—y) dy + (¢—4) dz=—rdr. 

Substituirt man in (9) fiir w,, cos &, etc. die Werthe aus (5) und (6) 

so geht diese Gleichung nach (1), (2), (8) und (10) in folgende itiber: 

(11) (A +pN,)dU+ (pM, +7°N,)dN+N,(Mdp+Nrdr)=0. 

Diese Gleichung ist allgemein, wie auch xz, y und ¢ als Functionen 

zweier Variabelen definirt werden. Man sehe nun in den Gleichungen 


(5) und (6) 2, y und 2g, also auch M und N, als Function von p und 
r an. Unter dieser Voraussetzung ist in (11): 


dM aM dN dN 
dM = = dp+-7, dr, dN= > dp + |, a. 


18* 
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Da p und r von einander unabhingig sind, so zerfillt die Glei- 
chung (11) in zwei Gleichungen, indem die Factoren von dp und dr 
einzeln verschwinden miissen. Man erhiilt so: 


Ny, + pr), (p — n 72 dN + M)=0, 


( 12) dp aT be 
aM , aN " M 2 . ee 
M, (%, + dr )+™ (v4 "ie a 7 +rN) = 


Durch Elimination von M, und N, folgt: 


dM aN aM aN 


(13) dp +P dp ~P dp a dp +M 0 
’ | aM aN aM 9 dN St ohn 
dr +P dr Pp dr ni dr T rN 


Ks sind M und N dureh die Gleichung (13) mit einander ver- 
bunden, Das Verhiiltniss von M, zu N, — welches in den Gleichungen 
(6) vorkommt — ist durch eine der Gleichungen (12) gegeben. Die 
Gleichungen (12) lassen sich auch auf folgende Art schreiben: 


(canton (4 __ pM +o," — M sry 


dp 7? — p* dp rt — p® 
(14) iM N IN N 
al rd r d/l ri 
| ante, )( 40 — 2 Xt OM $eN,) (Ge + eg) =0. 


Die Gleichungen (12) oder (14) geben zu einigen Annahmen Ver- 
anlassung, welche, sowohl wegen ihrer Allgemeinheit, wie relativen 
Kinfachheit, einer weiteren Ausfiihrung nicht unwerth erscheinen. 

Die beiden Gleichungen (12) reduciren sich auf eine Gleichung, 
wenn die actoren von M, und N, in einer der bemerkten Gleichungen 
gleichzeitig verschwinden, Man gelangt genau zu demselben Resultate 
wenn in einer der Gleichungen (14) die Factoren von M, + pN, und 
pM, + 7?N, annulirt werden. Je nachdem die erste oder zweite der 
Gleichungen (12) auf diese Art identisch wird, findet man, dass r, nur 
von r oder nur von p abhingig ist. 

Setzt man in den Gleichungen (12) N, =0, oder auch in den 
Gleichungen (14) M, + pN, = 0, so zeigt die Ausfiihrung der Rech- 
nung, dass in beiden Fiillen p, nur von p abhiingt. 

Nimmt man in den Gleichungen (12) M, = 0, oder auch in den 
Gleichungen (14) pM, + 7°N, = 0, so ist in beiden Fillen p, nur 
von ry abhiingig. 

Man kann nun weiter gehen und die gefundenen Resultate da- 
durch zu verallgemeinern suchen, dass man 7, oder p, der Bedingung 
unterwirft nur von r oder nur von p abzuhiingen. Hierbei zeichnen 
sich zwei Fiille durch besondere Kinfachheit aus, wenn niimlich 1, 
nur von 7, oder p, nur von p abhingt. 
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In beiden Fiillen kehrt die Transformation durch Umkehrung in 
sich zuriick, oder mit anderen Worten, die Fliche S, hiingt auf die- 
selbe Art von der Fliche S ab, wie umgekehrt die Fliche S von der 
Fliche §,. 

Hil. 
Erster Fall. 
ry, bur von r abhingig. 

Mit Riicksicht auf die Bedeutung von r, aus der zweiten Glei- 
chung (4) geben die Gleichungen (5): 

(15) ry? = M?+ 2pMN+ rN? = (M+pN)?+ (AN). 


Da nun r, von p unabhiingig sein soll, so folgt durch Differentiation 
nach p aus der Gleichung (15): 


)+ N(p 2 +r4¥ 4 y)—0. 


dp dp 


a ee dN 


(16) M( dp dp 


Diese Gleichung in Verbindung mit der ersten Gleichung (12) giebt: 
M, Ny, 


(17) , u = yh Oder M,N—N,M=0. 


Findet aber diese Gleichung statt, so zeigt die zweite Gleichung (12), dass 
M*? + 2pMN + vr’? N? 


von p unabhiingig ist. In (15) ist dann auch r, von r unabhingig, 
also constant. Die transformirte Fliche ist eine Kugelfliiche, ein 
evidentes Resultat. Es entspricht dann einem Punkte einer Fliiche S ein 
Punkt eines Kreises. Der Kreis ist der Durchschnitt einer Kugelfliiche 
um den Punkt O mit derjenigen Ebene, welche den Radiusvector OP 
und die Normale in P zur Fliche S enthilt. Man erhiilt weiter fiir 
S, eine Kugelfliche, wenn in der Gleichung (17) M,=—0, M=0, 
oder N, = 0, N = 0 ist. 

Soll die Gleichung (17) nicht stattfinden, so kénnen die Glei- 
chungen (12) und oo nur gleichzeitig bestehen fiir die Bedingungen: 


dM =a aM | 2 aN 
dp +P oe ra Oe dp +? dp +U=0. 
Aus diesen Gleichungen leitet man leicht die folgende ab: 
dM _ pM a M ; 
dp = —p?? dp r? — p* 


Sind %(r) und y, (7) beliebige Functionen von r, setzt man A=)/r? — p?, 
so geben die vorstehenden Gleichungen integrirt: 


(18) N= rw) : ; Pe aan (r) 7% vi, 
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Diese Werthe von M und N entsprechen dem allgemeinen Falle, 


wenn 7, nur von r abhiingig sein soll. Die zweite Gleichung (12) 
wird wegen der Gleichungen (18) 


. a ‘ 
(19) M, wea A we p? w, (r) + pi? ue  (r) | 


ra + 
+N, [rv@) +2] =o. 
Von den Gleichungen (5) und (6) geniigt es nur je eine derselben 


anzufiihren. Den Werthen von M und WN aus (18) entsprechend 
findet man: 


(20) 4-4 = T¥ilr) cos § + & Pwto +* 1 (x — 2p). 
(21) Heos§, = [rw (r) + “oJ §— [* (r) A+ ¥P. (r) 


4 
+7{%? — SPN) @—a, 


wo: 
(22) H? = [A ¥ (r) + T+ Ea (r) — oy. 


Eliminirt man cos § zwischen den Gleichungen (20) und (21), so 
ergiebt sich fiir « — x, folgende Gleichung: 


(23) (way) (YO) 8) + Hr ) W()] = — TE cos &, 
+ [r#@) + — (a — a). 


Aus den Gleichungen (20) und zwei analogen GJeichungen erhilt man: 


(24) ry = ¥(r)? + ¥,(r)?. 


(25) (%,—2%q) (@ — 2%) + (Y; —Yo) (Y—Yo) + (41 — 20) (2-4) = (r).. 


Die Gleichungen (24) und (25) zeigen, dass der Winkel, welchen die 
Radienvectoren O P und OP, zweier entsprechenden Punkte der Flachen 
S und §, einschliessen, nur von r abhingig ist. 

Unter Zugrundelegung der Gleichungen (20) und (21) erhalt man 
fiir p,, definirt durch die erste Gleichung (4), folgende Relation: 


(26) p=? [ver + a)" +1 ¥%) — ov). 


Von dem Product der Gleichungen (22) und (24) das Quadrat der 
Gleichung (26) abgezogen giebt: 
(A, 2)? = (or) Vr) + (7) PO. 


Da die Vorzeichen von A und A, beliebig sind, so ergiebt die vorstehende 
Gleichung: 








COQ PP 


~~ 
ne 


ne m i a 2 a 6. tt 
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97 H __ wr) p'(r) + alr) oy (r) | 
(27) ieee A; 


Die Gleichung (26) werde durch A dividirt, dann aus (27) der Werth 
von H substituirt, hierdurch folgt zur Bestimmung von p in Function 
von p, und r die Gleichung: 


» ry (nr? ‘)y'(r : f "(ry 
(28) PORE WE p POPOL MOM Tyr 90) 00) 1). 


Aus (27) und (28) substituire man die Werthe von = 
Gleichung (23); mit Riicksicht auf die Gleichung (24) nimmt dann die 


Gleichung (23) folgende einfachere Form an: 


GQ s—_=— rele cos £, + v. w= + v(r)| (a, — 


: Pp . e 
und A in die 


r;? 
Nach (24) ist umgekehrt r Function von 7,. Setzt man in der Glei- 
chung (29) ry,(r) = — 7,9, (7,) und rd(r) = 7, 9(7,), so zeigen die 
Gleichungen (20) und (29), dass die Coordinaten des Punktes P, von 
denen des Punktes P ebenso abhiingen, wie umgekehrt, die Coordi- 
naten des Punktes P von denjenigen des Punktes P,. Der Annahme 
v,(r) =0 und o(r) =k, wo k eine Constante bedeutet, entspricht 
die Transformation durch reciproke Radienvectoren. Setzt man in (20) 
v(r)=0 und y,(r)=—~7, so erhiilt man die in I erwihnte von 
Catalan betrachtete Transformation. 


Zweiter Fall. 
p, nur von p abhingig. 
Die Gleichungen (5) und (6) geben: 
pH = M (M+ pN)+ N,(pM+r°N). 
Bildet man das Quadrat dieser Gleichung, setzt aus (7) den Werth 
von H? ein, so folgt: 
(30) p? — A (M+ pN)+N,(pM+rNn)}P 


Vo FPN + = PNP 
Aus der zweiten Gleichung (12) setze man das Verhiiltniss der Werthe 
von M, und N, in die Gleichung (30). Nimmt man wieder A=//r?—p?, 
so lisst sich die Gleichung (30) auf folgende bemerkenswerthe Form 


bringen: 
[art pa) “2 GON _ an SB t2®) | 


dAN d(M-+ pN) 72 
ape 








(31) p= 


Hiingt p, nur von p ab, so ist das Integral der vorstehenden Differen- 
tialgleichung: 
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(32) (M + pN) cos w+ AN sin w= p,, 
wo der Winkel w nur von p abhingig ist. Zur Vereinfachung der 
Rechnung setze man: 
— (M+ pN)sinw + AN cosw=t. 
Diese Gleichung in Verbindang mit der Gleichung (32) giebt: 
(33) M+ pN=p,cosw—tsinw, AN=p, sinw + cos w. 


Zwischen M und N findet die Gleichung (13) statt, welche in Folge 
der Relationen (32) in folgende iibergeht: 


2 dp, dw dt 
(34) [A dp (1 +A dp)! | dr 0. 
» , d . . , 
Es soll der Fall aos 0 ausgeschlossen bleiben, weil sonst die 
rechten Seiten der Gleichungen (33) nur von p abhiingig sind, also 


auch M-+pN und AN, was nach (31) nicht stattfinden soll. Die 
Gleichung (33) giebt also: 

or du dp, 
(35) (i +4 ip) t= =4 dp? 

durch welche Gleichung ¢ bestimmt ist. Mit Hiilfe der Gleichungen 
(53) und (35) leitet man aus den Gleichungen (5), (6) und (12) die 
folgenden ab: 


1.4 dp 


(36) £,— a» = | p, (cos er . = w ) __ peosw-+ Asinw dp, cos £ 
dp 


Py Sin w C038 wW dp, oe ea 
- ray + dw dp | \a ©), 





4 1+ 4% ] 
(37) cos &, = (cos w— pe wv) cos — + = (a — 2). 


Aus der Gleichung (37) und zwei analogen Gleichungen folgt: 
cos & cos &, + cos 9 cos 9, + cos € cos £, = cos w. 
Der Winkel, welchen die Normalen zu den Flichen S und S, in den 
correspondirenden Punkten P und P, einschliessen, ist nur von p ab- 
hingig. 
Als besondere Fiille sind die folgenden zu bemerken. Fiir w= 0 
sind die Normalen beider Flachen in zwei correspondirenden Punkten 


parallel. Dem besonderen Fall p, = 5 entspricht die reciproke Polar- 


fliiche der Fusspunktfliiche einer gegebenen Fliche S. Fir cos w= 0 
stehn die Normalen in zwei correspondirenden Punkten auf einander 











se 
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senkrecht. Nimmt man p, =p, so ist auch r, =r, es ergiebt sich 
wieder .die von Catalan untersuchte Transformation. 
Aus der Gleichung (36) und zwei ihnlichen Gleichungen findet man : 


dp, 2 
° ° ip 
AZ=r,?—p’? = ix t= 
4 dp 
Da A und A, beliebige Vorzeichen haben, so kann man setzen: 
™ dw dp 
(38) A,(i+4 ip) + Asp = 0, 
oder auch: 
dw dp 
(39) A(1 +4, 3) +4, g) =0, 


Es lisst sich mit Hiilfe dieser Gleichung auf gleiche Art wie in der 
zuerst behandelten Transformation darthun, dass die Flichen S und S;, 
auch in Beziehung auf diesen zweiten Fall, in einem reciproken Ver- 
hiltniss zu einander stehn. Die Transformation kehrt durch Umkehrung 
in sich zuriick. Da der Nachweis hiervon sich nur auf die Elimination 
von cos — zwischen den Gleichungen (36) und (37) reducirt, nebst EKin- 
fiihrung des Werthes von A, und A mittels der Gleichung (39), so 
findet man durch eine leichte Rechnung: 


ye: , p,sinw\ — p, cosw+A,sinw dp 
L— Ly= | p (cos he >. er = dp, | °° E, 
dp, is 
a psinw cos w dp (2, ni 
A, 1+A dw dp, 
L ' dp, 





Dritter Fall. 
r, nur von p abhingig. 
Da nacli (5): 
r?= M?*+2pMN+PrN?, 
so folgt, weun 7, unabhiingig von yr sein soll, durch Diffggentiation 


nach r: 


(40) M(= a be p *)+ N(p = +r = N4+rN)=0. 


dr 


Diese Gleichung in Verbindung mit der zweiten Gleichung (12) giebt 
zu ganz ihnlichen Betrachtungen Veranlassung wie die Gleichung (16) 
des ersten Falls. Sieht man von dem besondern Fall, dass S, eine 
Kugelfliche ist, ab, so ergiebt sich als allgemeine Lésung das Ver- 
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schwinden der Factoren von M, und N, in der zweiten Gleichung (12), 
wodurch natiirlich auch die linke Seite der Gleichung (40) verschwindet. 
Setzt man also: 
aM aN aM o aN 
wTla Ss ee te ae tr4—s 
so geben diese Gleichungen integrirt, mit Riicksicht auf die Bedeutung 
von A aus (3), 


eo PHP) M = — PP) + p(y), 


wo g(p) und 9, (p) beliebige Functionen von p sind. Mittels der vor- 
stehenden Werthe von M und N erhiilt man aus den Gleichungen 
(5), (6) und (12): 


(AL) 2 — 2 =—[—P%” + o(p)] cos § +” (w — m), 
(42) H eos, —[A9y'(r) + 9(p) — °K” + py'(p)] cos § 


7 G (p) — a il (w@— 2), 
wo: 
(43) H* = (Ag, (p) + 9(p)? + [Ae (p) — 9 (r)I’- 
Die Annahme 9,(p) = 0 und o(p) = p giebt die Fusspunktflaiche von 
S; fiir g,(p) = 0 und g(p) = =, wo k eine Constante bedeutet, er- 


hilt man die reciproke Polarflaiche der primitiven Fliche S. Die Glei- 
chungen (41) und (42) geben: 

(44) r,? = o(p)? + 9, (P)?, 

(45) p,H = 9(p)? + 9 (pv)? + [p(P) or (y) — 91 (v) (PA. 
Eliminirt man cos — zwischen den Gleichungen (41) und (42), so kann 
man umgekehrt, unter Zuziehung der Gleichungen (43), (44) und (45), 
x — 2%, durch x, — a, cos &,, p, und r, ausdriicken, d. h. zu einer 
gegebenen Fliche S, die primitive Fliche S bestimmen. Man hat es 
hierbei mit keiner Transformation zu thun, die in sich zuriickkehrt, 
sondern mit einer neuen Transformation. 

Die auszufiihrenden Rechnungen sind ziemlich weitliufig, die 
Resultategentsprechend von complicirten Formen. Es erscheint unter 
diesen Umstiiaden angemessen ein anderes Verfahren kurz anzudeuten, 
bei welchem die bemerkten Uebelstiinde vermieden werden. Bei diesem 
Verfahren ergiebt sich auch noch die Integration einer Differential- 
gleichung, die sich bei einer anderen Behandlung des Problems dar- 
bietet, wie im vierten Fall ausgefiihrt ist. . 

Nach (44) ist umgekehrt p von 7, abhiingig. Sind R, und wu, 
Functionen von 7,, so lisst sich die Gleichung (44) ersetzen durch: 








(- 


me -_— 4 ~_- — * 
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(46) p(p) =r, cosm, 9 (pP) =r, sinu, p= R,. 
Setzt man zur Vereinfachung 
dw, . <= 


ie ar 7? 


so geben die Gleichungen (46) nach r, differentiirt: 


— Ry, 


(47) '(p) R,’=—cosu,—r,sinu,u,, ,'(p) Ry =sinw, +7, cos aw, uy’. 


Zwischen den Gleichungen (43) und (45) werde H eliminirt. Mit 
Riicksicht auf die Gleichungen (46) und (47) erhilt man fiir A eine 
einfache quadratische Gleichung. Beide Wurzeln dieser Gleichung 
lassen sich durch: 
, = m4, R, i 
(48) A= Dy — Ty Ay Uy 
darstellen, wo wieder A,?=—~r,? — p,?. Die Gleichung (45) giebt 
nach (46, (47) und (48): 

a - ca ———an @ 
(49) Wn Pi — 7, Oyu 
Wird nun cos & zwischen den Gleichungen (41) und (42) eliminirt, so 
folgt, unter Zuziehung der Gleichungen (46) bis (49) 
(90) «% — = M, cos §, + Nz (x, — %), 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 
| = Ry sin uy aa Rr? COS UH 


(51) A; Py— Ty Oyuy ? 


_ » P; Sin Uy , pcos u, + A, sin wy 
| N, =: r (cos uy — A )+ R, ie a , 


Diese beiden Gleichungen geben: 
(52) M,(p, cos u, + A, sin u,) + N,7,? cos uy = Rr, = pr,. 


Vierter Fall. 
p, nur von r abhingig. 


Dieser Fall kommt auf die Umkehrung des dritten Falls hinaus. 
Mit etwas veriinderten Bezeichnungen enthalten die Gleichungen (50) 
und (51) die Formeln, welche diesem Falle entsprechen. Fiir eine 
directe Behandlung sind nur wenige Bemerkungen beizufiigen. Die 
Gleichungen (5) und (6), in Verbindung mit analogen Gleichungen, 
geben: 

p= M,(M+pN)+ Ni(pM4+ rh). 
Man bilde das Quadrat dieser Gleichung, dividire durch: 


H? = M,? + 2p M,N, + r2N,2. 
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Hierauf substituire man aus der ersten Gleichung (12) das Ver- 
hialtniss von M, zu N,. Zwischen M und N ergiebt gich dann folgende 
Differentialgleichung : 


[we p) (a & - w 4 )+ arcat-+ pw) 
(53) oan ap ap 
53 ry sa POM an 2) AN 

(r - vf dp +P ay . <2) ta] 


Man setze wieder A’ =r? — p*; ist nun p, nur von r abhiingig, so 
findet man, mittels der Gleichung (52), als Integral der Differential- 
gleichung (53): 

(54) M(p cosu + Asin u) + Nr? cosu=p r, 


wo w nur von r abhingig ist. Um M und N zu bestimmen, nehme 
man zu der Gleichung (54) die folgende, in welcher ¢ eine zu bestim- 
mende Grosse bedeutet: 


(55) Mr cos u + Nr(p cos u — Asin u) = ¢. 


Aus (54) und (55) setze man die Werthe von M und N in die Glei- 
chung (13). Die linke Seite zerfaillt dann in das Product zweier 
Factoren. Der eine Factor 


1 dt pe ry 


r dp ad r? A? 
muss von Null verschieden sein, wenn nicht gleichzeitig 


adM aN a” M+ rN 


dp +P dp und dp 


verschwinden sollen. Es kann also nur der zweite Factor verschwin- 
den, wodurch sich fiir ¢ folgender Werth ergiebt: 


rl? dp, 
6 E ba dr 
(96) “Teo du 
dr 


Fiir die Gleichungen (54) und (55) geht die erste Gleichung (12) 


iiber in: 


p—rh 


(57) M, (4 cos wu — p sin u) = N,r’ sin uw. 
Die Gleichungen fiir 7, — x, und cos &, aus (5) und (6) nehmen wegen 
der Gleichungen (54), (55) und (57) folgende Formen an: 


tr cos u— pyr (p cosu — Asin u) 
Ps 7a —— cos § 


ycosu + Asinu) ] x — ay 
(58) +. [ar cosu—t! ; | aA 


4—-h= 


A cos §, =r sin u cos § + (A cos u — p sin u) ou . 











._.,™ & —_ 
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In der ersten der vorstehenden Gleichungen ist der Werth von ¢ 
aus der Gleichung (56) einzusetzen. Nimmt man in den Gleichungen 
(56) und (58) «= 0 und p, = 7, so ist die Fliche S, die transformirte 
Fusspunktfliiche der primitiven Fliche S durch reciproke Radienvectoren. 


‘ 


IV. 


Fiir eine in V auszufiihrende Untersuchung midge die Lisung eines 
Problems vorangehen, welches wie folgt lautet: 

Die correspondirenden Punkte P und P, zweier Fliichen 
S und 8S, sollen sich in Beziehung auf einen festen Punkt O 
auf folgende Art entsprechen: 

Die Ebene durch die Punkte O, P und P, enthalte die 
Normalen zu den F'liichen S und S, in den respectiven Punkten 
P und P,. 

Problem: Wann liegt der Schnittpunkt der beiden Nor- 
malen mit den Punkten O, P und P, auf dem Umfange eines 
Kreises? 

Die Lésungen des Problems lassen sehr einfache geometrische 
Interpretationen zu, man findet: 

Der Schnittpunkt der beiden Normalen fallt entweder mit 
einem der Punkte P und P, zusammen, oder die Winkel, 
welche die Radienvectoren der Punkte P und P, mit den ent- 
sprechenden Normalen bilden, sind einander gleich, respective 
ist thre Summe gleich zwei Mechten. 

Die analytische Deduction liisst sich auf felgende Weise iiber- 
sichtlich fiihren. 

Ks seien X, Y und Z die sogenannten laufenden Coordinaten. 
Die Gleichung der Ebene, welche die Punkte O, P und die Normale 
zur Flache S im Punkte P enthialt, ist: 

X—% Y—y Z—4%,| 
|2—i%y Y¥—Y #£—%|=0. 
cos § cos 9 cos € 


Die bemerkte Ebene enthiilt auch den Punkt P, und die Normale der 
Fliiche S,; im Punkte P,. Es seien X,, Y,, 2, die Coordinaten des 
Mittelpunkts und g der Radius des Kreises durch die Punkte O, P und 
P,. Die analytische Bedingung, dass die Ebene der Punkte O, P 
und P, den Mittelpunkt (X,, Y,, 2,) enthiilt, ist: 

|X, — 2% Yi—% 4 —* 
Z—Ly YY *%£—%|=—0. 


| 


cos & cos 7 cos € | 


| 
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Sind 4 und 4, niher zu bestimmende Gréssen, so liisst sich die vor- 

stehende Gleichung durch die drei folgenden ersetzgn: 

(59) X,—a%)—=Acos§-+-A,(t—a), Y,-—y,—=Acosy+A,(y—y), 
Z,—% =Acos § +-A, (2 — 4). 


Die Gleichung einer Kugelfliche mit dem Radius @ um den Punkt 
(X,, Y,, 4,) als Mittelpunkt ist: 


(60) (X — X,)? + (¥ — ¥,)? + (4— 2, = @?. 
Soll die Kugelfliiche den Punkt (2, y), 2) enthalten, so ist: 
(61) (% — XP? + (we — HP +e—4P =e. 


Diese Gleichung von der Gleichung (61) subtrahirt, giebt: 
(X — ay)? + (Y—w)? + (Z— 4)? = 2 (X—a) (X, — 2%) 
+2(¥—yp) (Y¥,— Yo) + 2(Z—4y) (4, — %). 
Wegen der Gleichungen (59) lisst sich die vorstehende Gleichung auch 
auf folgende Form bringen: 


(X — am) + (Y¥ — mH)? + (27 — 4)? 
(62) = 2a[(X — a) cos § + (Y — yy) cos + (Z— %) cos £] 
+ 24,[(X te Ly) (t— 2) + (Y¥—y) (Y¥—Y%) + (Z— &) (¢— %,)]. 


Soll die Kugelfliiche, bestimmt durch die Gleichung (62), den Punkt 
(x, y, 2) enthalten, so folgt, mittels der in 1) und 2) angewandten 
Bezeichnungen : 
(63) yr? == 2ap + 24,2". 
Liegt endlich der Punkt (x,, y,, 2,) auf der obigen Kugelfliiche, so 
folgt mittels der Gleichungen (5) und (62): 

M? + 2pMN + vr? N? = 21(M + pN) + 24, (pM + rN). 


Die Gleichung (63) mit N multiplicirt, von der vorstehenden Gleichung 
subtrahirt, giebt: 


(64) M? + 2pMN + r2N(N—1)=2M(A-+ pa). 


Durch die Gleichungen (63) und (64) sind 4 und 4, in den Glei- 
chungen (59) bestimmt und dadurch auch die Coordinaten X,, Y,, Z, 
des Mittelpunkts des Kreises durch die Punkte 0, P und P,. Soll 
der Umfang dieses Kreises den Schnittpunkt der Normalen zu den 
Flichen S und S, in den Punkten P und P, enthalten, so liisst sich 


fir die analytische Bedingung folgende Rechnung fiihren. Die Glei- 


chungen der beiden Normalen sind: 


X—a2 Y-y Z—2z at aes 


Z—2% 





“cos— ~ cos  cosg ~ cosé; = COB, cost, ~ YW 
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wo uw und mw, zwei Unbestimmte bedeuten. Es sei nun (a, y’, 2’) der 
Schnittpunkt der beiden Normalen; es ist dann: 

ae a’ —%y 

cos & — “cos & ee 
oder : ; 

x=x2+pucos— = 2, + w, cos §, 

also auch durch Subtraction von 2, und Einsetzung der Werthe von 
x, — 2%) und cos &, aus den Gleichungen (5) und (6): 


; N M 
LX —X%y=2— Ly +ucos—=— (N+ a ‘) (@— a%)+ (M+ © 4 'Veosé. 
Es ergeben sich so die folgenden drei Doppelgleichungen: 
, M, 
a —X%,=«—a%)+ucos— = (N+ 1%) (@—2)) + (m+ ar ‘) cos &, 


ms - N M 
(65) 4 —yy=y—yy + «008 n= (N+ ar *)(y—y) + (M+ et ')eosy, 
’ M, 

& —#=2—2,+ weosg = (N+ e%) (@ —Zy) +(u+ ae ') cos. 


Setzt man zur Vereinfachung: 


(66) Ne 1.2L, M+eh pod, 


so geben die Gleichungen (65): 
L(a—x))+L,cos§’=0, L(y—y,)+L, cosy—0, L(e—z,) +L, cos =0. 
Da nicht allgemein 


O-— Me. $— Fe... Ae 
cos & cos 7 cos § 





ist, so kénnen die obigen Gleichungen nur fir L = 0 und L, =0 
bestehn, d. i. nach (66): 
uy NV, - uM, __ 

N+ Sn —1—0, M+ ft = 

Hieraus ergiebt sich fiir w folgender Werth: 
2 1—N 
(67) u=M+-z— UM. 
i 


Ks soll nun der Punkt (z’, y’, 2’) auf der Kugelfliiche liegen, enthalten 
in der Gleichung (62); die bemerkte Gleichung muss fiir X = 2’, 
Y=y, Z=2# bestehn, oder sie muss nach (65) fiir 


X=z+ucos§, Y—=y+ucosyn, Z=—2+u cos, 
erfiillt sein. Man findet so: 
r+ 2pe + w= 24(p+ we) + 24, (7? + py) 
=2Ap + 2dr? + w(2s + Qayp). 
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Mittels der Gleichungen (63) und (64) reducirt sich diese Glei- 
chung auf: 


a lu — wy BEE 1 ~ y)| —" 
Hieraus folgt entweder u = 0 oder 
o—-M+ = (1—N)=0. 


Wegen der Gleichung (67) ist also entweder: 


(68) MN,+ M,(1 — N) =0, 
oder: 
(69) [M,M + N,(2pM+ rN)| Cl — N) =O. 


Findet die Gleichung (68) statt, ist also w = 0, so geben die Glei- 
chungen (65) a =a, y =y, 2° =2, d. h. die Normale zur Fliche 
S, im Punkte P, geht durch den Punkt P der Fliiche S. Dieser Fall 
liisst sich, wie weiter unten gezeigt ist, als Erweiterung eines Theorems 
der Optik auffassen. Setzt man das Verhiiltniss von M, zu N, aus 
der Gleichung (68) in die Gleichungen (12), so gehen dieselben tiber in: 


M2 2 22 yi 2 
lq M*?*+2pMN+rN* my >: oe 


2 dp dp ’ 
: d M?+ wat en _- d eater 4+rN=0. 
Diese Gleichungen lassen sich auch auf folgende Formen bringen: 
1a M* + Pt Ay—Y 0, 
* )a , M?4 2pM(N—1) +4 72°(N—19 
{4a ae ree + r(N—1)=0. 


Bezeichnet R eine beliebige Function von +, so giebt die erste 
Gleichung (70) durch Integration: 


(71) M?* + 2p M(N — 1)+ r(N — 1)? = PR’. 
Die zweite Gleichung (70) geht hierdurch tiber in: 
(72) RK + r(N—1)=0. 


Aus den Gleichungen (71) und (72) folgt: 


[M+ p(N—D)P=R-"S” (RRY, 
oder auch: 


(73)* [M + p(N — 1)? = R? — (sin e- RRK’)?, 

wo ¢ der Winkel ist, welchen der Radiusvector OP mit der Normale 
zur Fliiche S im Punkte P bildet. Ist ¢, der Winkel, welchen die 
Verbindungslinie der Punkte P und P, mit der Normale zur Fliche 
S im Punkte P bildet, so besteht fiir cos e, die Gleichung: 








Pa .. et ee ee | 
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_— [la — 2) cos & + (y, — y) c08 n + (2, — 2) cos §)* 
(x — &)® + (yy, — y)® + (4% — 2)? 


Wegen der Gleichungen (5) ist nun 

x,—«x = Meos§+ (N — 1) (a — %), 

% — y = M cosy + (N — 1) (YY — m); 

2, —2= Mcos§+ (N — 1) (e— 4). 
Mit Hiilfe dieser Gleichungen lisst sich der Ausdruck fiir cos? ¢, auf 
folgende Form bringen: 


cos? ¢é, 


[ee — Be oe 
M? + 2pM(N—1)+ 2? (N—1)* 


Mittels der Gleichungen (71) und (73) wird die vorstehende Gleichung 
einfacher 


cos? &, = 





(cos ¢,)? = 1 — (sine- R’?. 


. 2 
81N & R 
( sin & ) ay f 


Diese Gleichung liisst folgende Interpretation zu. Man sehe den Punkt 
O als leuchtenden Punkt an, von dem aus Strahlen auf die Fliche S 
fallen. Nimmt man in jedem Punkte der Fliiche S den Brechungs- 
index variabel, und zwar gleich einer Function der Distanz des Punktes 
der Fliche vom leuchtenden Punkte, so enthilt das Vorhergehende 
eine Verallgemeinerung des Satzes von Malus. 
Eine Fliiche, welche zwei homogene Medien trennt, werde 
von einem Punkte O aus beleuchtet. In einem Punkte P der 
Fliiche sei das Verhiiltniss des Sinus des Einfallswinkels zum 
Sinus des Brechungswinkels eine Function der Distanz O P. 
Die gebrochenen Strahlen sind dann die Normalen einer 
Fliiche und ihrer Parallelflichen. 
Die Gleichungen (6), (7), (68) und (71) geben: 


R cos §&, = M cos § + (N — 1) (a#— a), 
(74) R cos yn, = M cosy + (N— 1) (y—), 

R cos §, = M cos § + (N — 1) (¢ — &). 
Aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (5) folgt: 

p,R = M*+ 2pMN+ rN? —(pM+PrQN), 
r? = M?+2pMN+r7N?. 
Die erste der vorstehenden Gleichungen werde mit 2 multiplicirt, darauf 
die zweite Gleichung subtrahirt. Es folgt so: 
2p,R—r? = M? + 2pM(N—1)4+ rN — 1)? —7, 

d. i. nach (71): 
(75) 2p, Rk — r,? = R? — 2’. 
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Hieraus folgt: 
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Da R eine beliebige Function von r ist, so kann man umgekehrt 
r als Function von R ansehn, und demnach setzen: 
r— R?=—9, (Rh). 
Die Gleichung (75) nimmt dann die Form: 
(76) r,?> — 2p, Rk = O, (R) 


an. Durch Subtraction der Gleichungen (74) von den Gleichungen (5) 
erhalt man: 


(77) x=—2,— Reost,, y=y, — Reosy,, z= 2, — R cos §,. 


Durch diese Gleichungen ist die Fliche S analytisch definirt, welche 
einer gegebenen Fliiche S, entspricht. Die Quantitiit R ist aus der 
Gleichung (76) zu bestimmen. Die Gleichungen (76) und (77) geben 
durch Vertauschung von 2, y und z mit 2,, y, und 2,, also von 
E1, Ms» &> p, und vr, mit &, », £, p und r die Formeln, welche dem 
Falle N=1 der Gleichung (69) entspricht. In der That, wenn N=1, 
so ist nach (67) w= M. Die Gleichungen (5) und (65) geben dann 
x=2,,y¥ =y,, 2 =2,, d. h. die Normale zur Fliche S, im Punkte 
P, geht durch den Punkt P. Fir N = 1 folgt aus (13) zur Bestim- 
mung von M&M die partielle Differentialgleichung: 
aM dM 
. dp —M dr —- 


Das vollstiindige Integral dieser Gleichung ist: 
(78) 2pM+ 7? = O(M), 


wo (M) eine beliebige Function von M bedeutet. Fiir N = 1 erhiilt 
man aus den Gleichungen (5): 


a, = 2+ Moost, ¥,=y+Mecosyn, 2, =—2+ Moos fF. 

Diese Gleichungen in Verbindung mit der Gleichung (78) ent- 
sprechenden Gleichungen (76) und (77). Der Fall N = 1 kommt also 
auf die Bestimmung der Fliche S aus der Fliche S, hinaus, wenn 
die Normale eines Punktes P, der Fliiche S, durch den entsprechenden 
Punkt P der Fliche S geht. 

Die Gleichung (79) giebt noch die Liésung: 
(79) M,M + N,(2pM+7?N) =0. 
Da diese Gleichung in der folgenden Nummer genauer behandelt ist, 
so kann eine weitere Discussion hier unterbleiben. Wie sich in V 
ergeben wird, driickt die Gleichung (79) folgende geometrische Kigen- 
schaft der durch sie charakterisirten Transformation aus: Die Radien- 
vectoren der Punkte P und P, bilden mit den entsprechenden Normalen 


der Fléchen S und 8S, gleiche Winkel, oder die Summe dieser Winkel 
ist gleich zwei Rechten. 
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Die in I genannten Transformationen, niimlich: die reciproke 
Polarfliche, die Fusspunktfliche, die Transformation durch reciproke 
Radienvectoren und die Combinationen dieser Transformationen, haben 
simmtlich die Eigenschaft gemein, dass der Winkel, welchen der 
Radiusvector OP mit der Normalen im Punkte P zur Fliche S bildet, 
gleich dem Winkel ist, welchen der Radiusvector OP, mit der Nor- 
malen im Punkte P, zur Fliiche S, einschliesst. Diese Eigenschaft 
hat auch die von Catalan betrachtete Transformation. Nach den in 
1), 2) und 4) gebrauchten Bezeichnungen wird die bemerkte Eigen- 
schaft durch die Gleichung: 

Pp ry 
(80) 7% 
ausgedriickt. Mittels der Gleichungen (5) und (6) soll folgende Trans- 
formation bestimmt werden: 

Die correspondirenden Punkte P und P, zweier Fliichen 
S und 8S, entsprechen sich in Beziehung auf einen festen 
Punkt O auf folgende Art: 

Die Radienvectoren OP und OP, liegen mit den Nor- 
malen der Flichen S und S, in einer Ebene, die Winkel, 
welche die Radienvectoren mit den entsprechenden Normalen 
bilden, sollen einander gleich, oder ihre Summe gleich zwei 
Rechten sein. 

Analog der Gleichung (80) ergiebt sich die Doppelgleichung: 


Peg 
7"24 


oder quadrirt: 

1) (F) (2): 

Die Gleichungen (5) und (6) geben: 

r?=M?+2pMN+rN?, Hp, =M,(M+pN)+N,(pM+rN), 
H? = M,?+ 2p M,N, +77 N,?. 

Hierdurch nimmt die Gleichung (81) folgende Form an: 


ee _ [MM + pN) + Ni (pM + PN) 
r (M? + 2pMN + 2? N®) (M? + 2pM,N,+ 2? QN,2) 


Nach Wegschaffung der Nenner findet man leicht, dass die Gleichung 
durch +? — p? theilbar ist. Mit Weglassung dieses Factors folgt: 
M,?(M*?+2pMN)+2M,N, (pM? +2p?UMN+r?MN- pr? N?) 
+N,?r(N2r+2pMN) =0 
oder: 
(M, M+ N,(2pM+r?N)) [M, (M+2pN)+N, Nr]. 
19° 
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Je nachdem der eine oder andere Factor annullirt wird, ergeben sich 
die beiden Annahmen: 


(82) M,M + N,(2pM+ r7N)=0, 
(83) M,(M + 2pN)+ N, Nr? =0. 


Diesen allgemeinen Gleichungen modge eine kurze Untersuchung der 
folgenden besonderen Fille vorausgehn, 


(A) M,=0, 2pM+r2N=0, (B) M,=0, N=0, 


(C) N,=0, M=—0, (DL) N, = 0, M+ 2pN=0. 
Fir M, = 0 reduciren sich die Gleichungen (12) auf: 
aM o aN 1M >» AN 
P dp e dp +M=0, p a rT “dr +rN=0, 
oder: 


2 2 = 
d pM+ rn —0 d pM eae = 2 


dp ¢ 

Ist w(r) eine beliebige Function von r, so erhilt man leicht: 
(84) pPM+rN=v(r), rN=—v'(r). 
Die Gleichungen (84) geben mit der in (A) enthaltenen Bedingung 
2pM + r?>N =O zur Bestimmung von y(r) die Gleichung: 

w(r)*_ 2 

wr) 
Bedeutet & eine Constante, so ist w(r)—kr?. Aus (84) ist dann 


weiter N= 2k und pM-+ kr? =0. Der Annalime (A) entsprechen 
nach (5) folgende Gleichungen: 


1 — 2) =k |2(e—z,) — . oes é], %4— =k [2¢y—m) — cos nj; 


? 


£,—4, =k [2(e— £y)— cos | . 
Kir k = 1 entsprechen diese Gleichungen der Umkehrung der Fuss- 
punktfliiche. 

Fiigt man zu den Gleichungen (84) die in der Annabme (B) vor- 
kommende Gleichung N = 0 hinzu, so ist ~(r) =k, wo k eine Con- 
stante bedeutet, ferner pM —k. Die Gleichungen (5) geben dann: 


k cos & 
. ? 


k cos k cos £ 
4—- 4 = p jf = — — e 


p ? P 
Diesen Gleichungen entspricht die reciproke Polarfléche in Beziehung 
auf eine Kugelfliche mit dem Mittelpunkt O und dem Radius k. 
Fiir N, = 0 reduciren sich die Gletchungen (12) auf: 
aM aN aM aN 
dp +P dp —° “Ge +P ay = 


—— 


oder: 
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q Mt2N _w M+pN 


dp , dr 
Ist m(p) eine Function von p, so geben die vorstehenden Gleichungen: 
(85) M+pN=o(p), N= Q(p). 


Die Annahme (C) giebt M = 0, dann ist in (85) py’(p) = p(p), also 
p(p) =kp und N=k, wo k eine Constante bedeutet. Die Glei- 
chungen (5) geben, M=—0, N =k gesetzt: 


Se ee ee an 


& — Xo y Yo z— % 
Die beiden Radienvectoren OP, und OP haben dieselbe Richtung, es 
ist OP, =k-OP. 
Fiir die Annahme (D) ist M+ 2pN 0. Diese Gleichung mit 
den Gleichungen (85) giebt: 
PY (P) + 9(p).= 9, 


k 2k k 
p(p) = — M= N = — —-~ 
( p? p 


? p 


also: 


Diesen Werthen von M und N entspricht nach (5) folgendes System: 


_ 2p cos E — (a — ap) ge 
Ly — % =k p? ng Y —yYy=k p 


a , 2pcos § — (2 — %) 
By By 88 Tear o 2 


Diesen Gleichungen entspricht die reciproke Polarfliche der Fusspunkt- 
fltiche. 

Durch Elimination von M, und N, zwischen der Gleichung (82) 
und jeder der Gleichungen (12) folgt: 


aM dN 


(86) (pM +r? N)(- = +p a? (r? — p?) u? tp + M?, 
(87) (pM 4 ren) (4% 4 p 2%) = (2 — py M4 ur. 
Die Gleichung (86) multiplicire man mit 444 ety , die Gleichung 
(87) mit ‘io +p oe und bilde die naeiie Pt erhaltenen Pro- 
ducte. Mad folgt: 

aMdN dMdN aM d M dN). 
(88) ("°—2")\G5 ar — ar ip) =U ar tP pn) — Nip EP ap) 


Die Gleichung (86) werde nach r, die Gleichung (87) nach p differen- 
tiirt, aus der Differenz der beiden erhaltenen Gleichungen leitet man 
folgendes Resultat ab: 
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aM 


adM dN dM tal ip 
2(r? — ar ap) + 8°N G) — 3M 5, 


dp dr 
+ (2prN—rM) a —(4pM+r°QN) aN _ 9, 


Von dieser Gleichung ziehe man die mit 2 multiplicirte Gleichung 
(88) ab. Dann ist einfacher: 


aM a= aN 2 aN 
Durch Elimination von tu und = zwischen dieser Gleichung, den 


Gleichungen (86) und (87) folgt: 


dN IN 
(89) P “ap +r =. 


Eliminirt man “% und “% gwischen den Gleichungen (86), (87) und 
dp dr 8 


(89), so folgt zur Bestimmung von M: 


(90) pt? 4p Hu. 
Setzt man zur Vereinfachung: 

(91) f=q, 

so geben die Gleichungen (89) und (90) 

(92) N=v(q), M=p9(q). 


Setzt man einfach w und @ statt w(q) und g(q), so giebt die Sub- 
stitution der Werthe von M und N in die Gleichung (88) zwischen 
den Functionen g und y folgende Differentialgleichung : 


(98) —A—@)qe¥ +¥(o+ayp +av)+e7o(y + ¥)=9. 
Die Gleichung (82) ist identisch mit der Gleichung (79), die Gleichung 
(82) geometrisch interpretirt driickt aus, dass: 
die Punkte O, P, P, mit dem Schnittpunkt der Normalen zu 
den Flichen S und S, in P und P, auf’ dem Umfange eines 
Kreises liegen. 
Das Verhiltniss von M, zu N, aus der Gleichung (83) in jede 
der Gleichungen (12) gesetzt, giebt: 


(94) (M+pN)(p +72 52) — (2p) N SE — M( M+ 2p), 


(95) (M+pN) (p 4™ 40) py wa —rN(M+2pN). 


Durch Elimination des Factors M + p N folgt: 
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dM aN dM aN 
(96) shark tithe eh ky, 
fo pore dM » aN dM aN 
—(M+42pN) [ (p 2M 4 22 sr) Ne (p aM eg? an)) . 
Die Gleichung (94) werde nach r, die Gleichung (95) nach p differentiirt, 
aus der Differenz der erhaltenen Resultate erhalt man: 


D2 »(@M an dM aN P dM eo. », dN 
2(7 -#\(Z, OR =(M—2pN) os +(2pM Nr’)—7, 
dM adN 

et te *M —2nrN)— 

3rN ae +(rM—2prN) a 





-—2rN?=0. 


Zwischen dieser Gleichung und der Gleichung (96) werde oe 4 a ap 
eliminirt, es ergiebt sich dann folgende Gleichung: 
(2p(M? + 2p MN + 2?N?2) — MN] = 
+ rN[3r?N — 2p(M + 2pN)) oe 
+ (2M? + 2p MN + rN) OY 


—  N[3M + 2pN] + 23N3 = 0, 


Die Einsetzung der Werthe von aN und = aus den Gleichungen 


dp 
(94) und (95) in die vorstehende Gleichung giebt fiir M die einfache 
partielle Differentialgleichung: 





aM dM 
Um zur Bestimmung von N zu einer Gleichung zu gelangen, eliminire 
man “ und a zwischen den Gleichungen (94), (95) und (97). 
Es folgt so: 

aN aN g 
(98) oy t* de +2N=0., 


Die Herstellung der Gleichung (97) ist ziemlich weitliufig und 
miihsam, man hat jeden einzelnen Term durch den gemeinsamen Factor 
Nr(M? + 2pMN + r°N*) zu dividiren. Ist q wieder durch die 
Gleichung (91) definirt, so erhilt man durch Integration der Glei- 
chungen (97) und (98): 

(99) M=2?O, N=e*D, gm?®. 
Diese Werthe von M und N in eine der Gleichungen (94) oder (95) 
gesetzt, geben zwischen den Functionen g und y die Differential- 
gleichung: 
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(100) (@p — 2¢4¥—v)9o + (H+ 4%) ¥ + 9(9 + 2G4) = 9. 

Die Gleichungen (92), (93), (99) und (100) geben zu einer Menge 
Detailuntersuchungen Veranlassung, deren Ausfiihrungen keine Schwierig- 
keiten darbieten , und desshalb hier nicht weiter discutirt werden sollen. 


Vi. 


Als eine weitere Anwendung der in II aufgestellten Formeln, soll 
eine Aufgabe behandelt werden, welche von den bisher gefiihrten 
Untersuchungen wesentlich verschieden ist und, ungeachtet einer an- 
fanglich scheinbaren Complication der Rechnung, sich ziemlich einfach 
ausfiihren lisst. Die hier zu betrachtende Transformation ist folgende: 

Die correspondirenden Puncte P und P, zweier Fliichen 
S und S, sollen sich in Beziehung auf einen festen Punkt O 
auf folgende Art entsprechen: 

Die Ebene durch die Punkte O, P und P, enthalte die 
Normalen zu den F'liichen S und 8, in den respectiven Punkten 
P und P,. 

Poetien: Wann entsprechen allgemein den Kriimmungs- 
linien der Flache S Curven derselben Art auf der Fliche S,? 

Die Gleichung (8), welche fiir eine beliebige Variabele gilt, giebt 
fiir die Variabelen p und r die beiden rowan 


- p COs ps z cos 7 + op cos £ = 0, 
(101) ps 
= cos§ + 4 - Y cosy + 4 I cos £ = (). 


Mit Riicksicht hierayf geben die Gleichungen (1) und (2) nach p und 
r differentiirt: 


cos & 


(o— my) 988 + (y — yy) S989 +(e — 5) SORE 1, 





d d 
ji (we — a) S988 4 fy — y) $ 8 4 fe ny 2 on =0, 


d 
(@— a) $= + y —m) 44 + — 4) 42 =0, 


(@@— m) $= +y—y) 4+ 6—%) = 


Die Differentialgleichungen der Kriimmungslinien der Flachen S und 
S, sind in folgenden Gleichungen enthalten: 


dz dy dz | | da, dy, dz, | 


(103) | | doost dcos deost| =0, (104) | deosé, dcosy, dcos§, |= 


.| cos&, cosy, cosé, | 


| cost cos y cos € | 
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In die Gleichung (104) sind aus (5) und (6) die Werthe von a,, 
cos &, etc. einzusetzen. 
Es werde zuerst der Fall N, = 0 betrachtet. Die Gleichungen (6) 
geben dann 
cos &, = cos&, cosy, = cosy, cos €; = cos €. 

In Folge dieser Gleichungen und der Gleichungen (5) nimmt die Glei- 
chung (104) folgende Form an, wenn gleichzeitig die Gleichung (103) 
stattfindet: 

|% — ay Y—Y%y 2— %) 

\decos— devosy deos§ dN=0. 

| cos—& cosy cos€ | 


Hieraus folgt allgemein dN =, also N constant. Fiir diesen Werth 
von N und N, = 0 zeigen die Gleichungen (12), dass M ebenfalls 
constant ist. Im Folgenden soll N, von Null verschieden angenom- 
men werden. 

Um die Gleichung (104) leichter behandeln zu kénnen, setze man 
in den Gleichungen (6) 

F M, 
(105) he t. 
Dann folgt: 
(106) H, cos; =teosE+u4—a2, H, cosy, —tcosy+y—Yy, 
H, cos &, =tcos€+2—4%, 


wo: 
(107) H,? = + 2pt+r’. 
An Stelle der Gleichungen (12) treten nach (105) die folgenden: 
(p+ 6S + (tt) 4 M=0, 
108) = . 
( dM dN 


(w+0G, + (pttr) GP +rN=0. 


Die Differentialgleichung (103) lisst sich auf eine einfache Form bringen 
durch Einfiihrung der folgenden Bezeichnungen: 





dz dy dz | dx dy dz 
dp dp dp | dr dr dr 
| = A, a = B, 
o—% Ih *—%) Z—L Y-Yo 2—% 
|cos§& cosy cos€ | cos— cosy cos€ 
(109) f 
|\dcos— dcosy dcos |} dcos— dcosn decosg 
| dp dp dp dr dr dr | 
= ? i D, 








| 

\L—Ly Y—Yo 2—% L—Xy YY F—%) 
| 

Li cos — cosy cos € | | 


cos— cosy cos§ | 
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Zwischen den vorstehenden Determinanten leitet man mit Hiilfe der 
Gleichungen (101) und (102) folgende Relation ab: 


AD — BC=r. 


Zur Herstellung dieser Gleichung ist noch die folgende zu beachten, 
welche durch Differentiation der ersten Gleichung (101) nach r und 
der zweiten nach p folgt: 


dz dcosg + dy cne 4. dz dcos§ 





dp ar dp ar dp ar 
_ du dcosg dy dcosn dz dcosé 
~ ar dp 7 dr dp + dr dp 


Man multiplicire die Gleichung (103) mit der folgenden: 


| cos &, xu — XB, (¥ — Ya) cos § — (6 — &) cos 9 | 
(110) lcosy, Y¥—Y, (@— %) cos § — (a — 2) cos € | == p? — 1”. 
|cos€, 2—£%, (x — ay) cos y — (y — y,) cosé | 
Zur Erleichterung des Druckes sind in der Determinante die Elemente 
so gestellt um mdglichst wenig Raum in Anspruch zu nehmen. Bei 


Ausfiihrung der Multiplication sind die Verticalreihen mit den Horizon- 
talreihen zu vertauschen, 


Mit Riicksicht auf die Gleichungen (101), (102) und die unter 
(109) aufgestellten Bezeichnungen folgt: 
0 0 1 | 
| rdr dp o|—0. 
Adp+Bdr Cdp+Dadr 0| 
Setzt man also: 


(111) 2 = (Cdp + Ddr)rdr — (Adp + Bdr)dp, 


so ist 20 die Differentialgleichung der Kriimmungslinien der Fiche S. 
Um die Gleichung (104) auf eine méglichst einfache Form zu 

bringen, eliminire man #— 2%, y—yYy, und z—4, zwischen den 

Gleichungen (5) und (106). Nimmt man zur Abkiirzung: 


(112) tN— M=Q, 


so erhalt man: 


L, — Ly = — QYQeos—+ NH, cos &,, 
Y; — Y =— QYcosy + NH, cos ,, 
2, — 4% = — Qeosé+ NH, cos ,. 


Diese Werthe von 2,, y,, 2, setze man in die Gleichung (104), darauf 











mae te at Oo 
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fiir cos &,, cos y,, cos £, ihre Werthe aus (106). Werden dann in der 
Determinante der Gleichung (104) der Einfachheit halber nur die 
Elemente der ersten Verticalreihe angemerkt, so nimmt die bemerkte 
Gleichung folgende Form an: 

|\dQ-cos§ + Qd cos § 3 
dt-cos§-+ td cos§+dz-- -|= 0. 

| tcos§ +24 — a nal 


Diese Gleichung multiplicire man mit der Gleichung (110). Unter 
Zuziehung der Gleichungen (101), (102) und (109) folgt dann: 


| dQ dt t+p 
| 





pdQ+ Qdp pdt+tdp+rdr tp + r?|=0. 
|\Q(Cdp + Ddr) t(Cdp + Ddr) + Adp+ Badr 0 


Die vorstehende Gleichung entwickelt, giebt, mit Riicksicht auf die 
Bedeutung von 2 aus (111): 


(113) (¢+ p)Q2+ (7? — p*) 2, = 9, 
wo: 
(114) 2, = (Cdp + Ddr) (tdQ — Qdt) + (Adp + Bdr)dQ. 
Ks sollen die Gleichungen (103) und (104) zwischen p und r dieselbe 
Differentialgleichung geben. Wegen 2 =O reducirt sich die Glei- 
chung (113) auf 2, —0. Die beiden Gleichungen 2 = 0 und 2, = 0 
geben nach (111) und (114): 

Adp+ Badr rdr Adp+Bdr _ Qdt—tdQ. 


Cdp+Ddr-~ dp’ Cdp+ Ddr dQ 
Diese Gleichungen geben: 
var. __ Qat — tdQ 





ai dp dQ 
~ 1 
1 40) 4 dt, aQy, 
rdr _ (03; a 7 art (@ — s) P ; 
dp a ér+ = dp 


Soll die Transformation unabhingig von den besonderen Kigenschaften 
der Fliche S sein, so giebt die vorstehende Gleichung: 


qt _ 442-0, 49, p> Wu gt aQ 


dp dr dr adr 


oder 
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Ist p(p) nur von p, y(r) nur von r abhiingig, so geben diese 
Gleichungen: 


(115) Q=(p), t= 9(p)¥(r) 
und: 
gp (p) _ vir), 
9(p)* r 


Da zwischen p und r keine Relation bestehen kann, so zerfillt die 
letzte Gleichung in: 





@ (Pp) S wp’ (r) ¢ 
| tian, ALi Tiled anee 


wo « eine Constante bedeutet. Sind 6 und y Constanten, so folgt 
weiter: 


: — 
(116) spy 2B + ep), VO)=—r— ar. 
Die in (115) aufgestellten Werthe von Q und ¢ werden hierdurch: 


YL woot EE cll 
oe C= s@+en' '~ 264Fep) 


In die Gleichungen (108) setze man nach (112) M=tN— qQ. Man 
erhalt dann, wegen Y = p(p): . 
d 
+[¢+)% +4 ¥=0+9R+e 
= (p+. 9 (Pp) + 9(P); 
‘ ol dt 
+ ptt) Ge +[C+ v) Ge +e] =O. 


(8 4 2p 7) 





Diese Gleichungen lassen sich auf folgende Art schreiben: 


(118) q NUE +e wt+e _ (pt+to'(p)+o(r) 
dp Viet+e2pt+r 
, NVE+ zpt+r 
dr = 0. 


Die Elimination von N zwischen den vorstehenden Gleichungen 
fiihrt auf: 


d ’ ’ 
5°. [(r?— p®) (vp) — (t+) 9 (p)] = (t+) 9 (p) + 9 (p)I- 
Nach (116) und (117) reducirt sich diese Gleichung auf: 
B= ay. 


Man ersetze die vorstehende Gleichung durch Bp = ak, y = ck’, so. 
dass also aus (117): 


1 kz — 
(119) C= 9) t= sp" 


2a (p+ hk) 
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Die Substitution der Werthe von p(p) und ¢ in die Gleichungen 
(118) giebt: 


N(r? + 2pk + k*) N(r? + 2pk +k?) 
is .. sbeewee | p+k pi 
d dp —_— >= a(p +k’ d de ; == (), 
Durch Integration folgt: 
(120) ¥oa —7-7 


r+ 2pk+h- 
Ks bedeutet m eine beliebige Constante, an Stelle von « ist eine neue 
Constante g mittels der Gleichung: 


~~ = — g + 2mk) 
getreten. Die Gleichungen (119) werden hierdurch: 
2 A Ks g+2mk pa BP-f ’ 
ss e=— sth? § = 20Fh 
Aus den Gleichungen (120) und (121) ergiebt sich folgender 
Werth fiir M/: 
M = gk + (0? + k*)m 
— rpepk+kh ’ 
oder: 


6 k(g—2 
(122) Mamt Oe 


Die Gleichungen (107) und (121) geben: 
9: pat r+ 2pk+h 
on B= 2 +2) 
Mit Hiilfe der Gleichungen (120) und (122) erhilt man aus den Glei- 
chungen (5) fiir #,, y, und 2, folgende Werthe: 


x, — t= meos § + (g — 2mp) (w — a + k cos &) 


r+ Qpk +k ’ 
(124) Y, — Yo = m cos y + = ep) ly gett cos 7) 
2, — & = meos§ + (9 — vay) Gate cos £) | 
Die Gleichungen (106) und (124) geben: 
con = — cos + MELD ee, 
cos f = — cos ff PT ELE fet Boone) 


Setzt man zur Abkiirzung g + 2mk —k,, so geben die Gleichungen 
(124) und (125): 
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iy (at => My + B coe §) 
r+2pk+h ? 
(126) Y¥, — Yo + m cos y, = ms ¥. = et ae s} ? 
ky (2 — % +k cos §) — 
r+ 2pk+kh 
Da nach den in (1) gewiihlten Bezeichnungen: 
(a — y+ keost)? + (y—yy + keosn)?-+(e— 2) -+-keos£)? =r? + 2pk-h?, 
so geben die Gleichungen (126) unmittelbar folgenden Satz: 
Die correspondirenden Punkte P und P, zweier Fliichen 
S und 8S, sollen sich in Beziehung auf einen festen Punkt 
O auf folgende Art entsprechen: 
Die Ebene durch die Punkte O, P und P, enthalte die 
Normalen zu den Flichen S und 8, in den respectiven Punkten 
P und P,. 
Entsprechen den Kriimmungslinien der Fliche S auf der 
Fliiche 8, ebenfalls Kriimmungslinien, so ist eine Parallel- 
fliiche der Fliche 8S, die transformirte F lache mittels reciproker 
Radienvectoren einer Parallelfliiche der Fliiche S in Be- 
ziehung auf den Punkt O. 


LZ, — % + m cos §, = 


2, — & + mcos ¢, = 


Hannover, 2. October 1882. 











Ueber eine Configuration (3, 3), und unicursale Curven 
4, Ordnung. 


Von 


8. Kanror in Prag. 
(Auszug aus einem Schreiben an Herrn A. Brill in Miinchen.) 


Im Hinblicke auf die neuliche Zusendung meiner Abhandlungen 
itiber das Problem der Configurationen und nach wiederholter Lectiire 
Ihrer mir freundlichst tibersandten Note werde ich zu der folgenden 
Mittheilung, die Sie mir erlauben mégen, veranlasst. 

1. Den von Ihnen in den Math. Ann. Bd. XX, pag. 531, Ueber 
das Polvierseit* gegebenen Satz kann ich mit Hiilfe gewisser allgemeiner 
Untersuchungen, welche ich in der Abhandlung: ,Ueber die allge- 
meinsten linearen Systeme linearer Transformationen bei Coincidenz 
gleichartiger Triiger und successiver Anwendung der Transformation “*) 
mitgetheilt habe, beweisen und zur Herleitung einiger neuer Resultate 
bentitzen. 

Bereits bei einer friiheren Gelegenheit**) konnte ich die Ent- 
stehung der Configuration (3, 3),, aus dem Polvierseite und einem con- 
jugirten Vierecke besprechen und anderwirts***) habe ich angegeben, 
wie man ein Viereck auf sechserlei Arten einem Vierseite umschreiben 
kann, wodurch sechs der 10 damals aufgefundenen Configurationen 
(3, 3),) entstehen. Bei der in Rede stehenden (3, 3),, geschieht das 
Umschreiben derart, dass jedesmal drei convergente Strahlen durch 
drei allineirte Punkte gehen und dass gegeniiberliegende Seiten mit 
zwei Gegenecken incident sind. Ks ist in der zweiten citirten Abhand- 
lung auch erwihnt, dass man die (3, 3),) auf fiinferlei Art so zusam- 
mensetzen kann, oder dass sich fiinf vollstindige Vierseite und fiinf 
vollstiindige Vierecke in dieser (3, 3),, auffinden lassen. Diese fiinf 
Vierseite und Vierecke sind im Folgenden von Bedeutung. 


*) Denkschriften der kais. Academie der Wiss, zu Wien, Juni 1882, Cf. Math. 
Ann, Bd. XX, p. 297: ,,Bemerkung etc,“ 


**) Ueber. eine Gattung von Configurationen in der Ebene und im Raume,“ 
Wiener Sitzungsber. Oct. 1879, II, Abth, 


*#*) Die Configurationen (3, 3)4)‘‘, Wiener Sitzungsber. Dec. 1881, II. Abth, 
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2. Sind nun drei Paare sich entsprechender Punkte aa’, bb’, cc’ 
einer linearen Transformation in der Ebene gegeben, so dass aa’, bb’, 
ce’ gegen s convergiren, so werde das durch sie bestimmte Netz von 
linearen Transformationen betrachtet. Erst ein weiteres Punktepaar 
invidualisirt eine lineare Transformation. Jede dieser linearen Trans- 
formationen besitzt drei Doppelpunkte und so entstehen oo? Doppel- 
punktstripel in der Ebene. Es gilt nun der Satz (ef. die cit. Denk- 
schriftenarbeit p. 301): 

Bewegt sich der einem festen Punkte p entsprechende Punkt p’ 
in einer Geraden, beschreibt also die lineare Transformation ein Biischel, 
so beschreibt das Doppelpunktstripel eine Curve 3. Ordnung Z, durch 
abepwyz, wo p= (be, Ve), p= (ca, ca), y=(ab, ab). Die 
Jacobi’sche Curve des Netzes dieser Li, besteht aus der Geraden py wy 
und aus dem Kegelschnitte, beziiglich dessen die Configuration abca' b' ¢ phy 
sich selbst polar ist. 

Die Doppelpunktstripel selbst sind beziiglich des Kegelschnittes 
conjugirte Dreiecke, welche auch die Bedingung erfiillen miissen, dass 
sie mit den sechs Eckpunkten des vollstiindigen Vierseites abe w x 
die Basis eines Curvenbiischels 5. Ordnung bilden. Durch Umkehrung 
der Transformation sieht man, dass jedes solche Tripel auch mit 
a b’'c pwyx eine solche Basis bildet. Geht man dann von einer anderen 
Seite als pwyz des letzteren Vierseites aus, so findet man schliesslich: 

Die stimmtlichen Doppelpunktstripel des Netzes sind conjugirte Drei- 
ecke beztiglich des Kegelschnittes T und bilden mit den sechs Eckpunkten 
irgend eines der fiinf in der Configuration (3, 3),, enthaltenen vollstin- 
digen Vierseite die Basis eines Curvenbiischels 3. Ordnung.*) 

Unter den L, ,cines Netzes sind vier Biischel von Kegelschnitten 
mit je einer Seite des vollstiindigen Vierseites enthalten. Die vierten 
Basispunkte dieser Biischel sind beziiglich s, a’, b' c’. Somit: 

Verbindet man trgend einen Punkt der Ebene mit den fiinf in der 
(3, 3),9 enthaltenen vollstiindigen Vierecken durch Kegelschnitte, so 
schneiden sich dieselben in zwei gemeinsamen weiteren Punkten. 

Da aber [ die Hesse’sche Curve aller fiinf Netze L, ist, so folgt: 

Die Punkte, in denen sich Kegelschnitte der Biischel beriihren, 
liegen sdimmtlich auf dem Kegelschnitte T. r 

Ferner: 

Es giebt sechs Punkte, in denen sich siimmtliche fiinf Kegelschnitte 
osculiren, Diese Punkte liegen in T und in ihnen beriihren die’ Kegel- 
schnitte auch den Kegelschnitt [. 


*) Die zu einer L, beziiglich [ polare C? hat offenbar solche Lage, dass 
sich der L, ' Dreiecke einschreiben lassen, die der C* umgeschrieben sind. Ich 
bemerke, dass sich in der citirten’ Denkschriftenarbeit bei verschiedenen Gelegen- 
heiten solche Curvenpaare darbieten, allerdings obne den polaren Kegelschnitt. 








se 
au 
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3. Betrachten wir jedoch statt der Doppelpunktstripel unserer 
zehn Transformationsnetze die Doppelgeradentripel, so finden wir zu 
den vorigen duale Siitze und namentlich denselben Kegelschnitt [. Ich 
hebe hervor: 

Von den Kegelschnitten, welche irgend einem der fiinf vollstiindigen 
Vierseite der (3, 3),, eingeschrieben sind, beriihren sechs den Kegelschnitt 
T und die sechs Beriihrungspunkte stimmen mit den sechs Beriihrungs- 
punkten der vorigen Nummer iiberein. 

In jedem der zehn Transformationsnetze der Configuration treten 
sechs lineare Transformationen mit giinzlich coincidenten Doppelpunkten 
auf und fiir alle zehn Netze sind diese sechs Doppelpunkte dieselben. 

Wird die Hesse’sche Curve in dem Netze der LZ, in die conjugirte 
Curve umgesetzt, so erhiilt man eine Curve, welche jene in allen freien 
Punkten beriihrt, in denen sie sie trifft. So findet man: 

Es giebt eine Curve 6. Ordnung, welche die zehn Punkte der 
Configuration (B) zu Doppelpunkten hat und den covarianten Kegel- 
schnitt [ in den mehrerwihnten sechs Punkten beriihrt. Projicirt man 
aus irgend einem Punkte derselben zwei perspective Dreiecke von (B), 
so erhalt man drei Strahlenpaare einer Projectivitiit mit zusammen- 
fallenden Doppelstrahlen. Und dieser Strahl ist dieselbe Tangente von 
fiir alle zehn Projectivititen. 

4. Fiir den Kegelschnitt [ ist abcg wy ein Polvierseit und a’ b'c's 
ein Polviereck. Aus 2. a. E. bietet sich dann das Ergebniss: 

Ist irgend einem vollstiindigen Vierseite ein vollstindiges Viereck 
so wmgeschrieben (cf. Nr. 1), dass die Configuration (B) entsteht, so hat 
jeder Kegelschnitt, welcher dem ersteren eingeschrieben, zu jedem dem 
Vierecke wmgeschriebenen Kegelschnitte solche Lage, dass es oo' Dreiecke 
giebt, welche dem ersten Kegelschnitte wmgeschrieben und dem zweiten 
eingeschrieben sind. Der Kegelschnitt, zu welchem alle diese Dreiecke 
conjugirt sind, hat das Vierseit wnd das Viereck zu Polvierseit wnd 
Polviereck. — f 

5. Es seien nun die Punkte d,d,d, und ein Kegelschnitt [ ge- 
geben. Man construire das bestimmte dem Dreiecke d, d, d, einge- 
schriebene Polvierseit von [. 

Zu diesem Polvierseite gehéren dann oo* Kegelschnitte, welche 
ein lineares System 3. Stufe bilden, zu dem auch [ gehért. Zieht man 
durch einen Punkt O der Ebene alle Strahlen, so giebt es unendlich 
viele Biischel, welche an den einzelnen dieser Strahlen je zwei zusam- 
menfallende Basispunkte haben. Jedes dieser Biischel enthilt das 
Geradenpaar, welches in O einen Doppelpunkt besitzt.. Demzufolge 
kann es nur zwei Biischel des Systems geben, wo sich alle Kegel- 
schnitte im Punkte O osculiren und die beiden gemeinsamen Tangenten 
bilden das von O ausgehende sich selbst conjugirte Strahlenpaar. Nun 
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weiss man, dass diese beiden Tangentenrichtungen in O auch jene der 
beiden durch O gehenden Kegelschnitte der durch das Vierseit bestimmten 
Schaar sind. Demnach: 

Ein Kegelschnitt T des linearen Systemés wird in denselben sechs 
Punkten von anderen Kegelschnitten des Systemes osculirt, wo er von 
Kegelschnitten, die dem Polvierseite eingeschrieben sind, beriihrt wird. 

Da unter den Kegelschnitten des Systemes auch jene vorkommen, 
welche durch die Punkte d, d,d, gehen, so folgt: 


Die sechs Punkte, in denen durch d,, d,, d, gehende Kegelschnitte | 


den Kegelschnitt T osculiren, sind dieselben wie jene, in denen dem z2u- 
gehirigen Polvierseite eingeschriebene Kegelschnitte den T beriihren. 

6. Bildet man nun aus einer Configuration (3, 3),, die fiinf még- 
lichen Polvierseite des covarianten Kegelschnittes [, so sind nach 
Nr. 2. a. E. die sechs Beriihrungspunkte fiir alle fiinf Polvierseite die- 
selben, folglich sind auch nach Nr. 5 die sechs Osculationspunkte fiir 
alle fiinf Diagonaldreiecke dieselben. Und dies ist der Inhalt des von 
Ihnen gegebenen Satzes. 

7. Der Zusatz, welcher in der Nr. 5 gefundenen Uebereinstim- 
mung liegt, ist wichtig fiir die Theorie der rationalen Curve 4. Ord- 
nung, welche durch quadratische Transformation aus [ entsteht. 

Die sechs Wendepunkte (Osculationspunkte auf [) sind nunmehr 
definirt als die Doppelpunkte der biquadratischen Involution, welche 
von der Schaar der das Polvierseit tangirenden Kegelschnitte mittelst 
der gemeinsamen ‘l'angentenquadrupel inducirt wird. 

Die Tangentenquadrupel bilden Vierseite, die eine Curve 3. Ordnung 
J, erfiillen, welche wegen der drei Punktepaare der Kegelschnittschaar 
auch durch die sechs Eckpunkte des Polvierseites geht. Man kann 
noch um die Schnittpunkte von J, mit d, d,,--- fragen. Von solchem 
Schnittpunkte geht ein Paar Tangenten an [, das durch d, d, und 
den Strahl nach d, harmonisch getheilt wird. Der Strahl nach d, muss 
auch durch den Pol von d,d, nach [ gehen. Daher: 

Die sechs Osculationspunkte liegen mit den Eckpunkten des Polvier- 
seites in einer C,, welche d,d,, d,d,, d,d, in den Punkten trifft, wo 
diese Geraden von den Verbindungslinien ihrer respectiven Pole mit den 
d,, d,, d, getroffen werden. Diese Verbindungslinien gehen iibrigens 
durch denselben Punkt V. 

Diese J, ist jene Curve, welche durch quadratische Transformation 
in die von Ihnen p. 99, Bd, XII der Math. Ann. (Ueber rationale Curven 
4. Ordnung) beniitzte Curve 6. Ordnung iibergeht. Fiir die Configura- 
tion (B) erfolgt: 

Die sechs covarianten Punke auf dem Kegelschnitte [ der Con- 
figuration liegen mit jedem der fiinf in der Configuration enthaltenen 
Vierseite in einer Curve 3. Ordnung. 
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Vermége einer Untersuchung, die sich schon vor mehreren Jahren 
mir dargeboten, kann ich die biquadratische Involution auch in inte- 
ressanter Art auf der C,° selbst deuten. Die Verdffentlichung jener 
Betrachtungen diirfte demniichst erfolgen und ich erwihne dieses Resultat : 

Zicht man von einem Gegeneckenpaare des Doppeltangentenvier- 
seites einer C,° die beiden weiteren Tangenten an die C,° und fasst die 
vier Beriihrungspunkte als Quadrupel auf, so bilden die drei so erhiilt- 
lichen Quadrupel eine Involution, deren sechs Doppelpunkte die sechs 
Wendepunkte sind. — 


Prag, Ober-Kré, den 11. November 1882. 


[P. 8. Es mégen nur gelegentlich noch iiber die in Nr. 3 aus dem Trans- 
ormationsnetze entstandene C,'° zwei Daten folgen: 

1, Wegen Nr. 2. a. E. gilt: Jede Tangente von [ wird von den Kegel- 
schnitten aus den fiinf Vierseiten in demselben Punkte 7’ beriihrt. Der Ort der 
Punkte T ist die C,'° der Configuration. Hierin erkennt man eine Abbildung der 
C,'° auf den Kegelschnitt [ und die Fundamentalrelation fiir sie ist: Jede Curve 
3. Classe der durch die Seiten des Polvierseites und dessen Diagonalen bestimmten 
Schaar hat mit [ sechs ‘langenten gemeinsam, deren incidente 7' sechs allineirte 
Punkte von C,!° sind. 

2. Jeder einem Polvierseite eingeschriebene Kegelschnitt wird von dem be- 
ziiglich [ polaren in vier Punkten geschnitten, deren Ort wieder die C,'° ist. 
(Folgt aus Nr. 4,) 12, December 1882. ] 








Ueber Primzahlmengen. 


Von 


MEIsset in Kiel. 


Im dritten Bande gegenwiirtiger Zeitschrift pag. 523 theilte ich die 
Berechnung der Menge von Primzahlen im Zahlenkreise bis Hundert 
Millionen mit. Bei nochmaliger Durchrechnung der einzelnen Positionen 
habe ich folgende drei Fehler aufgefunden. 

Es ist pag. 524: 

® (321 543, 63) = 29758 statt (29757), 
® (325 732, 62) = 30274 ,, (30273). 
1229 
Ferner ist zu setzen bei der Bildung von >? (>) pag. 525. 


vl 


Colonne (451—480) = 98 291 statt (98-288). 

Die beiden ersten Fehler hiingen von einander ab, da ich die eine 
Grosse aus der anderen durch Factorenzihlung herleitete. Der dritte 
Fehler ist ein optischer, da statt des Summandus 


o( )= 9 (53,) = 9(29489) = 3203 
der ‘falsche Summand (29449) = 3200 
gesetzt ist. 
Andere Fehler habe ich nicht gefunden. 
Hiernach iindern sich die Resultate folgendermassen ab: 
Es wird: 
O(m, 90) = 9 110 819, 


1229 
>? (+) = 4 100 054, 
91 

p(m) = 5 761 455. 
Kiel, den 7. October 1882. 
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Anwendung der Fourier’schen Reihe auf die Theorie der 
Functionen einer complexen Veranderlichen. 


Von 


Axet Harnacx in Dresden. 


Mit der vorliegenden Arbeit suche ich im wesentlichen zwei Auf- 
gaben zu erledigen. Erstlich méchte ich zeigen, in welcher Weise man 
die Fourier’sche Reihe zu beniitzen hat, um sie zu einem unbe- 
streitbaren Fundamente fiir den Cauchy-Riemann’schen Fundamen- 
talsatz der Entwickelbarkeit der ,,Functionen einer complexen Varia- 
belen‘‘ zu machen. Die einfache Methode, vermittelst derer ich die in 
den partiellen Differentialgleichungen enthaltenen Bedingungen in 
Relationen fiir die Coefficienten der Fourier’schen Reihe verwandele, 
erweist sich meiner Meinung nach als der einzig moégliche, zum Ziele 
fiihrende Weg, bei allen Problemen dieser Art, z. B. auch bei der 
Integration der einfachsten partiellen Differentialgleichung in der Theorie 
der Wirmeleitung. Aus dem Beweise fiir die Darstellung der Func- 
tion durch Potenzreihen, wobei ich die zulissigen Voraussetzungen 
moglichst zu erweitern suchte, ergiebt sich dann der Cauchy’sche 
Integralsatz als eine Folgerung. 

Sodann habe ich die einfache Aufgabe der Construction einer 
analytischen Function, ohne singuliire Stellen im Innern eines Kreises, 
aus dem reellen Theile ihrer Randwerthe unter den allgemeinsten 
Voraussetzungen behandelt, niimlich der Integrirbarkeit dieser Rand- 
werthe und der Forderung eines ,,im allgemeinen “ gleichmissig stetigen 
Ueberganges der Function in dieselben. Diese Voraussetzungen erscheinen 
mir in dem Sinne als die allgemeinsten, dass, solange dieselben fest- 
gehalten werden, die Function durch ihre Randwerthe eindeutig be- 
stimmt ist, wihrend diese Bestimmbarkeit nicht mehr bestehen bleibt, 
sobald eine der beiden Vorauseetzungen fallen gelassen wird. Auf eine 
Untersuchung dieser principiellen Frage bin ich indessen nicht ein- 
gegangen; dieselhe ist meines Wissens bisher nur in einer Note von 
Herrn Christoffel (Géttinger Nachrichten 1871, pag. 435ff.), ange- 
regt worden. 
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I, 


Beweis der Entwickelbarkeit der ,,Functionen einer complexen 
Verainderlichen“ nach Potenzreihen. 


1. Bei der Begriindung der Functionentheorie nach Cauchy und 
Riemann handelt es sich um den Beweis des kundamentalsatzes: Es 
sei ein die Ebene z = x + iy oder einen Theil derselben einfach tiber- 
deckendes, und einfach oder mehrfach zusammenhiingendes Gebiet ge- 


geben; fiir alle Punkte im Innern des Gebietes sei eine Function © 


w=—=u-+ iv definirt, welche dort iiberall einen bestimmten endlichen, 
mit der Lage des Punktes xy stetig sich andernden Werth hat, und 
ferner partielle Ableitungen nach x und y besitzt, die ebenfalls fiir 
alle Punkte im Innern stetig sind und dabei den Gleichungen 

Ou Ov ou av Ow - Ow 
(1) Ge? &@*~" & oder —?*s* 
geniigen: so soll gezeigt werden, dass die Function w eine Function 
der complexen Verinderlichen ¢ = 2 + iy in dem Sinne ist, dass sich 
dieselbe iiberall im Gebiete durch Potenzreihen darstellen lisst; d. h. 
bezeichnet a einen beliebigen Punkt im Innern des Gebietes, so ist 


w= a,+ a,(¢—a) + a,(¢—a)?+---+a,(¢—a)"--- 
und diese Reihe convergirt zum mindesten fiir alle Punkte z innerhalb 
eines Kreises um den Punkt a, der ganz im Innern des anfiinglich 
definirten Gebietes liegt, also die Randcurve allenfalls beriihrt, aber 
nicht durchschneidet. Auf Grund dieser Eigenschaft soll w eine 
analytische Function der Variabelen z ohne singuliire Punkte im lnnern 
des Gebietes genannt werden. Aus derselben folgt, dass auch alle Ab- 
leitungen der Function w innerhalb des gegebenen Gebietes analytische 
Functionen von z ohne singuliire Punkte sind. 

Ich betone dabei absichtlich zuniichst nur den einfachsten Fall, 
indem ich innerhalb des gegebenen Gebietes keinerlei Ausnahmepunkte 
annehme, also keine Punkte, in denen w oder seine ersten partiellen 
Ableitungen unendlich oder unstetig werden, oder in denen es dahin 
gestellt bleibt, ob w daselbst partielle Ableitungen nach x oder nach y 
besitzt, und ob die Differentialgleichung (1) daselbst noch gilt. 

2. Man kann das Problem auch nur vermittelst der reellen Func- 
tionen « und v aussprechen: Wenn zwei Functionen « und v der 
reellen Veriinderlichen x und y die Eigenschaft haben, dass sie nebst 
ihren ersten partiellen Ableitungen innerhalb eines gegebenen Ge- 
bietes eindeutig und stetig sind, und dass zweitens zwischen diesen 
Ableitungen die Gleichungen (1) bestehen, so existiren auch alle héheren 
Ableitungen der beiden Functionen uw und v, und diese selbst lassen 
sich als die reellen und imaginiren Bestandtheile einer nach Potenzen 
von z — a@ fortschreitenden Keihe entwickeln. 

















Fundamentalsitze der Functionentheorie. 


307 


3. Endlich kann man noch einen Schritt weiter gehen, und das 
Problem nur an einer der Functionen u oder v formuliren. Setzt man 
namlich von der Function wu voraus, dass sie auch eine zweite partielle 
Ableitung nach 2 besitzt, und dass dieselbe eine stetige Function der 
beiden Variabelen ist, so erhilt man durch Differentiation der ersten 
Differentialyleichung zwischen w und v: 


eu #v 

éa® ~~ Oxoy 
und daraus folgt, dass man die zweite Differentialgleichung sub (1) 
nach y differentiiren kann, und dass demnach 


A . ee. 
oyoun oy? 
ist. Man erhilt folglich die Gleichung: 
, eu av 
(2) = + o_o 0. 
Umgekehrt: wenn eine Function u die Eigenschaft hat, dass ihre 


° : : ‘ au au 
zweiten partiellen Ableitungen —|, = 
ox? @ y? 


sind, und dieser Gleichung geniigen, so lisst sich immer eine stetige 
Function v ausfindig machen, fiir welche 

dvs «Ou Gv ou 

dy = «Oa’’ Ox oy 
wird. Denn die Bedingung des exacten Differentiales ist erfiillt. Sonach 
wird mit dem Probleme 2 zugleich das dritte bewiesen sein: Wenn 
eine Function w der beiden reellen Verinderlichen x und y innerhalb 
eines Gebietes eindeutig und nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
oT oa? a ie durchweg stetig ist, wihrend 


die zweiten Ableitungen die Gleichung (2) befriedigen, so sind auch 
alle Ableitungen von u durchweg stetige Functionen der beiden Variabelen 
in diesem Gebiete. 

4. Riemann geht in seiner Begriindung der Functionentheorie 
von dieser partiellen Differentialgleichung 2ter Ordnung aus, und be- 
weist fiir diese die Behauptung mit Hiilfe des Green’schen Satzes 
fiir Doppelintegrale. Dieser Satz fiihrt zugleich auf den Cauchy’schen 
Integralsatz fiir complexe Functionen, aus welehem die Reihen- 
entwickelung hervorgeht. Mir kommt es im folgenden wesentlich 
darauf an, zu zeigen, wie sich ein directerer Beweis ohne das Doppel- 
integral, welches ich, abgesehen von seinen complicirten EKigenschaften, 
fiir das vorliegende Problem nicht als nothwendig gefordertes Hilfs- 
mittel betrachten kann, fiihren lisst, indem man die urspriinglichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung zum Ausgang wihlt. 

Da es sich um den Nachweis einer Potenzentwickelung um einen 
beliebigen Punkt a—a-+ iB handelt, so fiihre man Polarcoordinaten ein: 


21° 


innerhalb eines Gebietes stetig 


und zweiter Ordnung: 
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z=a-+rcost?, y=—6+ rsin @, 
so wird 
=f(«+rcosd, B+ rsin &) = u(r, #) + iv(r, &). 

Der Radius ry darf nur so gross gewiihlt werden, dass der zugehiérige 
Kreis ganz im gegebenen Gebiete eingeschlossen liegt; dieser Maximal- 
werth von 7, welcher zu einem bestimmten « und # gehért, heisse 2. 
Die Functionen u und v sind stetige Functionen der Variabelen r und 
#, und ausserdem periodische Functionen von # mit der Periode 22. 
Bekanntlich ist nun 


oe = a cos # + oS sin o, 
ee = — se rsin # + x r cos #, 
also wird 
Ow t Ow dw - Ow ve 
a t+7™ (2. +i 5) (cos # — i sin @). 
Mithin lautet die Differentialgleichung in Polarcoordinaten:: 
‘ Ow $ Ow 
(3) rT: 
Dieselbe zerlegt sich in die beiden: 
Ou 1 dv dv 1 du 
(4) or — oe 9 or + Ge 
Da die partiellen Ableitungen ae , oe auch an der Stelle r = 0 
endlich bleiben, so ist bei allen Werthen von @ 
p : ou ° oy 
(5) Lim [ze | =Q0 und Lim |e | == Q. 


Weil nun auf jedem Kreise mit dem Radius r << R wu und v stetige 
Functionen von # sind, welche iiberdies die stetigen Ableitungen 
oe und 22 
ae “M° Ge 
durch Fourier’sche Reihen darstellbar; d. h. es ist 


,. 
besitzen, so sind die Werthe von w und v ausnahmslos 


k= @ 
u(r, ®) = By + >) (Ag sin k® + By cos k8), 
&=1 


(6) k=@ 
v(r, #) = B, + > a sin k® + B, cos k@) 
k=1 
wobei: 
+ + 
B, = tofu, 8)ddt, A, = £ fuer, #) sin kd dé, 
—n sl —2n 


B, = L fuer, ®) cos kd dd 


—2 
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und analoge Gleichungen fiir v gelten. Demnach ist 
k=@ 


(7) w= (B,+iB,) + >> (Ag+is) sin k® + (B,+iB,) cos hk. 
=i 


Die Coefficienten .A; B, A; By sind reelle Functionen des Radius *. 
Wie beschaffen miissen dieselben sein, damit die partiellen Differential- 
gleichungen (4) erfullt sind? Man kann die Frage nicht so lésen, 
dass man die Reihen (5) gliedweise nach r sowohl, wie nach @ differen- 
Ow 
: oe 
u. s. w. durch trigonometrische Reihen vorausgesetzt werden, die aus 
der Stetigkeit dieser Functionen allein nicht hervorgeht. Man gelangt 
vielmehr zu den gesuchten Relationen auf entgegengesetztem Wege, 
indem man die Differentialgleichungen integrirt. 

Multiplicirt man die erste der Gleichungen (4) mit sin k#, so wird 

oe sin kd? — < ae sink? = 0, 

und da diese Gleichung bei allen Werthen von @ gilt, so wird auch 


tiirt; denn damit wiirde die Darstellbarkeit der Functionen a 


+* +2 
(8) r {% sin kode. fz sin ko dd = 0. 
—a —n 


Das zweite Integral liisst sich durch partielle Integration umformen: 
es ist 


3 
Sein kt dt = [» sin k o|— kf cos kd dt, 
—1 —a 


und da der erste Term der rechten Seite verschwindet, so lautet nun- 
mehr die oe (8): 


+n 
fi or -sin kk? d&® +k fv cosktdte =0. 
—a 
Da ferner Ld eine stetige Function der beiden Variabelen ist, so ist 
+2 
ou é 
F —sin kd? dd = ar} ¥ sin kt dt 
—n 
und sonach ergiebt sich an Stelle von (8) die Bedingungsgleichung: 
r= 
(9) S++ kB =0. 


Wird dieselbe iimatinatenn (4) mit cos k# multiplicirt, so 
folgt nach demselben Verfahren 


oB, 
rt — ky = 0 


(10) 





310 Axet Harnack. 


und wird die zweite der Gleichungen (4) in derselben Weise behandelt, 
so erhiilt man 
aA, 





(11) r* —kB,=0, 
aB, 
(12) rt +h A=0. 


Das simultane System dieser vier Gleichungen definirt die Coefficienten 
fiir die Reihenentwickelungen (6) der Functionen uw und v; dasselbe 
gilt fiir alle Werthe von i =1 an. Fir k =O hat man die Glei- 


chungen: 
@ 


> had - a ; 

2.60 + J O° da—=0 oder 2% 0, 

or r J oF or 
—2 =—# 

+2 +2 

av 1 ou cB, 
fz dt + if a8 d# = oder ho 0, 
—@ —2a 


da w und v auf jedem Kreise stetige und periodische Functionen von 
# sein miissen. Also B, und B, sind Constanten. Das obige System 
aber lisst sich in einfachster Weise vollstindig integriren. Differentiirt 
man die Gleichung (9) nach r, was gestattet ist, da B, eine Ableitung 
nach r besitzt, so folgt vermittelst der Gleichung (11): 


, 4,1 04 BB 
(13) ér r or A, = 0. 
Demnach: 
A,= O,r*+C,r-* und ferner: 
me ceil 
(14) Bs ; ve “fb ra . 
* B, = Cir + Cyr-*, 
Ax = C,'r* — Cr-*. 
Die Grossen C,C,C,'C, sind vier willkiirliche reelle Integrations- 


constanten. Da aber 37 auch fiir r = 0 endlich bleibt, so ist auch 


+n 

, a 0A : rae " 
| ae sin k08 dd — = fiir » — 0 endlich. Mithin miissen die Coef- 
5 nm 


ticienten der negativen Potenzen von r siimmtlich 0 sein, d. h. es ist 
(15) A; =—_ C,r*, By —_ C, g, B, = C/r*, A: = C,'r*. 
Weil solche Gleichungen fiir siimmtliche Werthe von k gelten, wihrend 


die beiden Integrationsconstanten je nach den Werthen von k ver- 


schieden sein kénnen, so sollen diese Constanten ebenfalls durch den 
Index k unterschieden werden. 
Man setze also: 


B=, By = Cy; —-A=B=Cir, A= B= Cr, 








sO 


oc 


(1 


nm 


— DM 


an wen eo eeelUmmlCU ee Ce 
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so erhilt die Reihe (7) die Form 
k=@ 


w= (Cy +iCy) + >(— Ok + iC) rtsinkO+ (Cy + iC;) r*cosk® 
> | 


oder: 


k=@ 
(16) w = (0, +iG) + 2 tiGr) ph gikd 
— . 
t=S 
= (CQ, + 10’) + A (GAa+icx) (e—a), 


sie ist also eine Potenzreihe der complexen Variabelen z — a. 

5. Das Auftreten der negativen Potenzen von r in dem vollstiin- 
digen Integrale des simultanen Systemes weist darauf hin, dass die 
soeben entwickelte Methode sofort eine Erweiterung des Problemes ge- 
stattet: Es sei die Function w so beschaffen, dass sie fiir eine end- 
liche Anzahl von Stellen im Innern des Gebietes unendlich wird. In 
diesem Falle kann man soich einen Punkt ¢ mit einem Kreise von 
beliebig kleinem Radius @ umschliessen, dessen Mittelpunkt ¢ ist, und 
ausserdem einen zweiten Kreis vom Radius R mit demselben Mittel- 
punkt construiren, dessen Radius so gross gewihlt wird, dass in dem 
ringformigen Gebiete zwischen @ und # kein Unendlichkeitspunkt der 
Function angetroffen wird. Fiir alle Werthe von 7, die zwischen @ 
und R sich befinden, ist alsdann die Function w durch eine conver- 
gente Potenzreihe von der Form 

kon 


(17) w= (Cyt iC, + >" Ce-L iy) 1 el*9 + (Dep i Dy)rte-*9 
fos 


ausdriickbar, wobei D, und D,’ ein neues Paar von Integrationscon- 
stanten bezeichnen, welches oben zuerst C,’ und C, genannt wurde. 
iviese Entwickelung bleibt bei beliebig kleinen Werthen von r giiltig. 
Wird nun die Function im Punkte ¢ derart unendlich, dass w(¢—c) 
fiir ¢ = gleich 0 wird, so miissen auch jetzt noch alle Coefficienten 
der negativen Potenzen von ry verschwinden, und es besteht also der 
Satz: Weun fiir eine Function w, welche im iibrigen den anfiinglichen 
Bedingungen (§ 1) geniigt, nur die Méglichkeit offen gelassen wird, 
dass sie in einzelnen Punkten im Innern des Gebietes unendlich wird, 
so jedoch, dass fiir jeden beliebigen Punkt der Fliiche, wo z= 2’ 
ist, w(e — 2’) fiir ¢=—2' gleich 0 wird, so ist sie nothwendig nebst 
allen ihren Differentialquotienten in allen Punkten im Innern der Fliiche 
ohne Ausnahme endlich und stetig. 

Sind in dem Gebiete beliebig viele Unendlichkeitsstellen enthalten, 
so gilt die vorstehende Reihe fiir jedes durch zwei concentrische Kreise 
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begrenzte Gebiet, in welchem keine singuliren Punkte gelegen sind; 
nur kann in diesem Falle der innere Kreis im allgemeinen nicht mehr 
beliebig klein gemacht werden. 


I. 


Erweiterung der Voraussetzungen fiir die nach Potenzreihen 
entwickelbaren Functionen. 


6. Es soll nun untersucht werden, in welcher Weise sich die 
Voraussetzungen des Theoremes (§ 1) noch erweitern lassen, ohne dass 
die Giiltigkeit desselben aufhért. Es sei nach wie vor w innerhalb des 
Gebietes eine durchweg stetige Function (ohne Unendlichkeitspunkte); 
aber es gebe Stellen, von denen nicht bekannt ist, ob an denselben 
die Differentialgleichung 

oe 

Ox 
vermittelst endlicher bestimmter Werthe der Ableitungen erfiillt ist, 
Stellen also, an denen entweder diese Ableitungen einzeln oder beide 
unbestimmt, auch unendlich werden, oder an denen dieselben nicht 
mehr der Ditferentialgleichung geniigen kénnten. Auch werde die 
Moglichkeit offen gelassen, dass Stellen vorhanden sind, an denen 
diese Ableitungen, mégen sie dort der Differentialgleichung geniigen 
oder nicht, nicht mehr stetige Functionen der beiden Variabelen x 
und y sind, Wahlt man wiederum einen beliebigen Punkt im Innern 
des Bereiches zum Mittelpunkt der Reihenentwickelungen, wie sie 
durch Gleichung (7) definirt sind, so werden alle friiheren Schliisse, 
aus denen hervorging, dass die Coefficienten gemiiss den Gleichungen 
(15) Potenzen von y multiplicirt mit gewissen Constanten sind, an- 
wendbar sein, wenn dreierlei erhalten bleibt. Erstlich miissen diese 
Coefficienten noch immer stetige Kunctionen von r bleiben, und dies 
ist zufolge der Definition derselben vermittelst bestimmter Integrale 
der Fall, wenn w durchweg stetig ist. Zweitens miissen auch die Ab- 
=, — , — ; = stetige Functionen von r sein, und 
drittens miissen die Differentialgleichungen (9) bis (12) wenn sie auch 
nicht von vornherein als fiir jeden Werth von r geltende bekannt sind, 
doch noch in beliebiger Nihe eines jeden Werthes Geltung haben. 
Sind namlich die Coefficienten nebst ihren ersten Ableitungen stetige 
Functionen von 7, so folgt, dass diese Differentialgleichungen aus- 


Ow 
+i Dy = (0) 


leitungen 





. , , . : 0A , 
nahmslos erfiillt sind, weil zwei stetige lunctionen —" und B,, die 


or 
der Gleichung (9) 


GA, 
r—— 
or 


‘4 kB, =0 
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in jedem kleinsten Intervalle mindestens an einer Stelle geniigen, 
durchweg diese Relation befriedigen. Die Stetigkeit der ersten Ab- 
leitungen bleibt gesichert, sobald das simultane System erster Ordnung 
(9) bis (12) und die aus demselben abgeleiteten Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung (13) bei allen Werthen von r mit Ausnahme einer 
discreten Menge Geltung haben.*) Denn alsdann ist 

#4, 1 04 


k ke 
ot or Ae ee Be ee Ae 





A 
eine integrirbare Function und folglich ist a vollstindig definirt, 


weil eine willkiirliche Abi’nderung einer zu integrirenden Function in 

discreten Punkten ohne Einfluss ist auf das Integral. Mithin wird man 

zu der Forderung gefiihrt, dass das simultane System (9) bis (12) bis 

auf Werthe einer discreten Menge von r gegeben sein muss und es 

handelt sich darum diese Forderung vermittelst der urspriinglichen 

Differentialgleichungen (4) auszudriicken. 
- % 


7. Aus der Gleichung oF sinko — 1 22 


, 08 sin k® =O und den 
analogen, kann aber bei festem Werthe von r stets die Gleichung 


+a 
J (= ‘in ko — + 2° sin ko) de =0 


—7 


gefolgert werden, wenn die Stellen, an welchen die obige Gleichung 
nicht gilt, eine discrete Menge von Punkten auf der Kreisperipherie 
bilden. Nimmt man also vorerst an, dass die Ausnahmepunkte mit 
keinem Kreise des concentrischen Systemes streckenweise zusammen- 
fallen, so kiénnen sie zwar continuirliche das Kreissystem durch- 
schneidende Curven bilden, und zwar auch unendlich viele; doch muss 
dieses System von Curven die Eigenschaft haben, dass es sich in eine 
endliche Anzahl von Flicheustreifen einschliessen lisst, deren Flichen- 
inhalt, bei beliebiger Vermehrung und Zusammenziehung der einzelnen 
Streifen beliebig klein wird; dann bilden die Schnittpunkte des Curven- 


*) Hinsichtlich der Definition einer discreten Menge von Punkten, die von einem 
Systeme isolirter Punkte zu unterscheiden ist, und der aus derselben folgenden Inte- 
gralsiitze verweise ich auf das erste Capitel meiner Arbeit iiber die Fourier’ sche 
Reihe, Math. Annal. Bd. XIX, die in einer neuen, zum Theil verbesserten Dar- 
stellung im Bulletin des Scienc, Math. ann. 1882 erschienen ist. Zu bemerken ist 
nnr noch, dass ich der Kiirze wegen im Texte eine Function zweier Variabelen 
»unstetig in discreten Punkten“ einer Curve nenne, wenn die Gesammtheit aller 
der Stellen auf der Curve, an denen die Stetigkeitsbedingung einer Function 
zweier Variabelen nicht erfiillt ist, an denen vielmehr die Schwankungen der 
Function grésser sind als eine endliche Zahl o, sei es, dass dieselbe unbestimmt 
wird, oder sprungweise Veriinderungen erleidet, stets nur eine discrete Menge 
auf der Curve bilden. 
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systemes auf jedem Kreise eine discrete Menge. Insbesondere kénnen 
diese Ausnahmecurven aber auch streckenweise, oder giinzlich mit 
Kreisen des concentrischen Systemes zusammenfallen. Auf solchen 
Kreisen gilt dann die Integralgleichung nicht ohne weiteres, und die 
Gesammtheit dieser Kreise muss demnach zu Werthen von r gehéren, 
welche eine discrete Menge bilden. 

Ein System von Curven, welches die Eigenschaft hat, dass es sich 


in ein System von Flichenstreifen einschliessen liisst, deren Inhalt in - 


Summa beliebig klein gemacht werden kann, oder analytisch gesprochen, 
welches von einem Parameter abhingig ist, dessen Werthe eine discrete 
Menge bilden, will ich kurz ein discretes Curvensystem nennen. (Die 
hierin enthaltene Forderung beziiglich der Ausnahmepunkte ist von 
Riemann durch die nicht ganz correcte Formulirung ausgedriickt, es 
diirfen die Ausnahmepunkte keinen Flichentheil stetig erfiillen). 
Aus der obigen Integralgleichung kann nun weiter gefolgert werden: 
+* +a +2 
ow. av. 
rf Se sin kt dt —| pp sin ktdt = —kfvcosktdé 
ee —_ - a 
‘ — ov —" “ 
sobald v, wie vorausgesetzt, stetig ist und oF auf dem Kreise mit dem 
Radius ry integrirbar ist. Die Integrirbarkeit bleibt bestehen, wenn 
diese Function nur in disereten Punkten eines Kreises unstetig (auch 
unendlich) wird. Es bilden dann auch die Punkte, an denen ay aut 
einem beliebigen Kreise unstetig (auch unendlich) wird, zufolge der 


2 


ae . 3 Oe , ‘ 
Relation a i= — e? nur eine discrete Menge. 





o* 
Endlich bleibt auch die Gleichung 
is ‘* 
J cv sin ke da = 2 Ju sin kd dd 
or or 
—a” —2 


bei einem bestimmten Werthe von r erhalten, sobald die Stellen, an 
denen ““ nicht mehr eine stetige Function beider Variabelen ist, in 
~ g 


Intervalle auf der Kreisperipherie eingeschlossen werden kénnen, deren 
Summe beliebig klein wird, also wiederum sobald die Unstetigkeits- 
punkte der Ableitungen ein discretes System von Curven bestimmen. 
Sonach liisst sich dem Hauptsatze die Fassung geben: 

Wenn cine Function w innerhalb eines die Ebene einfach iiber- 
deckenden Gebietes ausnahmslos stetig ist, und der Differentialgleichung 


ae 4 i = 0 ,,im allgemeinen“ geniigt, d. h. so, dass die Punkte, 


an denen diese Differentialgleichung nicht erfiillt ist, sowie die Punkte, 
dw ow 
a2’ dy 


an denen die partiellen Ableitungen - unbestimmt zwischen end- 
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lichen oder unendlichen Grenzen oder unstetig werden, nur ein discretes 
System von Curven erfiillen, so ist die Function nebst allen ihren Dif- 
ferentialquotienten fiir alle Punkte im Innern dieser Fliche endlich und 
stetig, und es sind tiberhaupt keine Ausnahmepunkte vorhanden. 

8. Wird schliesslich noch die Méglichkeit offen gelassen, dass 
auch die Function w an irgend welchen Stellen im Innern des Gebietes 
zwar endlich bleibt, aber unstetig wird, so gelten alle friiheren Sitze, 
wenn diese Unstetigkeitsstellen so vertheilt sind, dass erstlich die Inte- 
grale B,, B,, Ax, By, Ay, By stetige Functionen von r bleiben, und dass 
zweitens, weil der Satz der theilweisen Integration auf jedem Kreise 
zur Ableitung der Differentialgleichungen angewandt wurde, w und v 
nur bei Werthen von 7, die eine discrete Menge bilden, unstetige 
Functionen von @ sind. Beiden Forderungen wird geniigt, falls alle 
Stellen, an denen die Stetigheitsbedingung von w nicht gegeben ist, 
auf einer beliebigen Curve nur eine discrete Menge bilden, und die 
Curven selbst, auf denen sie gelegen sind, nur ein discretes System 
zusammensetzen. Unter diesen Bedingungen kann w itiberhaupt an 
keiner Stelle im Innern des Gebietes unstetig sein, wenn eine durch 
Abiinderung des Werthes in einzelnen Punkten hebbare Unstetigkeit 
ausgeschlossen ist. Die von Riemann gegebene Formulirung, es diirfen 
die Unstetigkeitspunkte der Function keine Linie. stetig erfiillen, ist 
zu weit; thatsiichlich enthilt sein Beweis auch nur den speciellen Fall, 
dass die Unstetigkeitspunkte isolirt sind. 


Ill. 
Integraleigenschaften der Coefficienten der Potenzreihen. 


9. Ist die Function innerhalb eines Kreises mit dem Radius R 
durch die Reihe 


k=a@ 


u+ iv = f(re'*) ao th, + iC, +> C: + id) réeit? 
&=1 


dargestellt, so haben die Coefficienten folgende Bedeutung. Es ist 


+2 + 
oe" dt =C,, v= J vd =C,, 
—nz —n 
+2 +2 
1!) (ucoska de = 1" [vsinkode= Ck; 
wT y* 44 * 
=a i 
+" + 
mr ra] usin ka de = + ef veoskd dt = C; 
4 7 wy 
—7 —n 


und diese Gréssen sind also unabhiingig von r. Diese Gleichungen 
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bleiben auch dann noch bestehen, wenn w und wv die Eigenschaft 

haben, dass sie fiir r = R stetig in die Werthe U und V iibergehen, 

so zwar, dass bei allen Werthen von # ein und derselbe Werth von 

h ausreichend ist, um die Bedingung 

abs [u(R — Oh, #) — U(#)| <4 

und 
abs [v (R — Oh, #) — Via] <9 


zu befriedigen, selbst wenn fiir diesen extremen Werth von r die 


unendliche Reihe nicht mehr convergirt. Sonach besteht der Satz: 
Weiss man von einer Function f(z) = u + iv, dass sie innerhalb eines 
von einem Kreise mit dem Radius r= R begrenzten Gebietes einschliesslich 
dieser Begrenzung eine stetige Function der Variabelen r und @ ist, 
auf dieser Begrenzung die Werthe U + iV erhédlt, und innerhalb des 
Gebietes den Bedingungen einer analytischen Function ohne Unendlich- 
keitspunkte geniigt, so ist sie fiir alle Punkte im Innern des Kreises 
durch eine Potenzreihe darstellbar, deren Coefficienten aus den Gleichungen 
zu entnehmen sind: 

+2 
aid J U cos kd? = - 

—n 


fn 
_ + A, V sin k9 dt = G,, 
—a 


= R* R 


tx 4% 
ae ae. [Usa kt dt = + [V cos ko de = CQ. 
—ZA —z 
Zwischen den Randwerthen U und V, und allgemein zwischen den 
Functionen w und wv bestehen demnach, wie die vorstehenden Glei- 
chungen lehren, Integralrelationen. 

Fiir die Functionen « und o sind dieselben bereits in den Differen- 
tialgleichungen (4) enthalten, an der Grenze dagegen sind sie aus 
den Differentialgleichungen nicht ableitbar, da hier die Differentiirbar- 
keit der Functionen nicht mehr vorausgesetzt ist, und auch in der 
That nicht mehr zu bestehen braucht. Weiter folgt: Weiss man von 
einer Function, dass sie innerhalb eines Kreises mit dem Radius R 
analytisch ist, und kennt man die Werthe U, welche der reelle Be- 
standtheil fir r — R erhilt durch gleichmissig stetigen Uebergang 
d. h. in einem fiir alle Werthe von # gleichem Maasse der Anniherung, 
so ist die Function bis auf die imaginire Constante iC, vollkommen 
bestimmt; denn man kann alle anderen Coefficienten vermittelst der 
Function U allein berechnen. 

Dagegen ist eine Function aus ihren Randwerthen allein nicht 
mehr bestimmbar, wenn die Integrale 


+n 
af" cos k#dd us. w. 
—a 
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nicht mehr stetige Functionen von + auch fiir r= R bleiben; was 
im wesentlichen mit der Bedingung tibereinstimmt, dass die Function 
u eine stetige Function der beiden Variabelen r und @ einschliesslich 
des Randes sein muss. Die Verallgemeinerung dieser Bedingung siehe § V. 

10. In dem allgemeineren Falle, dass der Mittelpunkt a des Kreises 
ein singulirer Punkt ist, bekommen die Coefficienten der Reihe: 


k=@ 


Up iv—(Cy+iCy) + DS (G+iCy) ee + (De + EDs) Lenin 
, 
&=1 


folgende Bedeutung. Es wird: 


ag +" 
1 1 , 
ga fude =a, Jods =a, 
+2 
=f cos ko de — r* C, + Di, 
r 
—n 
+2 
ak sin k® d? = — OQ; + Dy, 
™ r 
—2 
ne fv cosk@dt?—= rr, ++ Dy, 
—s 
+2 : 
1 . 
ak sin kO dd = mC, ——| Di. 
—na 


Man kann die Gleichungen auch in der Form schreiben: 
ta 
C= = of cos kd — v sin k#) dé, 
22 T - 
—n 


4a . 
D, = = * fw cos k® — v sin kd)dé, 
—n 
na 


Of wa =f (v cos k® — u sin k®) dd, 


22 
—Z# 


+a 
DD = = yk fe cos k + usin kd) dé. 
Demnach wird = 


> , 
a ae pho Maa 1 _ fe as 
CQ +i = = fut ive a wfvier dz, 
—an 
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a 


D, + iDy = = m few + iv) e*9 dt = via ff) (2 — a}! da’. 


Dabei miissen die rechts stehenden complexen Integrale auf irgend 
einem der Kreise, dessen Radius der Bedingung 0 < r< R geniigt, 
gefiihrt werden. Also ist 


f(2 d= az ff. da’ + - Qin eo fy el A dz 
e k=1 


+f f(z’) (2 — a)! de’. 
Die Reihen 


k=@ k k=@ : k 
SE tek und (¢ —a) 

> ar k ae 

ei ¢—-4) ei &¢—-4) 


sind gleichmiissig convergente, solange bei der ersten 
abs (¢ — a) < abs (2’ — a) 

bei der zweiten 
abs (¢ — a) < abs (¢ — a). 


Man erhialt alsdann durch Summation 


f(2) = az [£2 dé +. t= fs RO) ad 


wobei das erste Integral auf einem den Punkt z umschliessenden Kreise 
in der Richtung von — a nach + 2, das zweite in der nimlichen 
Richtung auf einem den Punkt ¢ ausschliessenden Kreise zu fiihren 
ist. Sonach ergiebt sich der Cauchy’sche Integralsatz zunichst in 
der speciellen Fassung: Fiir eine beliebige Stelle im Innern des 
Kreises, in welchem dur Mittelpunkt z =a ein singulirer Punkt ist, 
ist der W erth der Function f(z) darstellbar durch das Integral 
: ia. fe. de 

wenn dasselbe auf zwei concentrischen Kreisen, von denen der eine 
die Stelle 2° — ¢ einschliesst, der andere dieselbe ausschliesst, so ge- 
fiihrt wird, dass die eingeschlossene Ringfliche zur linken bleibt. Ist 
der Mittelpunkt regulir, so wird das Integral auf dem inneren 
Kreise Null. 

Die Function, welche im Punkte 2° =a einen singuliren Punkt 
hat, ist durch die Werthe, welche der reelle Bestandtheil « am Rande 
fiir r= R besitzt, nicht mehr bis auf eine additive rein imaginire 
Constante bestimmt. Es werden vielmehr aus den Werthen von U die 
Coefficienten C, und C;’ nur dann berechenbar sein, wenn simmtliche 
Coefficienten D, und D, von vornherein bekannt sind. 
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IV. 
Der Cauchy’sche Integralsatz. 


11, Aus den bisherigen Resultaten lisst sich der Cauchy’ sche 
Integralsatz allgemein ableiten, der gewohnlich mit Hiilfe des Doppel- 
integrales oder durch Continuititsbetrachtungen vermittelst der Methode 
des unendlich kleinen*) bewiesen, umgekehrt dazu dient, die Potenz- 
entwickelung der Functionen einer complexen Variabelen nachzuweisen. 

Der Satz, aus welchem alle weiteren Folgerungen hervorgehen, 
kann in folgender Weise deducirt werden: Innerhalb eines einfach 
oder mehrfach zusammenhingenden Gebietes sei eine beliebige sich 
selbst nicht schneidende Curve (Linie mit integrabelem Differentialquo- 
tienten) gegeben, welche fiir sich allein einen einfach zusammenhingen- 
den Bereich begrenzt, in welchem einschliesslich der Begrenzungs- 
curve die Function f(z) eine analytische Function ohne singuliire Stellen 
ist: so soll gezeigt werden, dass das complexe Integral /f(2) dz gefiihrt 
lings dieser Begrenzungscurve den Werth 0 hat. Oder kiirzer noch: 
Begrenzen zwei vom Punkte z, nach ¢ fiihrende Curven I und II einen 
einfach zusammenhiingenden Bereich, in dessem Innern einschliesslich 
der Begrenzung f(z) eine analytische Function ohne singulire Punkte 
ist, so ist der Werth des Integrals von zg, nach ¢ gefiihrt auf der 
einen oder anderen Curve der niimliche. 

Der analytische Charakter der Function erfordert, dass zu jedem 
Punkte im Innern oder auf der Be- 
grenzung ein Kreis mit endlichem 
Radius angebbar ist, in welchem 
die Function durch eine Potenzreihe / 
dargestellt werden kann. Der Mini- / 
malwerth aller dieser Radien sinkt §= / ——_ 
nicht unter eine bestimmte Grosse Me » 

=z 
Dp 


y 
Z 


herab. Demnach construire man ein 


System von Kreisen, welches auf der 
Curve I die Schnittpunkte 2’, 2”, - - - 
bildet, und in denen einschliesslich 
der Kreisperipherien die Function , 
durch Potenzreihen entwickelbar ist. 


Wihlt man nun eine Curve 2,welche \ ¥ 
ganz innerhalb dieser Kreise verliuft, A : 
so kann man zuniichst beweisen, dass das Integral vom Punkte z, bis z auf 
der Curve I mit dem Integrale zwischen denselben Grenzen auf der Curve 2 


*) Briot et Bouquet, Théorie des fonctions ellipt. 2. ed. pag. 128ff. Auch 
der Beweis von Mittag-Leffler (Géttinger Nachrichten 1875) vollzieht, wenn auch 
in schiirferer analytischer Fassung, einen analogen Grenzprocess. 
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identisch ist. Von dieser Curve kann man durch iihnliche Kreiscon- 
structionen weiter gehen, bis man vermittelst einer endlichen Anzahl 
von Hiilfseurven zu der Curve II gelangt. Dieser Process versagt nur 
dann, wenn in unendlicher Nahe einer zwischen z, und z im Innern 
des gegebenen Bereiches verlaufenden Curve ein singulirer Punkt ge- 
legen ist, was aber durch die Bedingung des Satzes ausgeschlossen ist. 


Der Nachweis der Gleichheit der Integrale auf den Curven I und. 


2 erfordert aber nur den Beweis des Satzes: Das Integral einer Potenz- 
reihe gefiihrt lings einer geschlossenen Curve innerhalb ihres Conver- 
genzgebietes hat den Werth 0. Denn alsdann ist 


. * 
J-J+/ 
. Ss f ££ 
Jaf! 


7 t’’ e 7" 
‘ . . ,? 


woraus durch Summation die Behauptung hervorgeht. Und um diesen 
Satz zu beweisen, hat man auf Grund des Theoremes, dass das Integral 
einer Potenzreihe, zwischen Grenzen, die innerhalb des Convergenz- 
gebietes liegen, durch gliedweise Integration gewonnen wird, nur zu 
zeigen, dass das Integral einer Potenz (2 — a)" auf einem beliebigen 
geschlossenen Wege gleich Null wird, was evident ist. 


V. 
Die Bestimmung der Function aus den Randwerthen lings einer Kreisfliche. 


12. Die allgemeinste Aufgabe, welche man beim sogenannten 
Dirichlet’sche Princip angewandt auf die Kreisfliche und eine im 
Innern derselben analytische Function ohne singuliire Punkte zu stellen 
hat, lautet: Gegeben ist fiir alle Punkte eines Kreises mit dem Radius ft 
eine reelle Function U, welche lediglich der Bedingung der Integrirbarkeit 
geniigt. Alle Unstetigkeitsstellen der Function U, in deren Umgebung 
die Schwankungen derselben griésser sind als eine beliebig kleine Zahl 
é, bilden demnach ‘eine discrete Menge und lassen sich also in Inter- 
valle auf der Peripherie einschliessen, deren Summe beliebig klein ge- 
macht werden kann. Es soll eine Function wu + iv construirt werden, 
welche im Innern des Kreises analytisch ohne singulire Punkte ist, 
und deren reeller Bestandthei] bei beliebig gearteter Anniherung an 
irgend welche Stelle des Randes, ,im allgemeinen“ gleichmiissig, nach 
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einem Grenzwerth convergirt, der von dem daselbst geltenden Werthe U 
(resp. von den Unbestimmtheitsgrenzen von U) um eine Grésse unter- 
schieden ist, die von ¢ beliebig wenig abweicht. Genauer formulirt 
sagt diese Forderung der gleichmissigen Convergenz ,,im allgemeinen‘‘ 
aus: Es ist bei allen Werthen von 


4 
Lim udg = f Udg 

und die Anniherung des Integrales links an den Integralwerth auf der 
rechten Seite erfolgt unabhiingig von dem Werthe  lediglich durch 
Wahl einer unteren Grenze von r. 

Nun ist zu zeigen, dass solch eine Function existirt, und dass sie 
bis auf eine additive rein imaginiire Constante durch die Werthe U 
vollkommen bestimmt ist. 

Die Function « + iv muss als analytische Function fiir alle Werthe 
von r < R durch eine Reihe 


k=@ 
(C, + iC) + PXe + Oy) rok 


definirbar sein, in welcher die Coefficienten bestimmte Integrale sind. 
Infolge der gleichmiissigen Convergenz im allgemeinen wird auch 


+n +n 
Lim ucoskpdg = ze] Uc kody = 20,, 
—n —2 
+2 +2 
— Lim + usinkg dg =— - Ucosskodp=—xC,. 
—2n —n 


Mithin folgt, dass wenn es iiberhaupt eine Function wu + iv giebt, 
dies nur die Function sein kann, welche fiir alle Punkte im Innern 
des Kreises durch die Reihe 

+2 +2 


k=@ k 
i, [vas +10) + 7 Oy (R) we [ve ag 
—n —na 


definirt ist. Es muss gezeigt werden, dass diese Function die ge- 
forderten Eigenschaften hat. Fir jeden Werth r < R convergirt die 
Reihe und definirt eine analytische Function, selbst wenn, wie das 
bei unendlich werdendem U wohl méglich ist, 


+2 
Lim f Ue? dg 
Se 
fiir k = oo selbst unendlich wird. Denn nach einem Satze aus der 


Theorie der Fourier’schen Reihen wird 


Mathematische Annalen. XXI. 22 
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sta 
Lim cf Ue-*#@dg =0 
k=@ 
—- 


sobald U nur eine integrirbare Function ist. -Es bleibt nur zu unter- 
suchen, wie sich der reelle Bestandtheil der Function bei Anniherung 
an den Rand verhilt. Da die obige Reihe nicht fiir r = R zu con- 


vergiren braucht, so muss die Reihe fiir w erst summirt, und dann - 


der Grenzwerth fiir r= R bestimmt werden, Diese Summation wird 
vermittelst des Poisson’schen bestimmten Integrals geleistet*): Es ist 
+* Y k=@ ™ 
1 1 \e ' 
u=— fo ap| ; + SG) cos k(g — ») | 


gleich dem reellen Theile von 


4a +2 
ua k=@ ” ' 1 + a4 eb (—F) 
L ,) rz p—F eae R 


i(p— F) 
a all 
—n —2 
da hier die Vertauschung der Summation und Integration gestattet ist. 
Sonach ist 


+n 
, rae a Pr 
u(y, 8) — af U9) RR? — 2Rr cos (p—#) + r* dy 
=—@ 


ee Rr 
1 on : 
22 U(w+4) R? — 2Rr cosy +r? dy 
—a-—? 


eine Gleichung, die aber nur solange gilt, als r << R ist. Da nun die 
Function U periodisch ist, da ferner 
1 ("Rae 
== § 
i | Bier pes, 
—n 
so wird 


+2 
t ie 
u(r,0) — U(@)— ax JLU@+0)— U(®)) 3k cn ae 2: 


Die discreten Punkte, an denen die Schwankungen der Function U 
*) Diese Methode, welche nach einer Bemerkung von Christoffel (a. a. O. 

p. 439) schon von Dirichlet angewandt wurde, ist zuerst von Herrn C, Neu- 

mann (Journ. Bd, 59), sodann von Herrn Prym (J, Bd. 73) und Herrn Schwarz 

2 2 

(J. Bd. 74) in ihren Arbeiten tiber die partielle Differentialgleichung “ 4. ie = 0 

angewandt worden und hier nur mit der durch die Erweiterung des Problemes ge 

botenen Modification wiederholt, 
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grésser sind als ¢, sowie diejenigen an denen U unendlich wird, sind 
in eine endliche Anzahl von Intervallen einschliessbar, deren Summe 
so klein gewihlt werden kann, dass der auf dieselben entfallende 
Antheil des Integrales eine beliebig kleine Grosse ¢, nicht tiberschreitet. 
Im Folgenden wird nur noch von solchen Werthen # und #-+-y gehandelt, 
die nicht in diesen Intervallen liegen. Die Function w wird der ge- 
stellten Forderung geniigen, wenn eine Grésse 9 ausfindig gemacht 
werden kann, so dass bei allen Werthen von r > R — y die Differenz 
u(r, #) — U(®) ihrem Betrage nach von « beliebig wenig abweicht, 
welchen Werth auch # haben mag. Man zerlege das Integrations- 
intervall, da die Stelle ~y =O eine kritische Stelle ist, in die Theile 
von — x bis —0, — 0 bis + 0, + 0 bis + 2. In dem ersten und 
dritten Integrale bleibt der Nenner stets grésser als 
R? —2Rr cos 0 + r? > 2Rr (1 — cos 0). 
Demnach ist der Werth des ersten und dritten Theilintegrales jeden- 
falls nicht grésser als 
(R? wails a 
Rr (1 — cos 0) 
wobei G den Maximalwerth bezeichnet, welchen die Function U inner- 
halb der Bogen, in denen kein Unendlichkeitspunkt gelegen ist, an- 
nimmt. 

Das mittlere Integral aber liefert, da 0 so klein gewahlt werden 
kann, dass abs [U(+ 00 + #) — U(®)] nicht grésser wird als 
é + &,, wobei e, eine beliebig kleine Zahl bedeutet, einen Beitrag, der 
kleiner ist als 





= &, 


+a 


+d 
if Rr if BP 
(e+ &) a5 | R—2Rreos wrt @¥ < (E44) 35 | RimaRreose pet oY 
—d 


—a 
also kleiner als ¢ + ¢,. Mithin ist 

u(r, #) — U(#) < (e, +e, + e+ 8). 
Soll dieser Werth kleiner werden als ¢-+ 6, wobei o beliebig klein 
ist, so verfahre man folgendermassen, Man wihle zuerst 6 so klein, 
dass das zuletzt behandelte Integral héchstens den Werth « + 


erhilt. Nachdem dies geschehen, bestimme man die Intervalle, welche 
die Unendlichkeitspunkte einschliessen, sowie die Punkte, an denen 
die Schwankungen der Function U grésser sind als ¢, so klein, dass 
die zu denselben gehdrigen Integrale, wie nahe auch x dem Werthe 


Tt kommt, eine Summe ¢, < . liefern. Dies ist méglich; denn in dem 
Integrale 


fiww+s) — U(®)) aihiees pe 


22* 





324 Axet Harnack. 


ist der zweite Factor immer positiv. Er wichst im Intervalle von 
— a bis — 0, und nimmt ab im Intervalle von + @ bis + 2. Dem- 
nach lassen sich alle in das Intervall von — a bis — 6, und alle in 
das Intervall von @ bis a fallenden Theilintegrale vermittelst des 
zweiten Mittelwerthsatzes darstellen, und sonach wird die Bedingung 
in Bezug auf die auszuschliessenden Stellen (unabhingig vom Werthe 


r) erfiillt werden kénnen, sobald dies fiir dieselben Intervalle in Bezug - 


auf die einfacheren Integrale 


J U(w) dy 


geschehen ist. Schliesslich wird nun auch die Differenz R — r so klein 
. ee os 
gemacht werden kénnen, dass die Grosse ¢, < = ist; denn nunmehr 


ist G@ eine bestimmte endliche Zahl; und hiermit ist die verlangte 
Grenze fiir diesen Werth von r sowie fiir alle Werthe, die noch naher 
an RF liegen, erreicht. 

In Bezug auf die Annaiherung der Function an die ausgeschlossenen 
Stellen folgt aus den bisherigen Betrachtungen der Satz: Besitzt die 
Function U an der Stelle mit den Coordinaten R, # Schwankungen, 
deren Grdésse schliesslich durch die Zahl ¢ gemessen wird, d. h. ist 
cer Unterschied der gréssten und kleinsten Werthe der Function in 
unmittelbarer Umgebung dieser Stelle schliesslich gleich ¢, so lisst 
sich hier ein in das Innere des Kreises sich erstreckender endlicher Be- 
reich angeben, auf dessen Begrenzung die betrachtete Stelle liegt, und 
welcher die Kigenschaft hat, dass siimmtliche Werthe, welche die 
Function w an allen Stellen im Bereiche annimmt, von den extremen 
Werthen der Function U an dieser Stelle um Grdéssen unterschieden 
sind, welche von « beliebig wenig abweichen. Auf eine nihere Discussion 
des Verhaltens in der Umgebung der singuliren Stellen von U will ich 
hier nicht eingehen; dieselbe ist fiir gewisse Arten der Unstetigkeiten 
in den oben genannten Arbeiten der Herren Pry m und Sch warz erledigt. 

Kine willkiirliche Abinderung der Function U in discreten Punkten 
des begrenzenden Kreises ist ohne Einfluss auf die Function wu + iv. 


Anhang. 


Far die Ausdehnung des zweiten Mittelwerthsatzes auf functionen, 
die in beliebig vielen Punkten unendlich werden, welche im vorstehen- 
den benutzt wurde, ist mir nur ein Beweis von Herrn Dini (Serie 
di Fourier, Pisa, Nistri 1880, pag. 22 ff.) bekannt geworden. Die dort ge- 
machte Einschrinkung, dass die Unendlichkeitsstellen eine ,, Punktmenge 
erster Gattung“ bilden, ist indessen, wie aus dem Beweise dort selbst 


hervorgeht, unwesentlich; und es wird, wie ich hoffe, nicht iiberfliissig 


erscheinen, wenn ich in Kiirze einen Beweis hier mittheile, den ich 
formulirte, noch bevor ich den Dini’schen kennen lernte. 
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\Es ist zu zeigen, dass der Satz: 


Jt) 9(@) dx = fat+0) f (2) dx + fo— of 9 (2) da 


wobei f(x) eine Function ist, die im Intervalle von a bis b entweder 
nicht wichst, oder nicht abnimmt, auch dann noch Giiltigkeit behilt, 
wenn die Function g(x) im Integrationsintervalle an unendlich vielen 
Stellen, die eine discrete Menge bilden, unendlich wird, so jedoch, 
dass sie selbst und auch das Product f(x) p(x) integrabel bleibt. 

Zuniichst bemerke ich, dass man die Riemann’sche Definition 
des bestimmten Integrales auf ein Intervall a bis 6, (sowie tiber jeden 
Theil desselben), in welchem die Function g(a) an unendlich vielen 
Stellen, welche eine discrete Menge bilden, unendlich wird, in folgen- 
der Weise auszudehnen hat. Man schliesse die Unendlichkeitsstellen 
in eine endliche Anzahl von Intervallen ein, deren Summe zuletzt 
beliebig klein wird, und construire eine Function g,(x), welche inner- 
halb dieser Intervalle den Werth 0 hat, ausserhalb derselben mit (x) 
identisch ist. Die Function g(x) ist im Intervalle von a bis b oder 
auch in jedem Theile desselben integrabel, wenn das Integral 


Jo: (xa)da (ax<ux<b) 


bei beliebiger Vermehrung der einschliessenden Intervalle, wobei deren 
Summe beliebig klein wird, einem bestimmten endlichen Grenzwerth 
zustrebt, der wnabhdngig ist von der Art, in welcher die Intervallsumme 
nach Null convergirt. Dieser Grenzwerth werde dann mit 


fi p(x) dx 
bezeichnet. . 


Aus dieser Definition folgt, dass, sobald g(x) eine im Intervalle 
integrabele Function ist, die Einschliessung der Unendlichkeitsstellen 
so vollzogen werden kann, dass bei allen Werthen von x zwischen a und b 


Jo@ax von J 9 (a) da 


um weniger abweicht als eine beliebig vorgeschriebene Grésse. Denn 
da es sich immer nur um eine endliche Anzahl von Strecken handelt, 
die im Integrationsgebiete gelegen, Unendlichkeitspunkte der Function 
g(x) enthalten, und da ferner die Zusammenziehung dieser Strecken 
auf eine immer gréssere Anzahl von kleineren Liingen auch schon in 
jedem Theile des Integrationsgebietes, eine Anniherung des Integrales 


326 Axe Hannack, Fundamentalsiitze der Functionentheorie. 


an seinen Grenzwerth zur Folge haben muss, so erkennt man, dass 
kurz gesagt die iiber die Unendlichkeitsstellen erstreckten Integrale 


Jow dx —fo,(2) de 


nicht dadurch zu Null werden, dass sie sich gegenseitig aufheben, 


sondern dass jedes einzelne derselben unterhalb der vorgeschriebenen ~ 


Grenze bleibt, indem die Summe aller Integrale mit positivem Werthe 
und ebenso der Betrag der Summe aller negativen Integrale einzeln 
fiir sich betrachtet die vorgeschriebene Grenze nicht iiberschreiten kann. 

Man verfahre nun folgendermassen. Nachdem die Unendlichkeits- 
punkte in eine endliche Anzahl von Intervallen eingeschlossen sind, 
derart, dass bei allen Werthen von x 


Jo (vw) dz von Je@ dx 


um weniger abweicht als eine vorgegebene Grésse 0, besteht die 
Gleichung: 


b § b 
Jt) ou(a)ax = fat Of g(x) dx + f0- 0) f es ada; 
mithin ist auch 
4 ; % 
fr @,(x)dxz von fa+0) f p(x) du + fib —0f p(x) dx 
um eine Grésse unterschieden, die héchstens gleich 


abs [0 f(a+0)] + abs [df(b—0)] ist. 
Da nun auch 


A A 
[f@o(@ dz beliebig nahe gleich J f(a) 9, (a) de 


wird, so folgt: Es liasst sich eine Grésse € zwischen a und b so bestim- 
men, dass 


fa+0 f g(a)dx + f(b —0) f p(x)de dem Werthe Jr@ p(x) dx 


beliebig nahe kommt. Weil aber die Summe links eine stetige Function 


von & ist, so folgt hieraus weiter, dass es einen Werth & geben musss, 


fiir welchen genau die geforderte Gleichung besteht. 
Dresden, im September 1882. 
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Ueber die Multiplication bedingt convergenter Reihen. 
Von 


ALFRED PrinasHEem in Miinchen. 


I, 


Die von Cauchy*) zuerst bewiesene Multiplicationsregel fiir zwei 
unendliche Reihen, welche aussagt, dass das Product der beiden Reihen 


D nr 
U= ww, V= >», 
0 0 


sich in die Form setzen lisst: 


* 
UV=W =>} Wy WO W, = D* ty Vv—2, 
0 0 
beruht ihrer Herleitung gemiiss wesentlich auf der Voraussetzung, dass 
die absoluten Betrige der beiden Gréssenfolgen u,, v» ebenfalls con- 
vergente Reihen bilden, dass also mit anderen Worten die Reihen 
U, V unbedingt convergiren. Nachdem nun seit jener Zeit auch die 
bedingt convergirenden Reihen — besonders in Folge von Dirichlet’s 
Arbeiten tiber die Fourier’sche Reihe — lingst ee zunehmende 
Bedeutung fiir die Analysis erlangt und alsbald zu der Erkenntniss 
gefiihrt haben, dass sie keineswegs ohne weiteres den fiir unbedingt 
convergirende Reihen geltenden Gesetzen unterliegen, hiitte es nahe 
gelegen, jenes Multiplicationsgesetz auch auf bedingt convergente Reihen 
auszudehnen, bezw. seine Giiltigkeitsgrenze nach dieser Seite hin fest- 
zustellen. Nichts destoweniger ist erst vor verhiiltnissmiissig kurzer 
Zeit (1875) der Beweis jener Regel von Herrn Mertens**) wenigstens 
in soweit verallgemeinert worden, als dabei nur noch die wnbedingte 
Convergenz der einen Reihe vorausgesetzt wird, wahrend die andere 
nur bedingt zu convergiren braucht. Ein anderer Beweis des Multipli- 
cationssatzes in dieser verallgemeinerten Form findet sich auch in dem 


*) Cours d’Analyse algébrique, Paris 1821, 
**) Crelle’s Journal, Bd. 79, 
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vor etwa zwei Jahren erschienenen Lehrbuche der Differential- und 
Integralrechnung von Herrn Worpitzky. Hingegen beobachten nun 
in Betreff der Anwendung jenes Satzes auf zwei bedingt convergente 
Reihen die mir bekanuten Monographien iiber Reihentheorie*) und 
selbst die grésseren und angesehensten Compendien der Analysis **) 
entweder vollstiindiges Stillschweigen oder sie fertigen diesen Fall 


ganz kurz mit mehr oder weniger unzureichenden, ja falschen Be- 


merkungen ab. So heisst es z. B. in dem vielfach verbreiteten 








Schlémilch’schen Lehrbuche der algebraischen Analysis — unter 
Hinweisung auf das Beispiel u, — v, = ie — schlechthin, dass 
Vv+1 


fiir bedingt convergente Reihen der Multiplicationssatz seine Giiltigkeit 
verliert, was offenbar geradezu falsch ist, dd der Satz in der That in 
unendlich vielen, dem angefiihrten Beispiele ganz ‘hnlichen Fillen 
(niimlich bei geeigneten alternirenden Reihen mit abnehmenden Gliedern) 
richtig bleibt, wie sich im folgenden zeigen wird; wihrend die etwas 
vorsichtigere Bemerkung, die sich in Bertrand’s grossem Traité de 
Calcul différentiel unter Anfiihrung eines ahnlichen Beispieles findet, 
dass nimlich der Satz fiir bedingt convergente Reihen versagen kann, 
abgesehen von ihrer vollig nichtssagenden Unbestimmtheit, vor allem 
darum fehlerhaft ist, weil sie stillschweigend die an der betreffenden 
Stelle mit keinem Worte bewiesene Behauptung wie etwas selbsver- 
stiindliches involvirt, dass der Satz in gewissen Fallen auch fiir be- 
dingt convergente Reihen iiberhaupt Geltung behilt. Denn allerdings 
foigt aus der Divergenz der oben mit W bezeichneten Reihe bei dem 
angefiihrten und ihnlichen Beispielen mit voller Evidenz, dass W in 
solehen Fiillen nicht das Product der beiden endlichen Summen U und 
V darstellen kann, der Satz also falsch wird; wohingegen es keines- 
wegs ohne weiteres als feststehend angesehen werden darf, dass der 
Satz im Falle der Convergenz von W auch richtig bleiben muss, 
d. h. dass die Summe der Reihe W dann auch wirklich gleich dem 
Producte U - V ist. Diese letztere Beweisliicke findet man auch in 
dem bereits oben erwiihnten Worpitzky’schen Lehrbuche, obschon 
gerade dieses gegeniiber den zahlreichen, bisher im Gebrauche befind- 
lichen Compendien eine gréssere Priicision der Definitionen und Strenge 
der Beweise mit besonderer Riicksichtnahme auf neuere Anschauungen 
und Methoden sichtlich anstrebt. Gerade hier, wo die eventuelle Giiltig- 
keit des Multiplicationssatzes fiir zwei bedingt convergente Reihen 


*) Mit Ausnahme der sogleich noch niher zu betrachtenden Abhandlung: 
von Abel iiber die Binominalreihe. Crelle’s J. Bd. I. 

**) Mit Ausnahme desjenigen von Herrn Lipschitz, welcher den Abel’- 
schen Gedankengang reproducirt. 
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meines Wissens zum ersten Male wenigstens an einem Beispiele erértert 
wird, findet sich ausser dem soeben bei Bertrand bemerkten, noch ein 
zweiter, nicht minder wesentlicher Fehler: es wird nimlich an der 
Stelle, wo es sich darum handelt die bedingt convergente Reihe 


PSS @<d) 


mit sich selbst zu multipliciren, in welchem Falle die Productreihe in 
der Form 


= S] oon (ua 1% Ee Rae 
W=>)u, 6 i, ( 1) 2} Ge pi-ay 


1 


erscheint, aus dem Verschwinden von lim w, fiir v = co ohne weiteres 
die Convergenz der Reihe W gefolgert*) — eine Schlussweise, die, 
unbeschadet der zufiilligen Richtigkeit des Resultates, an und fiir sich 


*) a. a. O. S. 188—190. Beiliiufig sei noch bemerkt, dass der Beweis fiir 
das Verschwinden von lim w, fiir » = ©, welchen Herr W. fiihrt, indem er zeigt, 
|, | 


1 
ai fe (1— a)"—! da — also gleich einem bekannten Euler’- 
v 

e 








dass lim 


0 
schen Integrale und daher fiir m>0 endlich ist, sich bei weitem einfacher, 
durchaus elementar gestalten lisst. 


1 1 : 
Setzt man 1 — m =- ste, wo ¢>0 sein muss, da m < ~g sein sollte, 


so wird: 


1 
Me I 1 {x-(2u+1— »}ir 1 {xqu+1—9}tt' 
1 1 1 


Ws ae, >! : =2 >%.—— eee 
aa ar Gel 


{u 
No 1 . 3 1 
“ae «+? (24 —x)* <2 a? > ite 


folglich fiir p= 














lim | 19 ,,| = lim | 4-1 | =0 


“ 
lie > = © 
- xt +e 


als Summe einer convergenten Reihe endlich ist und lim—+_ = 0 wird. 
u 


— da 
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offenbar falsch ist, da Reihen mit alternirenden Zeichen, auch wenn 
der Quotient je zweier aufeinanderfolgender Glieder mit unendlich 
wachsendem Index gegen die Einheit und jene selbst gegen Null con- 
vergiren, sehr wohl divergent sein kénnen, wie z. B. die Reihe: 


. 1 1 
Pg eee oar aad 
zeigt, welche offenbar die eben angegebenen Bedingungen erfiillt, aber 


nichtsdestoweniger = 2>} ~ also divergent ist. 
1 

Was nun aber jenen erst erwihnten, so allgemein verbreiteten 
Fehler betrifft (niimlich die véllige Abwesenheit des Beweises, dass die 
Convergenz der Reihe W auch bei nur bedingter Convergenz der Reihen 
U, V die Giiltigkeit der Beziehung W = U- V nach sich zieht), so 
muss derselbe um so auffilliger erscheinen, als schon Abel in der 
oben bereits genannten Abhandlung iiber die Binomialreihe diesen 
Punkt vollstiindig erledigt hat.*) Nachdem er niimlich den Multipli- 
cationssatz zuniichst, wie Cauchy, fir unbedingt convergente Potenz- 
reihen bewiesen, zieht er daraus auf Grund eines zuvor von ihm be- 
wiesenen Satzes iiber die Stetigkeit von Potenzreihen einen Schluss 
auf die Anwendbarkeit der niimlichen Regel auch fiir solehe Grenz- 
werthe der Variablen, fiir welche die betreffenden Reihen nur noch 
bedingt zu convergiren brauchen. Vielleicht ist der Umstand, dass 
dieser wichtige Zusatz, weder durch die Ausdrucksweise, noch durch 
den Druck irgendwie hervorgehoben, geradezu wie zum Beweise des 
schon durch Cauchy bekannten Hauptsatzes gehérig erscheint, dass 
ausserdem ‘auch der: Hauptsatz selbst durch ein paar véllig sinnent- 
stellende Druckfehler verdunkelt ist, die Veranlassung dazu gewesen, 
ihn der Kenntniss oder doch wenigstens der geniigenden Beachtung 
zahlreicher mathematischer Schriftsteller zu entziehen. Es mag daher 
nicht iiberfliissig erscheinen, jenen Abel’schen Beweis in méglichst 
gedriingter Fassung hier nochmals zu reproduciren. Die Grundlage 
dazu bildet, wie bemerkt, der zuerst von Abel**), spiiter auch von 
Dirichlet***) in etwas priiciserer Form bewiesene Satz, dass die 
Summe einer Potenzreihe: 

P(x) — a, + a,r+a,a7+--- 

welche fiir positive reelle z < 1 als unbedingt convergent, fiir eben- 
solche 2 > 1 als divergent vorausgesetzt wird, bei der Anniiherung 
der wachsenden Variablen 2 an den Werth 1 dem Werthe 


*) a. a, O. S. 316. 
**) a. a. O. S. 314. 
***) Journal des Mathématiqnes von Liouville, 2° série, T. VII, p. 253. 
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s=a+4+4,+--- 
stetig zustrebt, sofern diese letztere Reihe eine endliche Summe be- 
sitzt (gleichgiiltig ob sie unbedingt oder bedingt convergirt) — der- 
gestalt dass also 

lim $ (1 —h)=s, (fiir h = 0) 
zu setzen ist. — 
Seien nun m 

1 U= ¥ Uy V= Vy 
(1) > > 
zwei bedingt convergente Reihen, so werden die beiden Potenzreihen 


(2) (2) = > Uy 2”, Pe(x) = > Uy x" 


fiir || << 1 unbedingt, fiir || 1 bedingt convergiren, fiir |z|>1 divergiren. 
Dannist zunichst nach dem soeben citirten A bel- Dirich let’schen Satze 


(3) lim {§,,(1 — h) = U, lim $,(1 — h) = V. 

A=0 A=0 
Nun gilt, wenn |x| < 1, fiir die beiden unbedingt convergenten Potenz- 
reihen (2) die Cauchy’sche Regel, also 


io a] v 
Pu(xz) P(e) = > Wy x”, wo wW,= >: a 
0 0 


und da die rechte Seite dieser Gleichung als Potenzreihe erscheint, so 
wird wiederum nach jenem Satze 


oO 


lim {B,(1— ih) -Po(1—h)} = > w 


sein, sofern die Reihe der w, convergirt, was allerdings nicht der Fall 
zu sein braucht, sondern in jedem Falle erst besonders festzustellen 
ist. Folglich wird dann nach (3) in der That 


UV= > w- > 4= > w= W 


und es liisst sich jetzt daher das Multiplicationsgesetz, wenn man noch 
die oben erwahnte Verallgemeinerung des Herrn Mertens mit in 
Betracht zieht, folgendermassen aussprechen: 


foo} o 
Das Product der beiden convergenten Reihen S» UW, > Vy 
0 0 
ist darstellbar durch eine Reihe von der Form 
oa 
>? wy — wo W, = * Uy Vy —x 
0 


sofern diese letztere convergirt. Dies findet immer statt, 
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wenn mindestens eine der beiden Reihen et, >» un- 
bedingt convergirt, braucht jedoch nicht der Fall zu sein 
und muss daher jedesmal erst besonders bewiesen werden, 
wenn beide Reihen nur bedingt convergiren. 
Ist nun auch hiermit die Giiltigkeitsgrenze des Multiplications- 
satzes fiir bedingt convergente Reihen vollig unzweideutig bestimmt, 


namlich auf die blosse Convergenzuntersuchung der Reihe >” w, zurtick- 
gefiihrt, so ist damit freilich fiir die Praxis so gut wie gar nichts 
erreicht, insofern es im allgemeinen nicht méglich sein wird, die 
Convergenz oder Divergenz jener Reihe festzustellen. Fasst man zu- 
nichst die Frage ins Auge, ob die Reihe W stets auch nur bedingt 
oder ob sie eventuell auch unbedingt convergiren kann, so scheint die 
Méglichkeit wnbedingter Convergenz a priori keineswegs ausgeschlossen 
— wie ja analog auch durch Addition oder Subtraction zweier nur 
bedingt convergenter Reihen sehr wohl eine unbedingt convergente 
Reibe resultiren kann*). In der That — wenn die u,, v, Gréssen mit 
beliebig wechselnden Zeichen bedeuten, so erscheint es sehr wohl 
denkbar, dass die Gréssen w, = u,v, + U,%y-1 +-+-+ u,v, dem 


absoluten Betrage nach tief genug herabsinken, um die Reihe >) w, zu 


einer unbedingt convergenten zu machen. Allerdings war es mir bis- 
her nicht méglich, an irgend einem bestimmten derartigen Falle die 
unbedingte Convergenz zu constatiren, und es diirfte dies — wenn es 
itiberhaupt solche Fille giebt, was ja immerhin als fraglich erscheinen 
muss — wegen der zusammengesetzten Beschaffenheit der Reihenglieder 
w, eben nur sehr schwer gelingen. Bietet nun aber hier schon die 
Anwendung der in ‘grosser Vollstindigkeit vorhandenen und fast fiir 
jeden denkbaren Fall ausreichenden Kriterien fiir unbedingte Conver- 
genz derartige Schwierigkeiten, so wird natiirlich eine ausreichende 
Priifung jener Reihe W auf etwaige bedingte Convergenz im allge- 
meinen um so weniger durchfiihrbar sein, als hier zu der Schwierig- 
keit, die etwa vorhandenen Kriterien auf die complicirten Reihenglieder 
w, anzuwenden, noch der ausserordentliche Mangel an Kriterien fir 
bedingte Convergenz hinzukommt. Denn — sieht man von der 
Fourier’schen und abnlichen speciellen Reihen ab — so besitzen wir 


 *) Andererseits muss hier freilich bemerkt werden, dass — im Gegensatz 
zur Addition und Subtraction — die Multiplication einer unbedingt und einer 
bedingt convergenten Reihe auch eine unbedingt convergente RKeihe liefern kann, 
ja dass das nimliche sogar unter Umstiinden bei der Anwendung der Multipli- 
cationsregel auf eine unbedingt convergente und eine divergente Reihe eintreten 
kann. Da hierauf meines Wissens noch niemals aufmerksam gemacht worden ist, 
so gebe ich fiir beide Behauptungen weiter unten ein allgemein gehaltenes Bei- 
spiel — (s. Gl. (22) bis (27)). 
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meines Wissens nach zur Feststellung der bedingten Convergenz einer 
Reihe nicht mehr als zwei einigermassen allgemeine Kriterien, die 
aber ihrer Natur nach immerhin nur in einer sehr beschrinkten An- 
zahl von Fallen eine Anwendung gestatten: das eine, welches sich auf 
Reihen mit alternirenden, niemals zunehmenden und schliesslich gegen 
Null convergirenden Gliedern bezieht (oder etwas allgemeiner auf solche 
Reihen, deren Glieder gruppenweise zusammengefasst unbedingt con- 
vergente Reihen bilden); das andere, von Dirichlet herrihrend*), 
lehrt aus der Beschaffenheit zweier Gréssenfolgen a), a,, a), +--+ und 
by, b,, b,,--+ auf die Convergenz der Reihe a,b, + a,b, + a,b, +--- 
schliessen. Weitere allgemeine Kriterien habe ich bisher auch in 
neueren Arbeiten iiber diesen Gegenstand nicht aufgefunden: so férdert 
z. B. auch die ganz speciell auf Kriterien fiir bedingte Convergenz 
ausgehende Abhandlung des Herrn Du Bois-Reymond: ,,.Neue Lehr- 
sitze iiber die Summen unendlicher Reihen“**) trotz mancher neuen, 
bemerkenswerthen Gesichtspunkte (dahin gehért namentlich die Ein- 
fiihrung der sogenannten Uubestimmtheitsgrenzen einer Reihe) als 
einziges wirkliches Convergenzkriterium schliesslich doch nur wieder 
jenes Dirichlet’sche (nebst einigen einfachen Modificationen desselben) 
zu Tage. 

Fiir unseren besonderen Fall — die Untersuchung der Reihe 


D4 w, — wird nun aber wegen der Bildungsweise der Reihenglieder 
w, jenes letztere (das Dirichlet’sche) Kriterium wohl niemals, das 
erstere nur in sehr wenigen Fiillen anwendbar sein — (in der That 
kommt es schon fiir den niichstliegenden Fall, nimlich wenn die zu 


multiplicirenden Reihen >) Uys >» selbst alternirende, niemals zu- 
nehmende Glieder besitzen, im allgemeinen nicht in Betracht: siehe 
weiter unten sub IV) — und es muss somit als wiinschenswerth 
erscheinen, fiir die eventuelle Giiltigkeit der Cauchy’schen Regel bei 
der Multiplication bedingt convergenter Reihen irgend welche directeren, 
unmittelbar auf der Beschaffenheit der Gréssen u,, v, basirenden Kri- 
terien zu besitzen. Derartige Kriterien sollen nun im folgenden zuniichst 
fir eine ziemlich allgemeine Kategorie hierher gehdériger Fille auf- 
gestellt und dann insbesondere auf die Multiplication alternirender 
Reihen angewandt werden; eine Anwendung auf gewisse trigono- 
metrische Reihen soll dann bei einer spiiteren Gelegenheit erfolgen. 





*) Lionville’s Journal, 2° série, T. VII. Auch in den Vorlesungen tiber 
Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind § 143. 
**) Antrittsprogramm zur Uebernahme der ordentl. Professur in Freiburg. 
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Il. 


Ich beweise zuniichst den folgenden allgemeinen Satz iiber Reihen- 
multiplication, welcher die C auchy’sche Regel und deren Mertens’ sche 
Verallgemeinerung als specielle Fille enthilt, zugleich aber auch die 
Multiplication zahlreicher bedingt convergenter Reihen umfasst — und 
zwar unabhiingig von dem oben angefiihrten, mit Hiilfe von Stetig- 
keitsbetrachtungen gewonnenen A bel’schen Resultate. Derselbe lautet: 

Sind 


(1) v= du, mnie 


° 
convergente Reihen, von denen eine z. B. U die Higen- 
schaft besitzt, dass ihre Glieder in gewisse Gruppen von 
stets endlich bleibender Anzahl zusammengefasst eine un- 
bedingt convergente Reile bilden, dass also 


(2) U = (oy tty Hes bth) FH (Mlmapr Fos +E tn) 2 


unbedingt convergirt, so hat man 


(3) UV = >w, = W, wo WwW, = ¥ Uy Vy—xy 
0 Q 


er 


sofern die Reihe Yu, vy unbedingt convergirt und diese 
0 


Eigenschaft behilt, falls man beliebig viele der Gréssen 
u,, v» durch solehe mit héherem Index ersetzt*). 
(Dass dieser Satz jepe genannten in der That mit umfasst, ist leicht 


ersichtlich. Denn ist >t, — also auch 
0 


(tly EF thm) E (Qn, Ee FE thm) Ee 


— unbedingt convergent, so gilt das Gleiche von jeder Reihe der Form 


@ 


4 
>? rts (wo die positive ganze Zahl v, mit v beliebig variiren kann), 
) 


er ao a 
; ~y 7 
folglich auch von > U, Vv, > thsen Vy, > Uy Vy4y,, Sodass also 
0 0 v 


simmtliche Voraussetzungen des oben ausgesprochenen Satzes_be- 
friedigt sind. 


*) Dies ist so zu verstehen, dass immerhin kein Index mehr als einmal vor- 
kommen soll. — Die w,, v, sind, sofern nicht das Gegentheil besonders bemerkt, 
als beliebig complex zu denken. 
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Was iibrigens jenen Zusatz betrifft, dass die unbedingte Conver- 


genz erhalten bleiben soll, sofern man in der Reihe >u v, beliebig 


viele der Factoren u, oder v, durch solche mit héherem Index ersetzt, 
so sei ausdriicklich bemerkt, dass derselbe keineswegs etwas selbst- 
verstiindliches enthilt. Sei z. B. 


eee = “ae RF HR 
era ae on ee Sa ade ea 


os 1 1 1 
vad rt aett er Viv ron e$ 


so ist U bedingt convergent und zwar in der Weise, dass 


ie (3) +73 és yi) + (5— “+7 nyt 


(as 7 ot) t 2 (Wags os Vaz) 


unbedingt convergirt. Setzt man nun 


¥ 
0 


1 1 1 1 1 1 1 
ek ie i ae a ek Tae 


6 
" 1 1 1 1 
etal raat — Vega + Fe — FT} 
sodass also V ebenfalls bedingt convergirt, so ist 


Pe, ee 
Daa (+1)! 


unbedingt convergent, wihrend z. B. 


- ® ‘ 1 
. >? |trPeta| =D Nastawan + (4v +2)(4» +4) 
0 0 





ie ri : 
V(4v-+3)(40-+5)°° V(4v+4)(4v +6) 


oe 
(und allgemein > | uy Vetaxti |, > | uw, Vr4axte ete.) divergirt. In 
0 0 


der That ist auch in diesem Falle das Product U V nicht durch die 
Reihe W darstellbar, da letztere divergirt (oder vielmehr oscillirt), wie 
noch aus spiiter anzustellenden Betrachtungen deutlich werden wird. 
Damit soll tibrigens keineswegs gesagt sein, dass die Convergenz der 


Reihe to Uy Vy|- bezw. > |u Ura, |5 > | tote vy| eine nothwendige 
Bedingung fiir die Convergenz der Productreihe W bildet: dass dies 
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thatsiichlich nicht der Fall ist, werden ebenfalls spiitere Betrachtungen 
zeigen). — 

Um nun den Beweis des oben ausgesprochenen Satzes nicht in 
iiberfliissiger Weise zu compliciren, soll angenommen werden, dass U 
in der folgenden Form: 


U = (iy + ty) + (te + Us) +++ + (Men + Manga) + °° > 
unbedingt convergire: der Gang des Beweises wird zeigen, dass der- 
selbe sich ohne weiteres auch anwenden lasst, wenn die unbedingt 
convergente Form der Reihe U aus Gruppen von beliebig vielen Gliedern 
(auch mit wechselnder, aber stets endlich bleibender Anzahl) besteht. 

Da offenbar eine nothwendige Bedingung fiir die Convergenz der 
Reihe 
W = wy + 0, +--+ tty fo 
darin liegen wird, dass man hat 


lim w, = 0 
so mag zuniichst gezeigt werden, dass diese Beziehung erfiillt ist. 
Man hat 


( Wan = Ug Vom + Uy Vam—1 + ad whic + Uam -10; + UamVo 


m 


m 
—_ > Ux Vom—x + *¥U2m—x Ux — UmUmy 
(4) ! 9 0 


Wamt+1 = Up Vam+1 + U; Vm + oe + Uem V; + U2am-+1 Vo 


n 








nm m 
= D* Ux Vom4i—-x + > Ulam+i—x Vx 
0 


. 0 


und daher’ 


m m 
Wem | < ” Ux Vem—x| + > \Uam-x Vx|  |Um Um! 
0 0 


m m 
| Wam41| < > | Ux Vampi-x + > | Uam4i—x Vx | 
0 0 


oder, wenn man 2m =n bezw. 2m + 1—~ setzt, beide Falle um- 
fassend : 


(4a) |W, | < > (Ux Un—x| + > | Un—x Vx| + | Um Vm | 
0 0 
wo m= bezw."—* (also = E(™), wenn E(«) die grésste in x 
2 om. — F(z), 8 


enthaltene ganze Zahl bezeichnet)). Da mit unendlich wachsendem 


n auch m ins Unendliche wiichst, also um, vm wegen der vorausgesetzten 








— 


_ 
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Convergenz der Reihen > ws, > der Null zustreben miissen, so 
gilt das Gleiche von |v, ¥v,,| und es kommt daher lediglich darauf an, 


zu zeigen, dass 
™m m 
>? | the On—x | >? | tn —e Ue | 
0 0 


durch Wahl von n» bezw. m beliebig klein gemacht werden kénnen. 
Sei r eine sogleich niiher zu charakterisirende, positive ganze Zahl 
<m, so hat man 


m r m 
> Ux Un—s| —_ > | te One| + >? [the Yael - 
0 0 r+1 


Da nun po |UxUx4y,| WO, eine nicht negative, mit x beliebig variirende 
ganze Zahl bezeichnet (doch so, dass alle x + x, verschieden), nach 
Voraussetzuug convergirt, so liisst sich r als feste endliche ganze Zah!| 


so bestimmen, dass 
™ 
é 
¢ Ux Ue+x, | < -Y 
r+i1 


(wo « eine Grésse von vorgeschriebener Kleinheit) und folglich, indem 
man %, =” — 2x setzt (in welchem Falle ja x, = 2m— 2x bezw. 
= 2m-+ 1— 2x in der That nie negativ wird, wenn x die Werthe 


ry +1 bis m durchlauft) 
> | te One| <> 
r+1 

wird, so dass zuniichst 


m r 
>? |e ta—n| < > [te nal ES 
0 0 


fiir jedes noch so grosse » bezw. m. Fiir hinlinglich grosse » kann 
man jetzt aber jede der Gréssen |v,_,| d. bh. |p|, |Un—1|, °° +) |On—r 
und folglich auch die aus einer bestimmten endlichen Gliederzahl be- 


‘ 
. : ° é 
stehende Summe >: | Ux Un—z| beliebig klein, also etwa < — machen, 
0 


sodass in der That durch Wahl von n 
> Ux Un—x| <é 
0 


wird. Da das niimliche in ganz analoger Weise fiir den Ausdruck 


m 


> |the=x vx| sich ergiebt, so folgt 


0 
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lim w, = 0 


sodass also jene nothwendige Bedingung fiir die Convergenz der Reihe 
W erfiillt ist. 

Setzt man nun 

Wi = (Wy + w, +--+ Wa) 

so wird jetzt zu zeigen sein, dass dieser Ausdruck fiir unendlich 
wachsende » dem Grenzwerthe U - V zustrebt. Hierbei ist es nun 
vortheilhaft, die Indices m nach dem Modul 4 — also in die Formen 
4m, 4m+1, 4m+ 2, 4m-+ 3 — au sondern, und zwar geniigt es 
dann offenbar, den obigen Nachweis fiir irgend einen dieser Indices, 
etwa fiir W,,, zu fiihren, da ja 

Wan+t — Wan = Wim+1 » Wan+s — Wa, = Wam+i + W4m+2) 

Wan+s — Wan, = Wam+1 + Win+e + Wam+3 

nach dem eben gesagten durch hinlinglich grosse Wahl von m be- 
liebig klein gemacht werden kénnen. Setzt man dann 


On = (uy +m +--+ + tn), Vn = (V9 + ++ +++ %) 
so werden U,,, V, den niimlichen Grenzen U, V zustreben, gleichgiiltig 
ob man m als gerade oder ungerade Zahl iiber alle Grenzen wachsen 
lasst und es wird daher der Beweis fiir die Giiltigkeit der Beziehung 
W = U.- V erbracht sein, sobald gezeigt wird, dass die Differenz 
Dim = Wam —, Vom Vom 
durch Wahl hinlanglich grosser Werthe von m beliebig klein gemacht 
werden kann. Man hat nun 
(5) Dam = Uy 0g + (My + My Vp) E+ + (Uy Vam F Uy V2m—1-F +++ Mam Yo) 
+ (tg Vamps ++ + am4t 9) +++ (Ug Pam +++ Mam Vp) 

— (Uy + u, “ +++ Ulam) (Vp Vy + +++ Yam) 

= ty (Vam-41 + Vampa + ++ Pam) fF Uy (Vamps + ++ Vam—1) 

sf thy (Yampa Ht ++ Vtm—2) + My (Vam-4-1-F +++ + Vam—s) °° 

+ U2zm—2 (Vam+1 + Vam-+2) + Ugm—1 V2m+1 

ft tam+s (Vo H+ * + V2m—1) + Uam+e (Yo * ++ + V2m—2) 

+ thames (Vp t+ Vam—s) Poss eeereeees 

+ Uam—2(Vq + 0 + V2) + Uam—1 (Vp + %) + Mam Mo 

= (Uy + Hy) (Campa HF +++ Vtm—1)- (My + Us) (Vamps + ++ ++ Vam—s) 

ie (U2m—2 + U2m—1) Vom-+1 
+ (am-em+1)(Vo-F * + * -V2m—1) + (Wam-+2 + Uam+s)(Yo * ++ 4+-V2m—s) 
++ (Mam—2 + Uam—1) (Up + Y;) 
+ Up Vim + Uy Vam—2 + +++ Uom—2 V2m+2 a Uam Vom + U2m-+2 V2m—2 
afecscescerecees + tim 
— Ulam (vp -~ coos + Vem) 
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mithin 
m—1 


| Dan| <> [Uae + taxpi| [Vampire ++ + Vam—ex+t)| 
0 


m—1 
+ > Uampoe + Uamp2x+1| [09 ++ + Vem—(2x-41)| 
0 


+> | 3 x Vam—2x | 


+ |Uam| |% + +++ + Van|- 


Da die Reihen >” | hee + Uox+r|, > convergent sind, so hat man 
fiir jedes noch so grosse m 


m—1 
> \ax + tacts] < Gv +, +++ + Cima] < @. 
0 
Man kann nun ferner eine Zahl M so bestimmen, dass fiir jedes m > M 


m—i ) 


> | lam-+2x + Wam-+2x-+1 | 
0 


= am + Uam+a| ++ +E | Uam—2 + Uam—1 | << +z P 
wo «€ eine Grésse von 
| Vom+1 4- Vam+2 4 eee -L Vam— (2 x-+1) | < a5 , vorgeschriebener Klein- 
heit bedeutet. 

! é 

| Ham | 3 GE 
2m 


é 
>: | Uae Vam—ax| <> 
0 








/ 


(NB. Die letzte Ungleichung ergiebt sich unmittelbar daraus, dass, wie 


4m 


oben gezeigt, >* |. Vim—x| durch Wahl von m beliebig klein gemacht 
0 


werden kann, und die hier in Betracht kommende Summe einen Theil 
dieser Summe bildet). Alsdann wird aber: 


m—1 m—1 
| Dan| < ea >: |Use + Uexr1| + G >; | Wamp2x Mamba | > 
0 0 


+ eq Mote + 02m | 


\Dan| < €. 
Damit ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen — zuniichst 
allerdings fiir den besonderen Fall, dass die Reihe U in der Gruppirung 


23* 


d. h. schliesslich 
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> (tax + Uex41) unbedingt convergirt: die an Gl. 5.) sich kniipfen- 
0 

den Umformungen und Schliisse sind aber offenbar mit geringen Modi- 
ficationen auf jeden Fall iibertragbar, in welchem die Reihe U in 
irgend welcher anderen Gruppirung unbedingt convergirt, sofern nur 
die Gliederzahl einer jeden Gruppe — die im iibrigen auch beliebig 
wechseln darf — stets endlich bleibt. Der betreffende Satz gilt somit 
in der angegebenen form ganz allgemein. *) 


Ill. 


Der vorige Satz gab eine hinreichende Bedingung fiir die Anwend- 
barkeit der Multiplicationsregel auf zwei unendliche Reihen, wie ja in 
Wahrheit auch der urspriingliche Cauchy’sche Satz und dessen 
Mertens’sche Verallgemeinerung lediglich solche hinreichende Be- 
dingungen liefern. Andererseits wird in jedem Falle als nothwendige 
Bedingung die Beziehung 

lim w, = 0 


r—f2@ 


zu gelten haben. 

Dagegen erscheint es wenig wahrscheinlich, dass sich geradezu 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen hierfiir allgemein 
werden fixiren lassen, sofern man die beiden Reihen U, V von vorn- 
, herein keiner weiteren Bedingung unterwirft, als derjenigen, tiberhaupt 
zu convergiren. Anders gestaltet sich das Verhiiltniss, sobald man 
von vornherein fiir die Beschaffenheit der Reihen U, V gewisse Ein- 
schrinkungen festsetzt. Hier ist nun zunichst der Fall bemerkens- 


werth, dass die eine der beiden Reihen — etwa wiederum U — die 
Eigenschaft besitzt, in der Form 

> 1 1 1 
(6) U= 7%+ 5 (Uy + 4) +> (M+ %) +-°- 


1 


w 
1 > 
a z Ug > 9 % (uy + Uy+-1) 
0 


unbedingt zu convergiren (wie das zB. der Fall ist, wenn die wu, 
niemals zunehmende Groéssen mit alternirenden Zeichen sind), wihrend 
V convergent, im tibrigen aber keinerlei Bedingung unterworfen 
sein soll. 








*) Dass die Convergenz der Reihe W eine wnbedingte wird, sobald Su,, Dv, 
unbedingt zu convergiren, ergiebt sich unmittelbar daraus, dass in diesem Falle 
alle Betrachtungen richtig bleiben, wenn man von vornherein mit |u|, 2|%, 
operirt, und dass die Glieder der so entstehenden Productreihe numerisch iiber 
denen der Reihe W liegen, 
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Alsdann lisst sich zeigen, dass die fir die Convergenz der Reihe 
W nothwendige Bedingung lim w, = 0 zugleich auch die hinreichende 
ist. Setzt man nimlich 


, 


Uy =U; 


no) 


1 , , 
= (Uy ++ Uy41) = U4. und insbesondere 
sodass also 
, , , 
CU=u + uy +e-+ +t +-:- 
so wird man diese — der Voraussetzung nach — unbedingt conver- 


girende Reihe auf Grund des vorigen (bez. des Mertens’schen) Satzes 
mit der eventuell nur bedingt convergenten Reihe 


Ve=vy+v,te es tomte::, 
in der Weise multipliciren kénnen, dass 
oe v 
UV = > Ww; — wo W, = D*U, Vy—x 
0 0 
wird. Man hat nun, wenn wiederum 


v 


>} the Von = ty 


0 
gesetzt wird: 


, , 1 
Wy = Uy Uy = 5 MyM = FM 


und fiir n > 1 

w,= ; Uy Unt ; (ty + ty) Ona ; (Uy + Uy) Un-2 fee + + (Un—1 + Un) Vp 
= a (Wri + Wn), 

sodass sich ergiebt 


(1) TV 00+ 5 (ob) +s (M1) +> 


1 1 , 
eae 7 Wy + ry > } (Wy + Ur4i)= W', 
0 


eine Darstellung des Productes jener beiden Reihen, welche also in 
jedem Falle — ohne Hinzutreten irgend welcher weiteren Bedingung 
Giiltigkeit hat. Setzt man jetzt 


Wi =F wy + FW +) +2 +S (Wnt + On) 
= Wy Fw, fs + Wea + > Wa; 


dagegen 


W,=W + +-+++ Wn, 
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so hat man 
(8) W, = Wit > Wn = Wasi — ; Wnt 
und man wird daher W’ — also U- V — dann und nur dann durch 


die ins Unendliche fortgesetzte Reihe 
W=u+U+°->+M+°°: * 


ersetzen diirfen, wenn 


(9) lim w, = lim Wa41 = 0. 


ra—@ r= @ 
Strebt |w,,| mit unendlich wachsendem » einem von Null verschiedenen 


Grenzwerthe a zu, so wird offenbar, da in Folge der Convergenz der 
Reihe (7) unter allen Umstinden 


lim (Wn a Wnt) = (0 


sein muss (wie sich auch unmittelbar aus dem betreffenden Ausdrucke 


ersehen lisst), w, bestiindig das Zeichen wechseln und lim |w,| =a 
vollig bestimmt sein miissen, niimlich entweder endlich oder doch so 
unendlich, dass lim {|t#,| — |@a4i|} = 0 wird. Da nun 


, 1 , 1 
W,, ams W,. + 2 Wn, Wasi = n+l + mY Wnt» 


so wird in diesem Falle — da w, und w,4,; fiir hinlinglich grosse n 
entgegengesetztes Zeichen haben miissen — 


(10) W=W+>=UV+5 


sein, es oscillirt also die Reihe in den Grenzen (U V— <) und 


(uv+4 *).: Hiernach ergiebt sich also zuniichst folgender Satz : 


Sind die beiden Reihen U = Su, V= >*v, con- 


vergent und die Glieder der einen — z. B. von U — so be- 


schaffen, dass Di (ws + u,41) unbedingt convergirt, so be- 


sitzt lim | w, | = lim > —_ einen bestimmten Werth 


r= @ n=@ | 


a, der Null, endlich ie unendlich sein kann, und es ist 
dann in jedem Falle 


W— du, = Ur 4%. 
0 


Es wird also insbesondere die Beziehung lim |w,| = die 
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nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir bilden, dass 
die Reihe W convergirt und das Product UV darstellt*), 


und es sind fiir lim |w,| =a (von Null verschieden) U V — 


a 
n=n 2 


und UV + < die Unbestimmtheitsgrenzen der in diesem 


Falle oscillirenden Reihe W. 
(Beiliufig sei noch bemerkt, dass wegen lim |W» —-- Wen4i) =O — 
welche Beziehung, wie bereits erwihnt, immer statt hat — die Rela- 
tion lim |w,,|==0 auch immer die andere lim | 2,4; = 0 nach sich 
zieht — und umgekehrt: es gentigt daher gegebenen Falls das Ver- 
schwinden von lim w, fiir m= oo an einem geraden oder ungeraden 
Index nach beliebiger Wahl festzustellen). 

Es kommt nun darauf an, aus dieser nothwendigen und _ hin- 
reichenden Bedingung einfachere Formen von hinreichenden Be- 
dingungen als Kriterien fiir die Giiltigkeit der Bezichung W = UV 
abzuleiten,. 

Eine solche hinreichende Bedingung liefert der zuerst bewiesene, 


allgemeinere Multiplicationssatz: die Convergenz der Reihe > | V,| 


beaw. >) | Uy», Vy| » D4 Uy Vr+y, | — deren Stattfinden fast in jedem denk- 
baren Falle mit Hilfe der gewéhulichen, fiir unbedingte Convergenz 
geltenden Kriterien zu eruiren ist, 

Nehmen die Gréssen u,, v, mit wachsendem Index niemals oder 


. Cnty v . : : 
doch nur in der Weise zu, dass —"*’-, —"*”- niemals ins Unendliche 


Un 


wachsen, so gentigt offenbar schon die Convergenz der Reihe > | Uy Vy | 
— da in diesem Falle mit der Reihe > \uyv,| stets auch jene anderen 
von der Form > | Urry, Vy! > Uy y+», Convergiren werden. Hat man- 


Sate Pate 


. &, y 
ferner Uy, = A,X), Vy = b,y,, Wo as ate n--r 
n 


- niemals, —"_, 
b, Ly Yn 
beliebig oft unendlich werden diirfen, doch so, dass die 2,, y, selbst 


bestiindig unter einer endlichen Grenze liegen, so bildet offenbar die 








Convergenz der einen Reihe |>” |a, b,| eine hinreichende Bedingung: 
denn mit dieser Reihe werden zuniichst auch > lakes: by |, iP | dy Dy+-»,! 


und folglich — da 2,, y, nie ins Unendliche wachsen — auch 
D> ladon, Gens bole |> >) | Ar Cr Dots, Yoto|y d. h. sebliesslich >”|th4,%|, 
a | Uy V4», Convergiren. (Diese Betrachtung findet z. B. Anwendung 


*) Durch diesen Satz wird nachtriglich allerdings die oben angefochtene 
Schlussweise des Herrn Worpitzky gerechtfertigt. 
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auf trigonometrische Reihen, wenn also etwa v, = b, sin vm oder 
== b, cos vg ete.). 

Von wesentlich anderem Charakter als das eben betrachtete Kri- 
terium ist das folgende. Ich behaupte: 


Wenn U, V convergente Reihen von der oben betrach- 
teten Beschaffenheit sind, so hat man 


UV= W=—>}w,, 
0 


v 
Wy = > ad Ux Vy—y ? 
0 


- , av, , 
wenn ausser der Reihe v=>' v, auch noch V => (—1)"v, 


convergirt. (Selbstverstindlich ist in diesem Falle auch 


a ¥ 
UV' = >: Ww, — Wo w= > (—1)'-*"tty vy-x ; 
0 0 


da ja zwischen V und V’ Reciprocitit stattfindet). 
Man hat nimlich identisch 


ty DF My Ont thy Das f= F thn ty — (My 14) OnE (th ty) (Vet — 0m) 
+ (Ug + tty) (On—2 — Vai + Vn) +:° 
ie (Un ++ Un+1) (U% —_ oh ° *»+ Un) — Un+i (Vy —; +-. -+0,) 


wo wiederum 


oder 


Wy = >? (te + thas) (One — Oa—ipt +++ 04) —thngt (0p — 0, +E 0 ) 
< 


und daher: 


n 
Wa| < 2 } | tetregt | | On— ne —On—x pa ssn | | ngs | y—0, +--+ +0, | 
0 


oder, wenn r eine positive ganze Zahl < n bezeichnet, 


r 
| w, | < >» | Wy Uy i | | On—x—Un—x-pi +--+ vp | 
0 


n 
+ 7 : [tee gt| | On—x—On— apt + ++ On| + [engl | Up Ube]. 
r+1 


Da die Reihe > (—1)"%, convergirt, so hat man fiir jedes noch so’ 
grosse m und jedes beliebige x <n 


\Un-2— Un—z4i-p +s n| << G (wo G eine endliche Grésse bedeutet). 





In 
be 
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Daher wird 


DF | tet tag [Onn — Onn tet On| ES tte f toegal 


r+1 r+1 


In Folge der Convergenz von >| u + U,4:| lasst sich nun aber ein 
bestimmter endlicher Werth r fixiren, dergestalt, dass 


é 
Ite + tet] < ae 


r+1 
(wo € eine Grésse von vorgeschriebener Kleinheit) 


wird — wie gross auch » werden mdge, dergestalt, dass zunichst 


A 
|@n| < >? | the ft | | On—x— Un—x4i tsp | 
0 
& 
+ | Unt | |¥o— Oo On| + ce 


Setzt man jetut >? | Ux + x41 |= G und bestimmt eine Zahl N so, 
0 
dass fiir » > N 


|Un—2— Un—np t+ On| < sap? (wo x die feste endliche Zahl r nicht 
. iiberschreitet) 
| Until < 3@ 
so wird 
\w,| <¢ oder lim|w,|=—0, 
rn—@D 


woraus dann nach dem vorigen Satze in der That die Convergenz der 
Reihe >) w, = W und die Giiltigkeit der Beziehung W—= UV sich 
ergiebt. 

Der eben bewiesene Satz erscheint besonders darum von Interesse, 
weil er deutlich erkennen lisst, wie weit die zuvor betrachtete Be- 
dingung — niamlich die Convergenz der Reihe >) |u| —- davon ent- 
fernt ist, eine nothwendige fiir die Comvergenz der Reihe W zu sein. 
Seien niimlich a,, b, positive, mit wachsendem Index niemals zu- 


nehmende und fiir » oo der Null zustrebende Gréssen, dann sind 
die folgenden Reihen 


dy — a +4, — a, +--+ = >>(—1)"a,, 
0 


by — by + dy — dy e+ = SP (— I)" day, 
ry 
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b, — by +, — de = SF (— 1) bans 
0 


convergent und zwar geniigt offenbar die erstere den fiir U festgesetzten 
Bedingungen, sodass man also setzen kann 


(11a) U=>+(-1lya dh. w= (—1)a,. 


Ferner werden die beiden letzteren sowohl addirt wie subtrahirt wieder 
eine convergente Reihe bilden; setzt man laher 


(11b) = => (- 1)"(b2» + bor41) =bo+ b, —b,—b, +, +5, —b,—b,-- 
0 


d. h. v2» = (—1)"bey, v2>41 = (—1)"be41, So wird sowohl diese Reihe, 
als auch die folgende 


Vv’ “2 (—1)"(ba» — bay41) -2 (v2y — Var41) as (—1)’v 


convergiren, sodass also auch V den Bedingungen des eben bewiesenen 
Satzes geniigt: es wird somit, wie im iibrigen die a,, b, sonst auch 
beschaffen sein mégen, in diesem Fall W convergent und = U V sein. 
Wihlt man nun aber die a,, b, so, dass sie fiir v = oo sehr langsam 


der Null zustreben — etwa so wie ee oder noch langsamer — so 


wird nicht nur > b, divergent sein, sondern es wird sogar keine 
noch so hohe angebbare Potenz der Gréssen (a, b,) eine convergente 
Reihe liefern: es kann mit anderen Worten die denkbar stiirkste 
Divergenz der Reihe > | uy vy | die Convergenz der Reihe W nicht 
hindern. Der Grund dieses Verhaltens ist leicht ersichtlich. Das Ver- 
schwinden von lim |w,| =O fiir moo bildet allerdings die noth- 
wendige und — in den hier betrachteten Fallen — auch hinreichende 
Bedingung fiir die Convergenz der Reihe W. Die Convergenz der 


Reihe >’ Uy vy, (mit den betreffenden Nebenbedingungen) diente aber 


n 


>: the Un—s | 5 


| 0 


nicht bloss dazu, das Verschwinden von lin |w,| = lim 





n - 
sondern vielmehr dasjenige von lim > \Ux Un—x| Zu constatiren (s. oben 


0 
Gl. 4a), wahrend es doch gerade der eigenthiimliche Charakter der 
bedingten Convergenz von >) ts ; > mit sich bringt, dass 
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: | 


> Ux Un—x | 


t) 


lim 





in unendlich vielen Fallen der Null zustrebt, wo Lima + | ty a 
0 


endlich oder unendlich gross wird. — 

Eine weitere Form einer hinreichenden Bedingung fir die Con- 
vergenz der Reihe W lisst sich aus der nothwendigen und hinreichen- 
den Bedingung lim w, = 0 (fiir m =o) folgendermassen ableiten. 
Wir unterwerfen zuniichst die Gréssen u,, v, der Beschriinkung, dass 
Untr Cntr 

u, ? v 
wenn zur Abkiirzung 


die Quotienten niemals ins Unendliche wachsen, dass also, 


n 


|Un| = Gn, |un| = b 
gesetzt wird, fiir jedes noch so grosse m und r 


a b - 
—nir < G, =r- <G 
n n 
bleibt, wo G, G’ bestimmte endliche positive Gréssen bedeuten. 
Man hat nun 
2n-+1 n n 
Won. = 2 * Ux Venqi—x = 7* Ux Vrntpi-x + > Vy U2n+1—x) 
0 0 0 
also 


n n 
| Wanti| < > dy binti—e + > De Gon+1—x 
0 0 


und daher sicherlich 
anti < n+l < 
Wenti| < b * Ay a * by 
| Went1 PL 2 +i SF , 


2n+ mpl . a : 
wenn {a} [b] die Maximalwerthe aus den Gréssenreihen 
n-+1 n+1 


® 
Anti s+ + Angi beZw. nga +++ Denti 
bezeichnen. Da aber in jedem Falle 
2n-+1 


[a] 
ae * ‘On < G. an 


n n 





und analog 
Qn-+1 
[b]) <G@’-b, 


sein muss, so wird 
n 


| Wen41| < G’: », Sta, +G- Oy >} Oe 
0 
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und daraus ergiebt sich, dass offenbar eine hinreichende Bedingung fiir 
das Verschwinden von lim |@#,_:|, also auch fiir die Convergenz der 


n—@ 


Reihe W, darin liegen wird, dass 
(12) lim b, >>? a, = lim a, >*b, = 0 (fiir n=00). 
vu 0 


Treten auch hierbei an die Stelle der friiheren einzigen Bedingung 
lim w, = 0 jetzt deren zwei, so sind dieselben doch von wesentlich 


n 


einfacherer Gestalt, da die Summen > Gas ibs in gewissen Fallen 
0 0 
sich durch geschlossene Ausdriicke darstellen lassen, und alsdaun die in Be- 
tracht kommenden Grenzwerthe (11) direct berechnet werden kénnen 
(vgl. das etwas weiter unten angefiihrte Beispiel). 
Die Bedingung (11) beruhte gerade so, wie die friiher aufgestellte 


Forderung der Convergenz von > | Uyv,| = > a,b,, auf dem Ver- 


| mn 


schwinden — nicht’ bloss von lim |w,| = lim | y UnUn—x| — sondern 
| 0 
n n 
von lim Su, Un-x| = *d,b,_,. Sie ist also, wie jene erste Be- 


0 0 
dingung, eine diusserst enge: immerhin liisst sich zeigen, dass sie trotz 
der gleichen Grundlage minder eng ist, also jene erste, dass mit anderen 


: 1 . Ontp ba! 
Worten die Convergenz von > a,b, — wenn, wie geschehen ——, —~ 
n n 

als niemals unendlich vorausgesetzt werden — stets die Beziehungen 


(12) nach sich zieht, aber nicht umgekehrt. 
Der erste Theil dieser Behauptung ist leicht ersichtlich. Denn 


setzt man 
n 


n r 
b, D*a, =e, Dea, +b, Dt az, worcn, 
0 0 r+l 
so lisst sich zuniichst wieder ein bestimmter endlicher Index r fixiren, 
sodass 


n n n i - 
7 b « (woé eine Grosse von vor- 
b * dy = ra dade < GS yb < : >the ee ys 
* y — *"* 2 geschriebener Kleinheit) 
r+ r+l r+i1 z 


wird, da man in Folge der Convergenz von > a, b, fiir ein bestimmtes 
n 

y und jedes noch so grosse n: >: Oiyby < ‘ 
r+1 


é 


E machen kann. Alsdann 


wird aber zunichst 








d 
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n r 


bn * Ox < dy * de + >: 
0 0 


r 


Setzt man jetzt die endliche Summe >? ad,= A, so kann man » gross 
0 


genug wihlen, dass b, < also schliesslich 


& 

2A’ 
n 

Sb, 2 <.e 


0 


wird. Das analoge gilt dann offenbar fiir den Ausdruck a, > be. 
0 


Dass dieser Satz jedoch nicht umkehrbar ist (was darin seinen 
a | Oe 
Grund hat, dass tr, ‘+r fiir endliches n und unbegrenzt wachsen- 


n n 


des r gegen Null convergiren miissen, also aus dem Verhalten von 
, * so 
An > by ->: On - Ayby 
0 . 
n 


nicht auf dasjenige von » a,b, geschlossen werden kann), mag das 


folgende Beispiel lehren. . 

Es werde der r-fach iterirte Logarithmus von n mit lg”) n be- 
zeichnet, sodass 

lg®n—Ign, lg@@n—Iglgn---lgn=—lg lg) n 
und ausserdem 
n lg n lg@n-- - lg n = y,(m), (r> 1) 
gesetzt, sodass also insbesondere 
v,(n) = n lg n, U,(N) = Yr-1(n) Ig” n 

wird. Alsdann soll 


a, = b, = — 

nn ACE) 
sein, wo a eine positive ganze Zahl bedeutet, gross genug, dass 
v,(a) — also um so mehr y,(a + ) — positiv reell wird, und wo 


alsdann unter der Quadratwurzel stets deren positiver reeller Werth 
verstanden werden soll. In diesem Falle ist die Reihe 


Sq b = ae s a 
> Peis 2 p,(a-+») >: v,(v) 
0 0 a 


bekanntlich divergent: nichtsdestoweniger lisst sich zeigen, dass hier 
der Ausdruck 








; 
| 
it 
; 
} 
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n n 1 n 1 
n =), * Oy = Ayn 2b, =—_— ——--—- * —____— —— 
, : a V %,-(a + m) > V (a + *) 
A a+n s 
~~ Ve, (a-+n) ot @, («) 
fiir unendlich wachsendes » den Grenzwerth Null besitzt. Man hat 
namlich von einer bestimimten endlichen Zahl m ab: 
Ig n> 1 sofern n>m 
und da ausserdem 
lg n —— lg) n > oe Ig n, 


so wird 
wv, (n) =n lg n lg® n b ex lg™n >n 
also 
1 1 ° " 
¥,() iat ‘ (immer fiir m > m). 


Theilt man daher p, folgendermassen in zwei Theile 
m—1 
1 

_— WETS 2) Ve V%, igs 276 Vv,(") ? 

so ist zuniichst 
1 ~— 1 1 Si 

SS Seeeees 2 + - sseauremmemer™ f° in % 

V%,-(a+n) a7,0 (atm)! {ig (atn)---Ig” winyicts 
Wiichst jetzt » ins Unendliche, so strebt offenbar das erste Glied der 
rechten Seite der Null zu, da der erste Factor fiir n—oo den 
Grenzwerth Null, der zweite einen von » unabhingigen, unverinder- 


lichen endlichen Werth besitzt. Was sodann das zweite Glied betrifft, 
so hat man nur zu eo dass 


4+ rte ae A +f 


(24a)? (1—Aa)? 








wenn ~ = Az be... wa dass also fiir » =o und lim + = dx 


1 


(13) ee i a 5 


ra=—D n? 1 “ x 











in 


se 


di 
be 


esky «4 


el 


di 
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Hieraus folgt dann aber in der That, dass auch das zweite Glied 
in dem Ausdrucke p, fiir » = oo verschwindet, dass somit 


a+n 
(14a) fd scaad a: eets a, %,(") 


Der Einfachheit halber wurden hier a,, 6, einander gleich und a als 
positive ganze Zahl von gewisser Grésse angenommen: der Gang des 
Beweises bleibt aber offenbar genau derselbe, wenn man etwa setzt 


an = {vlan 4, ba—= {b+ n)}-F, 


wo r,s verschiedene positive ganze Zahlen, a, b beliebige positive 
oder negative und nicht nothwendig ganzzahlige Gréssen bedeuten, 
und es wird also auch hier 


(14b) dim {y+} FS {va + FF 


= lim {¥,(a + »)} * Swe +o} t=0 


sein, obschon die Reihe 


DS iv-a+n)-vo+ny 4 


wiederum divergirt. 
Hiernach wird also fiir 


tn =(— 1 {va +m} 4, on = (—1)* {v.64 )}-F 
die Productreihe W = U - V auf Grund der erfiillten Bedingung (12) 
bezw. 14b) convergiren, obschon die Reihe > u,v, divergent ist. 


IV. 


Wir unterwerfen jetzt die zu multiplicirenden Reihen U => Uy, 


> weiteren Einschriinkungen. Es soll — gerade so wie bisher 
U — jetzt auch V so beschaffen sein, dass die Gréssen (v, + v,41) 
eine unbedingt convergente Reihe bilden. Setzt man dann wie friiher 


1 , . 1 
gy (Me + U41) = tr. und insbesondere > uy =, 


desgleichen analog 


1 1 
ry (vy + Uy4t) — Vr41 ” ” mY Vy = % > 
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so liefern die beiden unbedingt convergenten Reihen 

OU =u tu + esti +--:, 

V=v,+ V1, +--+ f+ot-:-- 
als Product die nach der urspriinglichen Cauchy'schen Regel eben- 
falls unbedingt convergente Reihe 


UV=W=w+ut+-:-+omt+-:-:, 
wo 


, , , 1 1 
On HS AE Us Un—-n = 4 Uy (Ona + Un) + 4 (Uy + My) (On—2 + Un-1) + °° 


$k ttn t that) (Oy) EE (Una F th) 


oder, wenn man wieder 


n 
7” 

Wn = D*UzUn_x setzt, 
v0 


’ 


1 ‘ . , 
Wn = 5 (Wn-2-++ 2 W,»1-+ Wy) und insbesondere w, = 7 wy, 


(2 w+). 


, 


1 
4 
1 
“4-7 


Es ist somit zuniichst 
> , 1 | 7 1 ¢ 
(15) UV=W'= 4 Wo+ 4 (20, +,)+ 4 (wy +2, + wy) 


+ i (w,+2w,+;)+-:- 


3 1 1 
={TM+tZM+54 >? (Wy 2041+ Wy+42) 
0 


in jedem Falle unbedingt convergent. Ist jetzt wiederum die Bedingung 
lim w, = 0 erfillt, so wird man diese Reihe auch durch die in’s Un- 


endliche fortgesetzte Reihe 

(16) Wem wy + 0, + bt fos 

ersetzen kénnen. Es fragt sich nun: hat diese Reihe W die analoge 

Eigenschaft wie die erzeuyenden Reihen U, V — niimlich in der Form 
1 1 1 1 

(17) W=5m+ 3 (Mot m,) +5 (, +) +--+ 5 (@n—1 + Wn) +--+ 


unbedingt zu convergiren? Im allgemeinen — d. h. sofern die u,, v, 
keinen weiteren Specialbeschrinkungen unterliegen — offenbar nicht. 
Denn aus (15) folgt zunichst nur, dass in jedem Falle die folgenden 


beiden Reihen 
W" = 5 y+ > {+20 +0} + 5 {00 +200,-+ 104} +--- 


= = (2t)-+-0,) + : {w, +2w,-+;} + ; {w,+2w,+w;} +: 











l- 


e 
n 
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_ oder anders geschrieben: 


Wm 105 + {005 + 001) + (4 + 009)} +> { (109-+-105)-+ (t05-+10,)} F>- 
= + {Wy + (10 + 4) } + = {(w, + w,) + (w, +s)} 
+5 f(y +4) + (wy 4)} H+ 


unbedingt convergiren, sodass also hier nicht die unmittelbar aus den 
Gliedern wy, w,, W,,- ++, sondern erst die aus den Summen (w,-+,), 
(w, + w,), (w,-+ w,) +++ gebildeten Reihen die betreffende charak- 


teristische Eigenschaft der Reihen a Uy, >) besitzen. Das Hinzu- 
treten der Bedingung lim w, = 0 reicht nun gerade hin, um die Reihe 


n=—@® 


(16) zu einer bedingt convergenten, keineswegs aber dazu, um die 


Reihe (17) zu einer unbedingt convergenten zu machen. Es werden 
also, wenn dies der Fall sein soll, u,, v, noch irgend welchen beson- 
deren Bedingungen geniigen miissen: doch wird es auch hier wiederum 
kaum miglich sein, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
hierfiir allgemein anzugeben, wiihrend sich andererseits, wenn man 
die u,, v, von vornherein noch geeigneten Einschriinkungen unterwirft, 
leicht hinreichende Bedingungen angeben lassen. Es soll hier der be- 
sondere Fall betrachtet werden, dass die u,, v, niemals zunehmende 
Gréssen mit alternirendem Zeichen sind. Daun, soll gezeigt werden, 


ist die unbedingte Convergenz von >) u,v, eine hinreichende Bedingung 
nicht bloss — wie sich aus dem friiheren ergiebt — fir die bedingte 
Convergenz der Reihe (16), sondern fiir die unbedingte von (17). 
Sei also 

uy =(—1)’ay, % = (— 1)d,, 
wo die a,, b, wesentlich positiv, a, > d,4x, b,>b.4. und lim a, 
= lim b, = 0, ausserdem > 4 ay, a b, divergent, hingegen >) | Uy Vy| 


= 


=> a,b, convergent. Setzt man dann 
w,=(—1)’c, also c,= >» axb,-x, 


0 
so wird 


(18) UV = W=e— 0 + %—e++++—= >*(— 1)"G. 
Da hiernach . . 


v 
| > | = by = D* Ay by-x > Agby + a,b, 
0 
Mathematische Annalen, XXI. 
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und somit 


> | Wy | -> cy > « >} by + >or 
0 0 0 


jedenfalls divergent ist: so ist der oben (siehe I. am Ende) als im 
allgemeinen fiir moéglich hingestellte Fall, dass die aus der Multi- 
plication zweier bedingt convergenter Reihen hervorgehende Reihe 


Zz w, unbedingt convergiren kénne, hier ein fiir allemal ausgeschlossen. 
Dagegen soll gezeigt werden, dass W in der Form 


Was ot 3 —%) + y (4%) +-* 


@ 
1 1 
= ats > (Cy — C41); 
0 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass die beiden Reihen 


ea ce) 
> 82», bs 82,1, wo 0, am Cy — Cy+1 
0 1 





| 


trrs—| 


d2, 


Da 


unbedingt convergiren. 


yond | 
7 ‘a 
2 = 3H 





+ Dp @ar-1 + Db, dev» + ait 
(19) Czy = Aybs, + a; bev +-:: 
+ by ae» + b, day +-: 
Cong = Ay boyr41 + A,b2, +-- 
+ bodarti + Oy a2x +> 
und daher 


Man hat namlich 


(mai = Gy bays + a, bey—2 + A: 


* + a,-1b, 

-+ b14,, 

: a Ay—i Dyas + a,b, 

“ + bya Av+1 

‘ + Ay—1 Dy4e+ ay by41 
> + by1 Aspe + Dy dogs 


iy (b2y—1 es be ») +a, (be»—2 “ye bey) + = + aAy-1 (b, ie pet —_ b 
+ by (@ex>1— ag y+ b, (d2»-2 — Agr-1) + —s + by-1(a,— Qy+1) a 


Ay (b2 »— Bay41) + a, (Dar+—bdeav) +--+ -+-y—1(by41—by42) 


LAE By Gee —Gavgs)-+); (Gar—a— as) +--+ Br-s(ogs—eeoge) 


v y— dy. 
+a,(b 1 ail 


+6,(a,— Gy41) 


a,b, convergiren sollte, so kann man, ohne die Convergenz 
der betreffenden Gesammtreihen zu alteriren, schreiben: 


= alien aie Sayt 
+ bg (day—1 — 2 v) +--+, _1(@y— 41) > ie, 


1 


Ay (b2 »— bov4i)+ eee poeadigieys 2 . 
+ bp (a2 x— da41) + + + by (y>—aty 41) 2i% ‘ 





He mA Dome es S a 


—“ ~~. 


_. 


>. MA 





— Ay by, 


a ay b,. 
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Nun ist w=-> d2, = W, -> 02,1, und es sind somit die 


1 
linken Seiten dieser Gleichungen nach dem friiheren convergent(wenn auch 
zunichst nur bedingt). Mithin gilt das Gleiche von den rechten Seiten, 
insbesondere also auch von den im ersten Gliede stehenden Reihen: 
da dieselben aber offenbar aus lauter positiven Gliedern bestehen, so 
miissen sie, weil tiberhaupt convergent, auch unbedingt convergent 


sein. Dasselbe gilt dann andererseits von den Reihen >’ O2y~1, PA 02», 
da deren Glieder sich nach Gleichung (20) als Differenzen je zweier 
solcher Ausdriicke schreiben lassen, die, wie eben gezeigt, unbedingt 
convergente Reihen bilden. 

(NB. Der soeben gefiihrte Beweis fiir die unbedingte Convergenz 


der Reihen Oy5-1; = 02, beruhte also auf der vermittelst der bis- 
herigen Betrachtungen bereits erlangten Keuntniss ihrer zum mindesten 
bedingten Convergenz. Man kann indessen die unbedingte Convergenz 
jener “beiden Reihen auch ganz direct, ohne sich auf das friihere zu 
stiitzen, einsehen und somit fiir den vorliegenden speciellen Fall — 
alternirende Reihen mit nie zunehmenden Gliedern bei unbedingter 


Convergenz der Reihe > aby — die Giiltigkeit der Multiplications- 
regel unmittelbar auf den oben erwihnten Abel’schen Satz basiren, 
dass die Convergenz der Reihe W auch stets die Beziehung W—= UV 
nach sich zieht. Man hat nimlich nach Gleichung (21) 


Sa, = 5, +5,— Har,, 
0 0 


Sy =>" {rg (be» — Davgs) + a aya — ay) H+ + + + y(by— Brga)}, 


wenn 


3—> {bo (a2» — Aey41) + D, (Ger-1 — dey) eee + by (dy — ay41)} 
0 


gesetzt wird. Es ist daher 

S, =p (by —0,) 
+4 (b,—bs) +4,(b,—b,) 
Hoe —b) +a (Cs— 4) Far(b, —bs) 
+ 


+ 0bex—bnta+ ban iba 1-4 naa 1 igs tanlh n——Dn41) 
4. epg 
und wenn man jetzt nach Verticalreihen summirt, was ohne weiteres 
gestattet ist, da alle Glieder wesentlich positive Gréssen sind: 

24* 
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S, =a, (by, — 6, +b, — b, + ---) +, (b, —b, +b; —b,+-++)+>>- 
+ ty (On — Dust e)f 
< Ay by + a; by + +++ + Gnban+- +; 
und ebenso 
S, = by (a) —a,+ 4, — a,-+-++-)+b,(a, —a, + 4,—a,+-+-)+>: 
$b n(da— dupa to) o 
< dy byt a,b, +++-+anba+--- 


also unbedingt convergent. Dasselbe gilt somit von der Reihe >) 02» 


und ganz analog auch von der Reihe >” 32 n-1). — 


Hierbei sei noch — im Anschluss an eine oben (s. I. am Ende) 
gemachte Bemerkung — erwiihnt, dass die Glieder der Reihe 


W=q—¢+4—aQ+-:: 


selbst in solchen Fillen, wo diese — wie in dem eben betrachteten — 
in den Formen > D2, We —-> d2»-1 unbedingt convergirt, dess- 
0 1 


halb keineswegs auch immer die Eigenschaft der Gréssen a,, b, zu 
besitzen brauchen, mit wachsendem Index niemals zuzunehmen, der- 
gestalt dass also 0),, d2,,; niemals negativ werden. Denn die Gréssen 
c, lassen sich zwar, wie spiiter noch gezeigt werden soll (s. weiter 
unten, Gleichung (28)) in zwei mit unendlichem wachsenden v der 
der Null zustrebende Grenzen einschliessen, sie kénnen aber inner- 
halb dieser Grenzen bei wachsendem v beliebig oscilliren. Sollen also 
die c, mit wachsendem v niemals zunehmen, so wird es hierftir nicht 
geniigen, dass die‘a,, b, diese Eigenschaft besitzen und auch stark 
genug abuehmen um lime, fiir » = co zu Null zu machen, sondern 
es wird das Gesetz fiir die Abnahme dieser Gréssen noch irgend 
welchen speciellen Bedingungen unterliegen miissen. Als derartige 
Bedingungen — nothwendige wie hinreichende — kann man auf Grund 
der zu erfiillenden Beziehung 6, >0, je nach der Form, welche man 
dem Ausdrucke 0, giebt, und nach der Wahl der Glieder, welche man 
behufs Vereinfachung dieses Ausdruckes durch zu grosse bezw. zu 
kleine ersetzt, verschiedene Scalen von Ungleichungen herleiten, deren 
gemeinsames Endglied eben die Beziehung 0, > 0 selbst bildet: auf 
diese Betrachtungen soll indessen ihrer allzu speciellen Natur halber 
hier um so weniger eingegangen werden, als die bestiindige Abnahme 


der Gréssen c, als Kriterium fiir die Convergenz der Reihe - (—1)’¢, 


im allgemeinen gar nicht in Betracht kommt und man andererseits 
im Stande ist, gerade in Betreff der Multiplication zweier alternirenden 
Reihen mit nie zunehmenden Gliedern die nothwendigen und hin- 
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reichenden Bedingungen fiir die Convergenz der Reihe w=> (—1)’e, 
in ganz allgemeiner Weise festzustellen, wie im folgenden noch ge- 
schehen soll. Zuvor mége jedoch noch an dieser Stelle zum Belege 
der friiher gemachten Bemerkung, dass die nach der Multiplications- 
regel gebildete Productreihe aus einer unbedingt und einer bedingt 
convergenten bezw. einer divergenten Reihe selbst ohne weiteres (d. h. 
ohne dass man etwa erst mehrere Glieder zu einem einzigen vereinigt) 
unbedingt convergiren kénne, ein einfaches Beispiel Platz finden, da 
dasselbe unmittelbar auf der oben erlangten Kenntniss von der un- 


bedingten Convergenz der Reihen Zz 025, > bs. beruht. Es seien 


wiederum a,, b, positive, mit wachsendem v niemals zunehmende 
Gréssen, lim a, = lim b, = 0 und > a,b, convergent, dagegen 


mindestens > b, divergent. Dann midge gesetzt werden 


Up = My, Uy = (Ay—a,), Uy = — (A,—,) ++ ty = (—1)""" (4,1 — a,), 
so wird die Reihe 
(22) a +> (— 1) (a, — ayy) 
0 U 
unbedingt convergiren. Setzt man dann v, = (— 1)"b,, also 


(23) V > vy -> (— 1)"b,, 
0 0 


so ist diese Reihe der Voraussetzung gemiiss bedingt convergent. 
Bildet man jetzt 


DP v 
UV=W= >»w,, wo also wiederum wy= D* Uy 0,~,. 
0 0 
so liisst sich zeigen, dass diese Reihe unbedingt convergirt. 
Wird niimlich wieder 


v 


>: Gyby_»=C, und CC, — C4, = d, 
. 
gesetzt, so hat man 


Wy = Anby = Cy 
_ Wy = — ayb, + (dy — A) by = — C, = 9, 
und allgemein 
Wy = (— 1)" agb, + (—1)""* (a) — ay) by-1 + (— 1)" (a, — 2) bv-2 + + 
+ (—1)"" (ay-1 — ay) by 
= (—1)"* {—4a, by+(@y—@, ) by_1+(A;— Gg) by_a +» + (Ar1—Gy) by } 
= (— 1)*(¢-1— 6) —=(— 10,1. 








358 A. Prinasnem. 


Folglich wird 


(24) UV= W = du —qt S(-18, 


und diese Reihe ist in der That wnbedingt convergent, da ja 
>? b:» +>} O21 = >? 8, nach dem oben Gesagten unbedingt 
0 1 0 





convergirt. 
(Nimmt man z. B. a, = b, = se also: 
1 1 1 1 1 
356 -9-G+ 94 -9-. 
1 1 1 5 
Bea § retype alge, 
1 1 1 1 
vines. With Sadi Dae dette 
so wird 
ile St hl lt 
1 1 3 
qm 7 eae « “- Gs 22 +e" 


und allgemein 


v1 v2 
6, =C) —O41= >: > 
, . ~_ x(v-+ 2 — x) * x(v +3 — x) 
1 1 
v+i : 1 v+2 
‘ 1 1 1 1 
ee Re ee ec ee 
1 1 
v+1 v+2 
2 1 2 1 
SB woe Dh cot epee <ceengeee es 
Te % v+3 > % 
1 1 


v+1 


~ (+2) CFO!» = oFH Es) 


— (v2) oP =er° 


Mithin ergiebt sich 


a ‘ 1 Y 1 
ir aesdmbtate {- ) pEHOFH a aT 


eine Reihe, deren unbedingte Convergenz man auch ohne weiteres 
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iibersieht, wenn man beachtet, dass Ps wEawiy 


> - ; mit unendlich wachsendem v nur wie lg vy unendlich wird). 
1 


convergirt und 





Um endlich auch die oben ausgesprochene Behauptung in Betreff 
der aus einer unbedingt convergenten und einer divergenten nach der 
Multiplicationsregel gebildeten Reihe W durch ein allgemeines Beispiel 
zu belegen, setzen wir 


Uy = — A, U,; = A) — Qh, Ug = A, — Ay, Uy = Ay — Ay4i 
und v, = b,, sodass also 


(25) U -> Uy = — Ay +> (ay —@y41) unbedingt convergent, 
0 2 0 


(26) Ve== vv, -> b, divergent 
0 0 


ist. Bildet man jetzt 
W =-> Wy WO y= D* ayby_x, 
0 0 


so wird 
Wy = — Abo = — by, 

Wy = — gb, + (4) — Ay) bya + (4, — Gy) bya + + + + + (Gp-1— ty) bg 
= Cy—-1 — Cy Oy-1 


und daher 


(27) W=—-—w +> 0d, — also unbedingt convergent. 
0 


Diese auf den ersten Blick auffallende Erscheinung erklirt sich 
sehr einfach, wenn man beachtet, dass der eine Factor U den Werth 
Null hat, und dass daher UV, d. h. U,V, fiir unendlich wachsende 
nm, sehr wohl einen bestimmten Grenzwerth — hier gleichfalls Null — 
haben kann. Man hat in der That 


U,V,= - Ay + (4 —4,) +--+ + (Gn—1 — Gn) (Bg +6, +-++-+5,) 
= — ay(by +++ On)s 

Wa = — % + (Cy —%) +++ + (Cri — Cn) = — On 
und da in Folge der vorausgesetzten Convergenz der Reihe > ay by, 
wie friiher gezeigt: 

lim a,(b) +----+b,)=0, lime,=0, (noo), 

so kann man schreiben: 
lim (U, V,) = lim W, = 0. 


- r=2 
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We 


Es soll jetzt schliesslich noch der Fall zweier alternirender Reihen 
mit niemals zunehmenden Gliedern seine vollstindige Erledigung finden. 


Sei also 
U= yu, V= Vy, WO UU, =(—1)" ay, Un = (— 1)" va, 
An > Antx > 0, bn > Date > 0*), 
lim a, = lim b, = 0, > Bes > b, divergent. 
ae rn—=—D 0 0 


Ferner soll wiederum gesetzt werden 


a n 


W= Dr w,, Wa=(—1)"e, sodass also c, = > @ibs- 
0 0 
Dann ist nach dem friiheren das Verschwinden von lim ¢, — oder 
vielmehr schon dasjenige von lim c., oder lim ¢,41 — die nothwendige 
und hinreichende Bedingung tiir die Giiltigkeit der Multiplicationsregel. 
Man hat nun 
2n+1 n 


n 
| 2 npr | = Conp1 == > * Oy be n-+1—x = > ay De nti—x = > De Gen4i—x 
0 0 0 


und wird jetzt wiederum, wie oben (Gleichung (12) die Bedingung 
lim ¢2n41 == 0 in die beiden folgenden 


lim a, > b, =0, limb, S* a, = 0 
0 0 


zerfallen kénnen, jedoch mit dem Unterschiede, dass in dem vor- 
liegenden Falle diese beiden letzteren Beziehungen nicht — wie friiher 
-— bloss hinreichende, sondern geradezu auch nothwendige Bedingungen 
fiir die Convergenz der Reihe W bilden. Man hat nimlich, da die 
(ly, b, mit wachsendem » niemals zunehmen, 


n n 


Con+1 < bn > x + An > by, 
0 0 
n n 
Con+1 > bent > Ax + dan+1 nj by, 
0 0 


*) Die folgenden Betrachtungen bleiben iibrigens, wie leicht zu iibersehen, 
im wesentlichen dieselben, wenn man fiir u,, v, solche complexe Gréssen nimmt, 


deren reelle und imaginire Bestandtheile die betreffenden Eigenschaften besitzen. 





od 


(2 


Ss 


Vv 


™/m 


ean 
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oder etwas anders geschrieben und in eine einzige Beziehung vereinigt 


(28) - = Dy >* de eH oF Sconts Sa Satay be. 
0 


Lisst man jetzt m in’s Unendliche wachsen, so wird es vor allem 


darauf ankommen, welchen Grenzwerthen sich die Quotienten — 


Font. 
a > 


b ; P : 
Ss nihern. Da die a,, b, mit wachsendem » niemals zunehmen, 
n 
=) 
so folgt zuniichst ohne weiteres, dass lim aioe, lim SE 


r= n 22 n 


héchstens 


= 1 sein kénnen; andererseits liisst sich aber zeigen, dass diese Aus- 
driicke endliche, von Null verschiedene Grenzwerthe besitzen miissen. 
Man hat identisch 


Gantt Sut | Ste Can, “anti 


a, a, Gn41 G2 n-1 a2» 


Da nun nach Voraussetzung 


a a 
- ‘ 1 
+! <1 und insbesondere lim —t = 1 
o, dial v= y 
(weil andernfalls die Reihe > a, convergiren miisste), so kann man 
setzen” 
a é 
v+1 ¥ 
. a ee 


a, v 


wo é, eine wesentlich positive Grosse (Null nicht ausgeschlossen) von 
der Beschaffenheit bedeutet, dass 


& A é 
—<1 und lim—=0. 
* =@ v 
Obschon diese letztere Beziehung fiir’s erste keineswegs aus- 
schliessen wiirde, dass ¢, mit v in’s Unendliche wiichst, so lisst sich 
auf Grund der vorausgesetzten Divergenz der Reihe > dy zeigen, dass 


dies nicht méglich ist, dass vielmehr lim ¢,<1 sein muss. Denn 
es ist — 


a. 
o=r(i a “tt. 
a, 


Nach einem bekannten Convergenz- Kriterium*) wiirde aber die 
Beziehung 





*) Siehe die Abhandlung des Herrn Weierstrass: ,,Ueber die analytischen 
Facultaten“, Crelle’s Journal, Bd. 51, S. 28, No. VII. 2; sonst auch z, B, Hatten- 
dorf, Algebr, Analysis § 18. 
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lim (1 — *t) .% 


ies) a, 


die unbedingte Convergenz der Reihe >’ a, nach sich ziehen, folglich 
muss in der That 
lim ¢, <1 


b ft +) 


sein. Man hat nun 


Seott (1 — +) (1 “ == ) “a ( rl 2.) 
— n n+1 ; “2m 
und da nach dem eben gesagten fiir noch so grosse m die Gréssen 


En, Entiy ** *, €an Cline gewisse endliche Grenze ¢ nicht iibersteigen (wo 
iibrigens fiir hinlanglich grosse n ¢ <1), so wird 


Se >(1— 2) - Syb-h) 


>(1—4)" 





und daher 


lim wet >e-* also endlich und-von Null verschieden. 


n=—@ 2n 


Setzt man daher 
lim np = a 
n=o Rn wo «,B positiv <1 und von Null ver- 


und analog schieden , 


— 
lim st! —£ 


n=—@ 2m 


so geht die Ungleichung (28), wenn man darin m in’s Unendliche 
wachsen lisst, iiber in: 


(29) lim fe ba > dx + Ba, > bef < lim cant 
0 0 


<lim {> > ay + > | (nm == 00). 


Daraus folgt aber, dass lim Con41 = lim |w2,41| ftir m = oo dann 
und mur dann verschwinden kann, wenn 


lim b, Dexa, und lim a, >? bs 
n—@D 0 


r= 0 


gleichzeitig verschwinden. Man hat daher den Satz: 
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Sind a,,b, positive, mit wachsendem m niemals zu- 
nehmende und fiir » = oo verschwindende Gréssen, so bildet 
die Beziehung 


(30) lim by >¥ ay = lim a, ># b, = 0, (0 = 00) 
1 0 

die nothwendige und himreichende Bedingung fiir die An- 

wendbarkeit der vial, coremienaa 9 auf die bedingt con- 


vergenten Reihen > (— 1)’a,, > (— 1)"b, 


(NB. Ist eine der belies Reihen oder beide unbedingt convergent, 
so ist die Bedingung (30) eo ipso erfiillt, sodass der Satz also auch 
diese Fille mit umfasst.) 


Da nach dem friiher gesagten die Convergenz der Reihe Py a,b, 
stets die Giiltigkeit der Beziehung (30) zur Folge hat, so ist dieselbe 
hier wiederum eine hinreichende Bedingung ftr die Convergenz der 
Productreihe. Sie ist auch hier keine nothwendige Bedingung, wie 
das friiher gegebene Beispiel (s. II]. am Ende) beweist, bei dem es 
sich ja in der That um die Multiplication zweier alternirender Reihen 
handelte (Gl. (14a), (14b)). Nichtsdestoweniger nimmt diese Bedingung 
hier eine wesentlich andere Stellung ein, als bei der Multiplication 
bedingt convergenter Reihen von beliebig allgemeinerem Charakter — 
sie ist sozusagen nicht sehr weit davon entfernt, eine nothwendige 
Bedingung zu repriisentiren. Wihrend niimlich bei anderen bedingt 


convergenten Reihen > >» (s. Gl. (1la), (11b)) sich zeigen 
liess, dass nicht nur die Divergenz der Reihe 3 |\u,v,|, sondern selbst 
die von Po |u,v,|" (fiir jedes noch so grosse positive m) die Giiltigkeit 


der Multiplicationsregel nicht hindert, findet etwas derartiges hier 
nicht statt*): vielmehr bildet hier schon die Convergenz der Reihe 


a | Uy Vy [PHO = b 4 (a,b,)'+@ — wo @ eine noch so kleine, wenn nur 


*) Der Grund dieses verschiedenen Verhaltens liegt offenbar darin, dass 


hier nicht mehr wie friiher 
n 


>. 3 Uy Un_y 


0 


n 
yr |MaPn—| 
0 


wesentlich verschiedene Gréssen darstellen, sondern vdllig identisch sind. 


aT 








und 
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um ein angebbares von Null verschiedene Zahl bedeutet, eine noth- 
wendige Bedingang, wie sich folgendermassen zeigen lisst. Es ist 


n n 
bn D*¥ dx > N+ Andn, An y: > n+ nd, 
0 0 


Folglich ist nach (30) die Beziehung 
(31) lim na,b, = 0 


jedenfalls eine nothwendige Bedingung fiir die Convergenz der Reihe W. 
Erhebt man nun diese Relation zur Potenz 1+ @, wo @ positiv und 
beliebig wenig von Null verschieden, so wird 

lim n!+e - (a, b,)'+@ = 0, 


sodass nach einem bekannten Kriterium in jedem Falle die Reihe 


o 


> (a,b,)'+¢ convergirt. Man findet also: 


0 
Sind a (—1)’a,, a (— 1)’b, convergente Reihen 
von der oben angegebenen Beschaffenheit, so bildet die 
Convergenz der Reihe poe a,b, eine hinreichende, die der 
Reihe >) (arb, eine nothwendige Bedingung fiir die 
Gultigkeit der Multiplicationsregel. 
Hieraus folgt z. B. dass die Reihen 


n 


> .. z ome 


1 





ein convergentes Product liefern, wenn die Reihe >; convergirt 


yh ta 
— also fiir p+ q> 1; dass hingegen die Multiplicationsregel nicht 
anwendbar ist, wenn p+q+o<1 dh p+q<1. Der Fall 
p +4q=1 findet durch diese Kriterien keine Erledigung. Dagegen 
liefert hier die Bedingung (31) die Entscheidung. Man hat namlich 
fir p+ q—1:limn-a,b, — 1 — sodass also die Productreihe W 
divergiren wiirde. 


Ueberhaupt versagt der zuletzt angefiihrte Satz stets in dem einen 


Falle, wo i a,b, divergent, bs (a,b,)'+* convergent ist. Man muss 
dann, wie in dem eben betrachteten Beispiele, entweder die Be- 
dingung (31) zu Hiilfe nehmen, oder falls diese erfiillt ist und somit 
die Divergenz der Reihe W nicht feststeht, auf die oe 
in jedem Falle ausreichenden Bedingungen (30) recurriren. 

An die zuletzt gefundenen Kriterien kniipfen sich aber nein 


noch folgende Betrachtungen. Da die Convergenz der Reihe > a,b, 

















Multiplication bedingt convergirender Reihen. 365 


eine hinreichende Bedingung fiir diejenige der Reihe W bildete, und 
andererseits nach bekannten Convergenzsiitzen die erstere stattfindet, 
wenn fiir ein beliebig kleines, angebbares positives g einer der Ausdriicke 


NAn bn ne 

nig") n and, + (lg nje 
nlg®n---1g na,b,(Ig"nje@ — (wo r eine beliebig grosse, aber 
endliche positive ganze Zahl) 


oder nach unserer friiheren Bezeichnungsweise 
tr (nm) + (Ign) anda 
(wobei noch der Analogie halber » = lgmn = y(n) zu setzen ist) 
fiir unendlich wachsende n eine endliche Grenze g nicht iibersteigt, 
so wird die Erfiillung einer cerartigen Bedingung auch hinreichend 
fiir die Convergenz der Reihe W sein. 
Andererseits erscheinen als nothwendige Bedingungen fiir die Con- 


vergenz der Reihe dy by)'+¢ die Beziehungen 
g ( g 


lim n+ (a, b,)'t? =0 
m lim n- lg") n(a_b,)'+°=0 | fiir n = oo und jedes beliebig 
(33) : . 
ee grosse, endliche r 
lim nlg® n---1g@ (a, b,)'+¢ = 0 


und da die Convergenz der Reihe >” (a,b,)'+@ eine nothwendige Be- 
dingung fiir diejenige der Reihe W bildete, so gilt das gleiche von 
den Beziehungen (33). Diese Bedingungen sind aber offenbar sammtlich 
weniger wirksam, als die eine bereits friiher gefundene nothwendige 
Bedingung (31) 

lim + nb, = 0 


und es liegt nun die Vermuthung nahe, dass sich an diese eine noth- 
wendige Bedingung, analog mit der obigen Scala (32) von hinreichenden 
Bedingungen, eine Scala von Beziehungen der Form 

lim nlg@n- a, b,=lim Y;(N)an b,—=0 

nese wen fiir m= >0 und jedes be- 


; ; '_*" *{ liebig grosse, endliche r 
lim nlgn --- gn ay ba =lim o,(n)an b»=0 


(34) 
(beiliufig bemerkt simmtlich nothwendige Bedingungen fir die Con- 
vergenz der Reihe bs a,b, und hinreichende fiir diejenige der Reihe 


pi (a,b,)'+#) als nothwendige Bedingungen fiir die Convergenz der 
Reihe W anschiliessen miisse. 
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Diese Annahme wiire indessen durchaus irrig: denn nach dem 
friher gesagten (Gl. (14a) und (30)) liefert z. B. die Reihe 


io) 


> Cp: {ey Ft 


a 


mit sich selbst multiplicirt ein convergentes Resultat, obschon hier, 
wo also 


a, = b, = fy(v)} 2, 
lim o-(”)dnbd, = 1 


ra—@D 


folglich 


und daher 
him ,45(”) @,b, = lim {Ig’tn --- Igt)n\ = oo 


wird, die Bedingungen (34) von einem bestimmten r ab nicht mehr 
befriedigt werden. 


(Fiir r =.1 folgt insbesondere, dass {> (— 1) wigey tH ein 


convergentes Resultat liefert, wiewohl in diesem Falle schon die erste 
der Bedingungen (34) nicht erfiillt ist, da hier lim(n lg ” - a,b.) = 1 
wird. Vergleicht man iibrigens hiermit, dass die Productreihe fiir 


ao 
: 2 . . . . . 
{ » (—1)’-» | , wie oben gezeigt wurde, divergirt, so zeigt sich 
1 


hier in dem Verhalten der harmonischen Reihe und der mit dieser im 
iibrigen sehr nahe verwandten Reihen, bei denen an Stelle der natiir- 
lichen Zahlen v Gréssen von der Form y,(v) getreten sind, ein wesent- 
licher Unterschied,. auf dessen Ursache spiiter noch eingegangen 
werden soll). 

Nachdem jetzt ersichtlich, dass die Bedingungen (34) fiir die 
Convergenz der Reihe W keineswegs nothwendig sind, diirfte es — 
da sie sich andererseits fiir hinliinglich grosse Werthe von r den fiir 
die Convergenz der Reihe W hiureichenden Bedingungen (32) mehr 
und mehr nihern*) — nicht iiberfliissig erscheinen, nachzuweisen, 
dass ebensowenig jene Bedingungen (34) bis zu einem beliebig grossen, 
endlichen Index r hin als himreichende angesehen werden diirfen. 
Denn angenommen, es giilte dies von der Beziehung 


lim (2) dnbpz = 0, 


wo r beliebig gross, aber endlich und bestimmt (in welchem Falle 
offenbar die entsprechenden Beziehungen fiir jeden Index <r von 








*) Vgl. eine Abhandlung des Herrn Du Bois-Reymond, Crelle’s Journal, 
Bd. 76, 8. 88. 
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selbst erfiillt sind, also keiner besonderen Beriicksichtigung bediirfen), 
so lassén sich a, b, stets so bestimmen, dass jene Bedingung zwar 


befriedigt wird, wihrend das Product >” (—1)’a, <>) (—1)’d, nichts- 
destoweniger ein divergentes Resultat liefert. Setzt man nimlich 


rs, Le 2 ee Se 
ight), ’  4p,(v) 
fir » >m, wo m eine pos. ganze Zahl bezeichnet, die so gross zu 


wiihlen ist, dass lg*+)y, also auch y,(v) positiv reell ist, wiahrend 
fir v< m 


b= 


ay = b, = 0 
sein mag, so wird 


lim w, (n) Andn = lim {lge+)n\—1 a 0, 
sodass also in der That jene Bedingung erfiillt ist. Dass trotzdem die 


beiden Reihen 
fai 
Sit wt ap, GH 








> (—1)"a, -3% 


ein divergentes Product liefern, wird sich daraus ergeben, dass 


n—1 
, : 1 1 1 1 
Liman DF bamlim ir, teat team 


nicht verschwindet, sondern den endlichen Grenzwerth 1 besitzt. Um 
dies nachzuweisen, gehen wir voni der folgenden — fiir » > 1 geltenden 
Beziehung aus: 


Ig(n-++1) =Ign+1g(1++)—Ign++—i(4V 454)... 





also: 
1 
Ign +5, > lg (n+ 1) > lent 5 —sar 
eine Ungleichung, welche man — wenn wieder der Analogie halber 


m= y(n) gesetzt wird — folgendermassen schreiben kann: 

1 1 fi(m) 
wo /{,(m) eine gewisse positive, fiir » = oo endlich bleibende Grosse 
(niimlich die Constante >) bezeichnet. Hieraus soll nun zunichst durch 
vollstiindige Induction eine iihnliche Ungleichung fiir -Funetionen 


mit beliebigem Index hergeleitet werden. Angenommen man hiitte 
fiir irgend ein bestimmtes r: 


f,(m) 
igs + iw Ig™(n + 1) > Ign +] a — 


NY, _4 (m) ' 
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wo f,(m) eine positive, mit ‘n nicht ins Unendliche wachsende Grosse 





bedeutet, so lisst sich diese Ungleichung — weil 
Ig m = v1 (0) = ¥e(n) 
ist — zuniichst in die folgende Form setzen: 
1 1 f.(”) ] 
(r) _ 5 ¢r) (r) — 
iatn {1+ fay b> Ma (m1) > lem L144 Say — sort 


woraus dann durch nochmaliges Logarithmiren sich ergiebt: 
gern + Ig f+ aaa > Iget+9 (n+1)> Ign 


1— = f,(n) 


+g {1+ ®, (m) 


oder mit Beniitzung der bekannten Ungleichung 


z>lg(i+2)>2—-— . 
schliesslich : 


1 
+s * a (m) 
(r+) ale. ai (r+1) (r+1) a . 
Iget+) m + 2) > lg (n+ 1) > lg n + %,() 
2 
(36) | fia eho 
~ 2) O(n) 
ss 1 fas (m) 
> lee n + ey — m,n)” 





1 2 
{1—< f,0} 
Ig (n) lg®) =e 1g”) n 


fr4a(n) = f, (n) — 5 
also fiir nm = oo sich derselben endlichen Grenze nihert, welcher etwa 
die nach der Voraussetzung jedenfalls endlich bleibende Grdésse f,() 
zustrebt. 

Da nun die Richtigkeit der betreffenden Ungleichung fiir r = 0 
feststeht (35) und fiir diesen Fall 


fraa(n) =f, (m) = 5 


war, so ist damit ihre Allgemeingiiltigkeit fiir jeden endlichen Index 
ry bewiesen und zugleich gezeigt, dass fiir » — oo 





? 


lim f,41(”) = lim f,(n) = + 


Giebt man nun in dieser Formel (36) der Zahl » der Reihe nach die 
Werthe m,(m+1),---,(m—1), so wird 


























Multiplication bedingt convergirender Reihen. 


lH (mfg Lay Dlg (m1) > IgrHv(m) + ot 
fa (m) 


mp, (m) ? 





Ig (m1) + 5 aera > let? (m2) > lg (m1) + A 


__ fega +1) 
(m1) ¥, (m1)? 


Y, EID 





Ig) (0 — 1) + ap > lett? (m) > Iget9 (nw —1) +- 





san 
fa @—) 
@—1)¥,(n—1) 


und folglich durch Addition dieser Ungleichungen: 








n—1l1 n—1 
(r+1) sa 3 (r-+1) (r+1) oem 
lg"+» (m) +2 aay > get? (n)> Ig (m) + DF 
-S me 
%,.(%) 
woraus: 
ie) 
Li m 
wa 5 0) > gy 


neil 
<1— ig") m 2. 1 ‘ > Fra) : 
Ig?*) » ig*+) n - *,. () 


Wird jetzt m = oo, so hat man offenbar 








n—l1 





R Bi is 1 

) (« a>) %%, "") ce aa ig ule Ie und somit, wegen der Endlich- 
keit von f,+41(), auch >! Foss () convergent, also endlich ist }. Daraus 

a x, (m () 

x folgt dann schliesslich, dass in der That die Multiplication der beiden 

Reihen y ina j > S & - ein divergentes Resultat liefern wiirde. 
Es kommen also nach dem gesagten die Bedingungen von der Form 
" 


lim o-(”)-dnbn=0, (r>1) 


Mathematische Annalen. XXI. 25 


° 
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fiir die Beurtheilung der Convergenz der aus > —1)’a,, S\- 1)"b, 
zu bildenden Productreihe iiberhaupt nicht in Betracht, wihrend die 
eine Beziehung 
lim %(”) - and, = lim na,b, = 0 

eine nothwendige Bedingung fiir jene Convergenz bildete: es findet 
somit hier wieder jenes schon oben hervorgehobene, wesentlich ver- 
schiedene Verhalten der ganzen positiven Zahlen » und jener Gréssen 
v,(m) (r > 1) statt, wihrend doch andererseits fiir die Beurtheilung 


der unbedingten Convergenz der Reihe >a,b, die Ausdriicke - a,b, 


und %,(”) a,b, als véllig gleichberechtigt auftreten. Der Grund dieser 
Erscheinung liegt nun aber einfach darin, dass die Reihen von der 


Form 
ao x 
1 > Y 1 
v = y ———___ ______ ——_._- r>1 
2 w,(v) vig)». Igy ’ re} 
™m m 
zwar gerade so divergiren, wie die harmonische Reihe > > — Woraus 


dann die aihnliche Stellung dieser Gréssen v und y,(v) in der Theorie 
der unbedingten Convergenz sich erklirt’ — dass aber nichtsdestoweniger 
jene ersteren Reihen wesentlich schwicher divergiren: und zwar ge- 
schieht bei ihnen die Divergenz um so viel langsamer, dass bei ge- 
wissen Combinationen der betreffenden Glieder mit wechselnden Zeichen 
bedingt convergirende Reihen zum Vorschein kommen, wo die analog 


aus den Gliedern von der Form gebildeten Combinationen divergente 


oder osciNirende Reihen liefern. 


Wahrend niamlich fiir die Reihe >) : , Wenn man mit s, die Summe 
der Reihenglieder bis . (einschliesslich) bezeichnet. der Ausdruck 


lim (Sen — Sn) fiir m= co 
oder allgemeiner — wenn p eine beliebige endliche positive Zahl be- 
deutet 

lim (Spx — S,) fiir m= oo 
(wo » zunichst endlich so zu wihlen ist, dass pn eine ganze Zahl) 
stets einen endlichen, von Null verschiedenen Werth hat — man 
findet niimlich 


1 1 
Spa — Se i tape tt peo 


pn 
3. 3 BA : 
” n n n 
a ane oe + 2 + Bee + pia 1 + p 
ani, Silk _ 











RnR > Po oO — «> 
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also: 
ha 


so besitzt der analoge Ausdruck fiir die Reihen der Form - =" 
den Grenzwerth Null. Hier ergiebt sich niimlich: 


(») 


1 1 1 
pn — = ew) Tem ty tT ea 


pn pn 
< wey Se paige payee 
also: 
lim (Spn — Sa) = 0. 

Gerade dieser Umstand ist es aber, welcher in dem oben betrachteten 
Falle und iiberhaupt in zahlreichen Beispielen ahnlicher Art — wo 
es sich also um bédingte, d. h. lediglich durch Zeichenwechsel hervor- 
gebrachte Convergenz handelt — als ausschlaggebend ins Gewicht 
fallt. So wird z. B. die folgende einfache und das oben gesagte be- 
sonders deutlich illustrirende Reihe 


f(2)—f (2) 
+f (3) +£(4) —f3) —F(A) 
F open FF (2*2) ree F(R) — (24) —f(2*+-2) — > — F(R") 


offenbar gegen den Werth Null convergiren, wenn f(v) = =i 
gesetzt wird: denn bricht man die Reihe bei einem beliebigen Gliede 
ab, so kénnen diejenigen Glieder, welche sich nicht mit den voran- 


gehenden direct aufheben, héchstens einen absoluten Werth 


= {fm +/+ 1) +--+ +/2n—1)} 

besitzen (wo zur Abkiirzung 2* + 1 =m gesetzt ist) — ein Ausdruck 
welcher nach dem eben gesagten fiir ™ = oo der Null zustrebt: die 
Reihe convergirt somit selbst gegen die Summe Null. 


Setzt man hingegen f(v) = -, so folgt ganz ebenso, dass die 


Reihe dem Grenzwerthe lg 2 zustrebt, falls man sie mit dem End- 
gliede einer positiven, wogegen sie die Summe Null besitzt, falls man 
sie mit dem Endgliede einer negativen Gruppe abbricht: -die Reihe 
oscillirt also in diesem Falle in den Grenzen 0 und lg 2. 
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VI. 


Ich kniipfe an das vorstehende noch die folgende Bemerkung, die 
sich zwar nicht mehr auf die Multiplication zweier bedingt conver- 
genter Reihen bezieht, jedoch mit den unter Nr. III angestellten Be- 
trachtungen in directem Zusammenhange steht. Es wurde dort darauf 


hingewiesen, dass die Convergenz der Reihe >) a,b, das Verschwin- 
den von 


n n 
limb, Da, und lima, >: by 
2a=—@ 
0 0 
nach sich zieht, wenn die a,, b, positive, fiir v = oo verschwindende 
a b . ’ 
Gréssen bedeuten und <r, =" niemals unendlich werden. Sind 


jetzt u,, v, beliebige complexe Gréssen von der Beschaffenheit, dass 
| ty | <= Gy, |v, | = b, 
wo a,, b, die eben erwaihnten Bedingungen befriedigen, so wird um 


so mehr 
n n 
lim »v, >: Uy, = lim u, Yon = 0 
rn—@ z= @ 


0 0 
sein. Man hat nun identisch 


Uy Vy Uy Oy Eee in On = (Uy — Uy) Vy + (Hy — Uy) (VQ 01) + °° 
+ (Un—1 — Un) (Ug 04H ++ * + On—1) Mn (Vp +0, + +++ + On) 


n—l n 


=D} (ty — nts) (GE HO») the DFO 


0 


oder auch durch Vertauschung von wu und v 


Hyp ty 24 E+ than —= LD? (Uy— Vota) (Myf oF the) + Oe DD? ty 


Lasst man jetzt » ins Unendliche wachsen, so wird in Folge der 
obigen Beziehung 


>) tr Py - > (ts —~ Uytt) (Up + +++ + Oy) 
(38) 


= >? (Uy — v4) (ty +++ + tH). 


Es werden somit unter den angegebenen Bedingungen gleichzeitig 


mit der unbedingt convergirenden Reihe > u,v, auch die beiden Reihen 








a —— ee ee el lUlC 
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> (Uy — rt) (Up +> ++ ey), 
9 


>? (= 4) (My + + + + my) 
0 


und zwar gegen die nimliche Summe convergiren. Offenbar braucht 
diese Convergenz ihrer Herleitung gemiiss im allgemeinen nur eine 
bedingte zu sein, sofern nicht etwa die u,, v, noch irgend welchen 
besonderen Bedingungen geniigen — wie z. B. dass die u,, v, reelle 
mit wachsendem v niemals zunehmende Grdéssen einerlei Zeichens sind, 
in welchem Falle dann offenbar jene Reihen ebenfalls nur Glieder 
einerlei Zeichens enthalten und folglich unbedingt convergiren. 
Ist von den beiden Gréssenreihen u,, v, nur die eine — etwa die 
der wu, — so beschaffen, dass 
en 0, <= 0; | Mote 


r= PD n 





nie unendlich 


wird, wogegen 
lim v, = v 
r= @ 
von Null verschieden, also endlich, unendlich oder unbestimmt sein 


Vntr | 
v0 


soll und _ gar keiner Bedingung unterliegt, so folgt zunichst 


n 


aus der Voraussetzung der unbedingten Convergenz von > U,v, auch 


diejenige von U=>'u (da ja U -»> i *UyVy und a nicht un- 


endlich wird). Dann wird offenbar 


lim 0, Fy = 0 -U 


0 


von Null verschieden (sofern nicht etwa gerade U = 0) ist), dagegen 


ganz wie friiher 
n 


lim Un >? Us = (0) 


0 


sein. In diesem Falle wird also noch die eine Transformation 


(39) > Uy Vy = > (Uy — Unger) (Vp + +++ + 0) 
D 0 


bestehen fleiben , also die Reihe 
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>? (tly = thes) (Oy H+ #0) 
0 


convergent sein (und zwar im allgemeinen wiederum nur bedingt). 
(Besitzt hierbei v, fiir m= 0o den bestimmten endlichen Grenz- 
werth v, so hat man auch 


Sue, = D3 (0, — os) (Uy +-+-+u)+0-U, 


sodass also in diesem Falle die Reihe 


> (v, 7 Uy41) (u, + — + Uy) 


ebenfalls noch convergirt, jedoch gegen eine andere Summe als jene 
erste, nimlich gegen den Werth > 0, — vU). 
Der in Gleichung (39) enthaltene Satz bildet offenbar das genaue 


Gegenstiick zu dem friiher erwiihnten (s. I am Ende) Dirichlet’schen 


Convergenzkriterium, bei dem im wesentlichen aus der unbhedingten 
Convergenz der Reihe 


> (Uy — Uyp1) (Vy + +++ + vy) 
0 


DP 


auf die im allgemeinen nur bedingte Convergenz der Reihe >: UyV, 


0 
geschlossen wird. Jener Dirichlet’sche Satz setzt niimlich in Bezug 


auf die eine Gréssenreihe — etwa die der u, -- voraus, dass dieselben 
aus niemals zunehmenden, fiir v = co verschwindenden Groéssen einerlei 
Zeichens bestehen soll (wobei man fiir die erste dieser Bedingungen, 
welche offenbar die unbedingte Convergenz der Reihe 


(tg — ty) + (ty — My) + (ty — Us) + -- > 
nach sich zieht, in etwas allgemeinerer Weise diese Convergenz selbst 
substituiren kann); sodann sollen die v, so beschaffen sein, dass 
Vy +o, +--+, = JV, fiir kein noch so grosses » unendlich wird 
(so dass also die Reihe V convergiren oder innerhalb endlicher Unbe- 


‘stimmtheitsgrenzen oscilliren muss). Diese Bedingungen zusammen 
laufen aber offenbar darauf hinaus, dass die Reihe 


DD (tte — tog) (Up Fee) * 


als unbedingt convergent und 

















Multiplication bedingt convergirender Reihen, 
lim Un (Vp + - +++ vn) = 0 
nao 


vorausgesetzt wird. Daraus folgt dann in der That genau wie oben 
die Giiltigkeit der Transformation 


Sw — Up41) (U9 + +++ + ry) = >>, % 
0 


0 
und somit — in umgekehrter Schlussfolge wie dort — die (im allge- 


meinen wiederum nur bedingte) Convergenz der Reihe > UyVy. — Man 


wird hiernach den Inhalt der obigen Betrachtung (Gleichung 39) und 
jenes Dirichlet’schen Satzes etwa folgendermassen zusammenfassen 
kénnen: e 

Ist lim «, = 0 und von den beiden Reihen 


(I) > we, > (II) > (w— Uri) (Vy +e: + Vy) 


r 


entweder: (1) unbedingt convergent und =e 


endlich; i 
oder: (II) unbedingt convergent und (v, + v0, +--+ +, 
niemals unendlich; 
so convergirt jedesmal auch die betreffende andere Reihe — 
und zwar im allgemeinen nur bedingt — gegen die niim- 
liche Summe. 
Da iibrigens u,v, = (—1)”u,-(—1)’v,, so kann man die Reihe 
(11) auch durch die folgende: 


niemals un- 


> (- 1)” (ty + Uy41) (Up — 0, +u,—---: + v,) 
0 
ersetzen. Da ferner mit der Reihe 


(1) >) uv 


0 


auch die folgende: 
(Ia) > (—1)" u,v 
0 


unbedingt convergirt und diese letztere aus (I) bervorgeht, wenn man 
entweder wu, mit (— 1)” u, oder v, mit (—1)’v, vertauscht, so kann 
man die Reihe (I) durch (Ia) und gleichzeitig die Reihe (II) durch 
jede der beiden Reihen 
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Dh 1 (te # thet) (0) +O + + Oy) 


(Ila) . 
> (Uy — Uy41) (Vp — 1, + 1p — +--+ +2,) 
0 
ersetzen. — Schliesslich sei noch hemerkt, dass man die Bedingung 


od ‘ . 
"tr niemals unendlich 
n 
in der nimlichen Weise modificiren bezw. erweitern kann, wie dies 
oben (unter Nr. Ill) geschehen. — 


Carlsbad, September 1882. . 
Nachtrag. 

Die von mir in diesem Aufsatze ausgesprochene Ansicht, es miisse 
vielen Mathematikern trotz der allgemeinen Bekanntschaft, deren sich 
die Abel’sche Abhandlung iiber die binomische Reihe zweifellos zu 
erfreuen hat, véllig entgangen sein, dass dort bereits die Anwendbar- 
keit der Cauchy’schen Multiplicationsregel auch fiir zwei bedingt con- 
vergente Reihen dargethan wird, findet eine merkwiirdige Bestitigung 
durch einen in Schlémilch’s Zeitschrift fiir Mathematik*) veréffent- 
lichten, mir erst neuerdings zufiallig zu Gesicht gekommenen Aufsatz 
von Herrn Prof. Stolz in Innsbruck. In diesem Aufsatze, — betitelt: 
Beweis einiger Siitze tiber Potenzreihen — welcher ausdriicklich von 
jener Abel’schen Abhandlung ausgeht und dieselbe auch im weiteren 
Verlaufe mehrfach citirt, heisst es zuniichst unter § 1, Abel habe 
die Stetigkeit der durch eine Potenzreihe definirten Function nur fiir 
das Innere des Convergenzkreises nachgewiesen und erst Dirichlet 
den entsprechenden Nachweis fiir einen Punkt des Convergenzkreises 
(sofern die Reihe dort noch convergirt) hinzugefiigt. Schon diese 
Behauptung diirfte als entschieden irrthiimlich bezeichnet werden**): 
A bel unterscheidet bei dem betreffenden Satze (Satz IV der gen. Abh.***)) 
iiberhaupt nicht zwischen dem Inneren und der Peripherie des Con- 
vergenzkreises (bezw. — da es sich an der betreffenden Stelle zuniichst 
nur um reelle Variable handelt — zwischen dem Innern und den Grenzen 
des Convergenzintervalls), und sein Stetigkeitsbeweis gilt in der That 
in ganz gleicher Weise fiir das Innere wie fiir die Grenzen des Con- 


*) Jahrgang 1875. 8S, 369 ff. 
**) Dieser Irrthum ist auch ohne Correctur in das betreffende Referat des 


Jahrbuches iiber die Fortschritte der Mathematik iibergegangen — 3. Jahrgang 
1875, S. 123. 


***) Crelle’s Journal, Bd. 1, 8.314. Abel, Oeuvres compl. 2¢ éd. T. I, p. 223 
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vergenzbereiches. Dies hat auch Dirichlet — bezw. Liouville*) 
der den Dirichlet’schen Beweis mittheilt — an der betreffenden Stelle 
unzweideutig-anerkannt: er pritendirt dort keineswegs, eine wesentlich 
neue Erweiterung oder Ergiinzung zu dem A bel’schen Satze zu liefern, 
sondern sucht denselben nur, soweit er sich auf die Convergenzgrenze 
bezieht, deutlicher zu formuliren und sodann — da der Abel’sche 
Beweis von verschiedenen Seiten nicht recht verstanden worden zu 
sein schien — von neuem zu beweisen.**) Dass aber auch Abel 
selbst die Giiltigkeit seines Stetigkeitssatzes fiir die Convergenzgrenze 
in Anspruch nimmt, zeigt zur Evidenz die in Rede stehende An- 
wendung, die er davon fiir die Verallgemeinerung der Multiplications- 
regel macht (Satz VI a..a. O.***)), Allerdings werden dort die zu 
multiplicirenden Reihen: 


(+4+4%+:--), (ty +4 +4 +++>) 
nur schlechthin als convergent bezeichnet: dass es sich hierbei aber um 
die Zulassigkeit eventuell nur bedingter Convergenz bandelt, kann gar 
keinem Zweifel unterliegen, nicht nur weil die Potenzreihen 


theater te), +tathar+--.) 
ausdriicklich lediglich fiir solche Werthe von a, welche kleiner als 1 
sind, als unbedingt convergent bezeichnet werden, sondern weil iiber- 
haupt dieser genaunte Zusatz nicht den geringsten Sinn hiitte, wenn 


, 


fiir die Reihen >’ th, re’ unbedingte Convergenz gefordert wird: 


denn die Multiplication zweier wnbedingt convergenten Reihen wird ja 
unmittelbar vorher vollstindig erledigt. 

Da nun aber Herr Stolz einmal den Irrthum bégeht, den A bel’- 
schen Stetigkeitsbeweis lediglich auf das Innere des Convergenzbe- 
reiches zu beziehen, ohne dass der eben erwihnte Zusatz zur Multipli- 
cationsregel ihn eines besseren belehrte, so musste ihm folgerichtig 
der Sinn dieses Zusatzes vollig verborgen bleiben. Und so heisst es 
dann auch unter § 2 seines Aufsatzes (a. a. O. 371) folgendermassen: 

»Aus diesem Satze+) ergiebt sich unmittelbar das 
folgende Corollar, welches bisher noch nicht verdffentlicht eu 
sein scheint: 


*) S. dessen Journal, 2° Série, T. VII, p. 253. 

**) Uebrigens diirfte der Abel’sche Beweis nichtsdestoweniger kaum an- 
zufechten sein und auch heutzutage, wo man den Begriff der gleichmiissigen Con- 
vergenz klar erfasst hat, dem Verstiindnisse keinerlei Schwierigkeiten mehr 
bereiten. 

***) Crelle, Bd, I, S. 317. Abel, Oeuvres T. II, p. 226. 
+) Namlich einer gewissen Verallgemeinerung des Abel-Dirichlet’schen 
Stetigkeitsgesetzes. 
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Sind die Reihen mit reellen oder complexen Gliedern 
0 0 


convergent, ebenso auch die Reihe >*¢n, wo 
a 
Cn = Ay Dn + a, Onin +--+ + andy 

so ist >) ca = ab, wenn a, b beziiglich die Summen der 

beiden obigen Reihen bezeichnen —“ 
wahrend doch thatsichlich dieses angeblich neue Corollar mit-dem 
erwahnten A-bel’schen Zusatze vollkommen Mentisch ist. Der letztere 
muss daher nicht nur Herrn Stolz, sondern wohl auch den meisten 
seiner Leser entweder véllig entgangen oder doch unverstindlich ge- 
blieben sein: wenigstens ist mir nicht bekannt, dass irgend jemand 
die von Herrn Stolz beziiglich jenes gar nicht unwichtigen Satzes 
mit nur geringem Vorbelalte in Anspruch genommene Prioritiit an- 
gefochten, bezw. fiir Abel reclamirt hiitte. 

Bei dieser Gelegenheit sei noch der Vollstiindigkeit halber erwihnt, 
dass auch in Stern’s bekanntem Lehrbuche der algebraischen Ana- 
lysis*) aus der Stetigkeit der Potenzreihe — deren Beweis iibrigens 
dort (§ 54) auf eine dritte, sowohl von Abel’s, wie von Dirichlet’s 
Methode abweichende Art versucht wird**) — in derselben Weise wie 
bei Abel die Anwendbarkeit der Multiplicationsregel auf bedingt con- 
vergente Reihen (sofern nur die Productreihe convergirt) gefolgert wird. 


Miinchen, 11. November 1882. 


*) Leipzig und Heidelberg 1860. 
**) Der Beweis ist indessen unzureichend. - 














Ein Analogon zu Gauss’ Satz von der Krimmung der 
Flachen. 


Von 


Ruvotr Sturm in Minster i/W. 


Der Satz von Gauss lautet bekanntlich: 

», Umgiebt man den betrachteten Punkt P der Fliche F mit einem 
geschlossenen Curvenzug p, construirt dann auf einer Kugel vom 
Radius 1 — Kugel (1) kiinftighin genannt — die Curve p’, fiir deren 
Punkte die nach dem Mittelpunkte hin gezogenen Radien parallel sind 
mit den im positiven Sinne gezogenen Flichennormalen der Punkte 
von p; so ist der Grenzwerth des Verhiiltnisses der von p’ und p ein- 
geschlossenen Flichenstiicke f° und f/f, wenn p dem Punkte P immer 
niher riickt, gleich dem reciproken Producte der beiden Hauptkriim- 
mungsradien R,, R, von P.“ 

Wir wollen p’ und f’ das Gaussische Bild von p und / nennen; 
ferner, der Einfachheit halber, die Tangentialebene von P uns horizontal 
vorstellen und die positiven Halbstrahlen der Normalen (wenigstens in 
der Nachbarschaft von P, die uns ja allein interessirt) nach unten 
gezogen denken, so dass dann auch nach unten gehende Kriimmungs- 
radien positiv sind und das sphiirische Bild f’ auf dem obersten Theile 
der Kugel (1) sich befindet. 

Der analoge Satz nun, den ich darthun will und der noch nicht 
bekannt zu sein scheint, ist: 

Wird die Curve p durch eine Kugel um P in die Fliche einge- 
schnitten , so ist die sogenannte mittlere Kriimmung der Fliche in P 


tft 1 
2 Ga + 3) 
also — abgesehen vom Factor - — das von Sophie Germain*) 


vorgeschlagene Kriimmungsmaass, der Grenzwerth des Verhiiltnisses der 
beiden Perimeter der Curven p' und p. 


*) Crelle’s Journal Bd. 7, S. 1. 
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1. Wir denken uns die Parallelfliche F zur Fliche F' fiir die 
Entfernung h construirt, nehmen aber h gerade positiv, wenn es auf 
dem negativen Normalenhalbstrahle sich befindet; so ist das Verhilt- 


niss entsprechender Flichenelemente auf F und I 


(4+ 2)042) 
denn der dem Punkt P entsprechende Punkt P hat ersichtlich die 
Hauptkriimmungsradien R, +h, R, + h (die bei positivem h grésser 
sind, daher die obige Vorzeichenbestimmung) und die entsprechen- 
den von Kriimmungslinien eingeschlossenen Elementarparallelogramme 
haben jenes Verhiiltniss. 

2. Betrachten wir nun, wie es Steiner thut in seinem im Mai 
1840 in der Berliner Akademie gehaltenen Vortrag iiber parallele 
Flaichen*), der insbesondere mich zu den folgenden Betrachtungen 
angeregt hat, statt der gekriimmten Fliche eine polyedrische TT und 
construiren das parallele Polyeder TT. Dessen Gesammtfliche besteht 
erstens aus einem der Oberfliiche von TT gleichem Theile A; sodann 
liefert jede Kante von TT einen cylindrischen Theil zur Oberflache von 
TT von der Grosse hyt, wenn y die Linge der Kante und t der 
Nebenwinkel des Innenfliichenwinkels von TT an der Kante ist. Diese 
Innenwinkel befinden sich auf der andern Seite als die positiven h, und 
liefern negative und auf der Innenseite befindliche t, wenn sie grésser 
als x sind. Endlieh liefert jede Ecke von TT fiir die Oberfliche von 
TT ein sphirisches Polygon auf einer Kugel vom Radius h, welches 
durch die Supplementarecke eingeschnitten wird. Ist 2@ die Summe 
der Kantenwinkel der Ecke von TT, so ist sein Inhalt h?(24% — 2). 
Die Gesammtoberfliche von TT ist demnach: 

A+t+h2Zyt+hLZ(2a — Zo) 
wo die Summen iiber alle Kanten, bez. Ecken von TT auszudehnen sind. 

Ist TT nicht vollstiindig geschlossen, sondern durch einen Rand 
begrenzt, so ist die erste Summe nur iiber die nicht zu demselben ge- 
hérigen Kanten (Innenkanten) auszudehnen; fiir die zweite Summe ist, 
behufs der Construction der Supplementarecke, jede Randecke von TI, 
durch Fortsetzung der beiden an den Rand stossenden Seitenfliichen 
bis zum Schnitte, zu vervollstiindigen; so dass, im Falle in einer Rand- 
ecke nur zwei Flichen des begrenzten Polyeders zusammenstossen, sich 
gar keine Supplementarecke ergiebt und eine solche Randecke in der 
Summe ausfallt: die vervollstiindigte Ecke wird ja auch von zwei 
flachen Winkeln gebildet, so dass 2x — Yq = 0 ist. 


*) J. Steiner's gesammelte Werke Bd. II, 8, 171. 
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Die beiden Summen 2Yyrt und XY(2a—2q) nennt Steiner die 
Summe der Kantenkriimmung und die Summe der Eckenkriimmung von 
TT und bezeichnet sie mit k, e; wodurch die Oberfliche von TT wird: 

A+hk+ We. 

Gehen wir nun zu einer gekriimmten Fliche F/ und zu dem den 
Punkt P umgebenden unendlich kleinen Fiiichenstiick f, so ist das 
entsprechende Flichenstiick f auf der Parallelfliche:° 


f =ft+hk+ he; 


andererseits fanden wir oben: 


f=f(t+-p) 0+ -a)s 
also ist: 
RCE ae 


folglich wird e gleich dem Gaussischen Bilde f’ sein. 

3. Projiciren wir aus dem Punkte P die Curve p durch einen 
Kegel, so kénnen wir mit Herrn Minding*) auf der Grenze das 
Flichentheilchen f ersetzen durch den Theil des Mantels dieses Kegels 
zwischen Scheitel P und Curve p. Fassen wir diesen Manteltheil als 
Oberfliiche eines berandeten Polyeders auf, so sind die Kegelkanten die 
Innenkanten und von den EKcken ist nur die Ecke P selbst zu beriick- 
sichtigen , da in jeder Randecke bloss zwei Flachen zusammenstossen. 
Sei y die Liinge der Kegelkante, t der Contingenzwinkel der in ihr 
sich schneidenden Beriihrungsebenen des Kegels, so haben wir: 


1 1 Zyt 
Weds “tastes gt 





Sei weiter m der Winkel zweier consecutiver Kanten des Kegels 
und nehmen wir nun an, dass die Curve p durch eine Kugel um P 
vom Radius y eingeschnitten sei, so ist: 


1 
f= 7729, 


wo Sq sich offenbar nur unendlich wenig- von 2 unterscheidet. 


Also ist: 
25 


1 1 
B +R A 7E9' 
aber y Xm ist der Perimeter p von p; mithin: 
1/ 1 1 at 
Hater 
Zieht man nun in den Punkten von p die Normalen an die Kegel- 
fiche, welche, so lange die Grenze noch nicht erreicht ist, sich von 





*) Crelle’s Journal Bd, 19, S. 370. 
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den Normalen von F unterscheiden, sodann die ihnen parallelen Radien 
bei der Kugel (1); so erhalt man eine Curve, die auf der Grenze in 
das Gaussische Bild p’ iibergeht, und andererseits die Polarcurve der- 
jenigen Curve p, auf der Kugel (1) ist, die durch den nach dem 
Centrum O von (1) parallel verlegten Kegel (Pp) eingeschnitten wird. 
Bedeutet p, noch deren Umfang, so ist: 


. Pi = ~9, 
also der Inhalt des von p’ eingeschlossenen Flichentheilchens 
f =2a — p, = 2a— XQ, 
und da wir es nur mit einer Ecke P zu thun haben, so ist dies e; also: 
eS 
. , RR, f’ 
wie bei Gauss.*) 
Ferner ist jeder Flachenwinkel + gleich dem entsprechenden Kan- 


tenwinkel des p’ projicirenden Supplementarkegels; daher ist Xt gleich 
dem Perimeter p’, und demnach: 


1/1 i Pees 4 
2 Ce + hy) ye 
wie oben behauptet. 


Natiirlich beziehen sich alle Formeln auf den Grenzfall. 

So zeigt sich, dass Sophie Germain’s Kriimmungsmaass oF 4+ z 
doch nicht so ganz gegeniiber dem Gaussischen zuriickzusetzen ist und 
seine Definition nicht so willkiirlich ist, wie sie z. B. Cournot in 
seiner Théorie des fonctions (letzte Seite des ersten Bandes) nennt. 
Freilich bleibt ja natiirlich das Gaussische unbedingt das werthvollere 
und insbesondere sind die Betrachtungen, durch welche Fri. Germain 
ihren Vorschlag begriindet, wenig annehmbar. 

Uebrigens hat ja auch die mittlere Kriimmung in der Theorie der 
Minimalflichen die ihr gebiihrende Bedeutung erlangt. 

4. Es diirfte noch eine Discussion iiber das Vorzeichen von f’ und 
p’ nothwendig sein, und wir kénnen uns dabei mit dem Falle hyper- 
bolischer Kriimmung in P begniigen. “Die Curve p wird dann die 
Tangentialebene des Punktes P viermal iiberschreiten, und ebenso wird 
die Curve p, den gréssten Kreis auf (1) viermal iiberschreiten, dessen 
Ebene zur Tangentialebene parallel ist; also ist ihr Perimeter grésser, 
als der dieses Kreises, und demnach 2” — p, und /’ negativ. In der 
That werden ja auch in diesem Falle die beiden Flichen f, /’, wenn 


*) Herr Minding zeigt a, a. O., dass bei der Verbiegung /, die einzelnen 


@, also auch f’ und RR sich nicht indern; was ein sehr anschaulicher Be- 
tt, 


weis des bekannten Satzes von Gauss ist, der nicht hinreichend bekannt zu 
sein scheint, 
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sie von gleichartigen Seiten der Fliche F und der Kugel, z. B. von 
den Seiten der negativen Normalen, also von oben her, betrachtet 
werden, bei entsprechender Durchlaufung von p, p’, im entgegenge- 
setzten Sinne umlaufen, wie dies Gauss auseinandergesetzt hat. 

Die zwei Theile des Kegelmantels (Pp), welche sich unterhalb 
der Beriihrungsebene befinden, wenden ihre Convexitit nach unten; 
ist z. B. Q ein Punkt eines untern Theils von p, so befindet er sich 
auf einem Normalschnitt von P, der seine concave Seite nach unten 
wendet; @P wird auf der Grenze dessen Tangente und zur Tangente 
in Q an p conjugirt, also von ihr durch die Haupttangenten getrennt, 
so dass p und der Kegel (Pp) seine convexe Seite nach unten wendet. 
Folglich sind diese Manteltheile von (Pp) als einspringend anzusehen, 
und die Winkel rt, auf der andern Seite als die positiven h gelegen, 
als negativ. 

Stellen wir uns auf der Kugel (1) den untern von p, einge- 
schlossenen, nahezu der Halbkugel gleichen Oberfliichentheil A vor; 
er greift mit zwei kleinen Theilen 0,, 0, auf die obere Hilfte und 
enthilt andererseits zwei kleine Theile 6,, 0, der untern Hialfte nicht; 
so dass: 


A= 2n-+ 6, + 0; — (6,+9,). 
Fassen wir A als sphiirisches Polygon auf, so werden die positiven 
« Nebenwinkel von ausspringenden, die negativen soleche von ein- 
springenden Polygonwinkeln; also: 


A= 2a — Xt; 
und demnach: 


Zt = 0, + 0, — (6, +4;) =p’, 


und das Vorzeichen von 0, + 0, — (0,+9,) bestimmt das von p’. 

Dieser Perimeter p’ ist mithin so lange negativ zu zihlen, als er 
negativen Winkeln t entspricht. Die Uebergangspunkte entsprechen 
also denjenigen Punkten von p,, in denen die sphirische Tangente 
von der einen Seite auf die andere tibergeht, also (sphiirischen) Wende- 
punkten; demnach sind: die Uebergangspunkte Riickkehrpunkte auf p’, 
so dass diese Curve aus vier durch Spitzen getrennten Bogen besteht, 
deren Lingen abwechselnd positiv und neggtiv sind. 

Die entsprechenden Punkte der Curve p sind nicht an und fiir 
sich ausgezeichnet, sondern nur durch die Beziehung zu P; sie sind 
Bertihrungspunkte von 4 aus P kommenden Schmiegungsebenen. 

Die nach ihnen gehenden Kegelkanten sind Beriihrungskanten von 
Wendeberiihrungsebenen des Kegels, und demnach erhalten wir in 
jenen Punkten von p zwei consecutive parallele Normalen des Kegels; 
aber wir erinnern uns, dass diese erst auf der Grenze sich mit den 
Flichennormalen identificiren. Ein Schluss auf Parallelismus benach- 
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barten Flichennormalen ist nicht berechtigt, soleche kommen ja auch 
nur auf der parabolischen Curve vor. 
Wahrscheinlich sind die Punkte (auf der Grenze) die Begegnungs- 
punkte von p mit den Haupttangenten. 
1 


Beachten wir, dass + ( i, 4+ RB auch der Grenzwerth von 


92 + 9s — (81+ 5) 


. Pp 
ist. 


Wihrend im Allgemeinen p’ und p oder 6, + 6, — (6,+0,) und 
p beide derartig der Null sich nihern, dass ihr Verhiltniss endlich 
ist; werden in Punkten, wo die mittlere Kriimmung Null ist, p’ und 
6, + 6, — (6, + 46,) in héherer Ordnung unendlich klein als p; bei 
den Minimalflichen geschieht dies also durchweg. 


Minster i/W., den 8. October 1882. 








Ueber die complexe Multiplication hyperelliptischer Functionen 
zweier Argumente. 


Von 


EK, Wiitnetss in Halle a. d. S. 


-. 


In den Monatsberichten der Berliner Academie vom Jahre 1866 
(S. 597) hat Herr Kronecker ein Verfahren entwickelt, die Para- 
meter t;, derjenigen Thetafunctionen zu berechnen, welche durch eine 
bestimmte Transformation nicht geiindert werden. Herr Kronecker 
nimmt dabei einen rein algebraischen Standpunkt ein und kommt zu 
dem gewiinschten Resultate dadurch, dass er in sehr scharfsinniger 
Weise die Gleichungen auflést, die zwischen den urspriinglichen Para- 
metern t,, und den transformirten t,, bestehen. — Nun entspricht 
aber der Transformation der Thetafunctionen eine Transformation der 
zu diesen Thetafunctionen gehérenden Integrale. Zieht man diesen 
Umstand mit in Betracht, so kann man auch auf einem andern Wege 
zur Bestimmung dieser besondern — _ ,singuliiren* — Werthe der 
Tpq gelangen, und es zeigt sich zugleich eine Erscheinung, welche 
der complexen Multiplication bei den elliptischen Functionen analog 
ist. Im folgenden will ich dies fiir Thetafunctionen zweier Variablen 
ausfiihren. 

Bekanntlich gehért zu jeder Wurzelgrésse 


V(@ — ay) (@ — a) (@ — ay) (@ — ay) (a — ay) = VR (a) 

ein gewisses Werthsystem der Parameter t,,, das sich in bestimmter 
a 
VR(a) 
Weise mége zu den transformirten Parametern t,, die Wurzelgrisse 
V(E — e%) (§ — @) (E — @) ( — @) (E — a) = P(E) gehoren. 

In Folge der Transformation, durch welche die Thetafunctionen 
mit den Parametern t,, in die Thetafunctionen mit den Parametern 
tT», tibergefiihrt werden, bestehen die Gleichungen 


Mathematische Annalen. XXI. 


Weise mittelst der Integrale - dx berechnen lisst. In gleicher 
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E. Wixruerss, 
2, + 0° 
2 *- Se. 
= VR(@,) V P(&a) 
“ » b” 
» e *at mas +h é., 
VB (#a) z VP(b) 
(wobei der Index a wie weiter unten die Indices 6 und y die Werthe 
1 und 2 annehmen sollen), insofern man die Quotienten der Theta- 
functionen mit den Parametern t,, als Functionen von x, und 2,, die- 


jenigen der Thetafunctionen mit den Parametern t,, als Functionen 
von §, und &, darstellt. Wenn nun 


(1) 


; Tq = Tq 
wird, so wird auch /P(~) = / R(x) (oder es lisst sich dies durch 
eine gebrochene lineare Substitution erreichen) und die Gleichungen 
(1) gehen dann iiber in: 
1 ava, + ¥ -> 5° 
V R(Eq) 
~ ” 
pg a ae 
= V(x) VR (Eq) 
Ich bezeichne nun die beiden Wurzeln von 
| Ma —a’, Ma’ — a’ | 
(3) sg ee yr |= 
| Mp —v’, MB’ —b" | 
mit M, und M, und setze 


(a’a” — a” a’) x + (p'a” — Ba’) — (B' a” — 8" a') M é 
4 ~ —— < == M(x); 
(4) Vi@ Pa(); 


dé., 
(2 


sodann multiplicire ich die erste der beiden Gleichungen (2) mit 
a” — M,a", die zweite mit —a + M,a’ und addire sie; ich be- 
komme mit Hilfe der Gleichung (3) 


M, Dd) 94 (#«) dtu = >! 9, (Ee) dba, 


M, D) 2(e) die = D) (be) dk 


d. h. Wenn die Parameter t,, bei einer bestimmten Transformation 
thre Werthe nicht dindern, so giebt es zwei bestimmte, zu diesen tp, ge- 


(5) 


hirende Integrale evster Gattung: f g(a) dx und f ga(x) dx, welche 


die charakteristische Eigenschaft haben, dass durch diese Transformation 


D4 J @, (Ha) dx_ bez. pa J 2 (ue) d%a mM sich selbst, multiplicirt 








ie, ie. Be | cee 
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mit 1:M,, bez. 1: M, iibergehen. — Da die Grossen M, und 
M,, wie ich im folgenden zeigen werde, im allgemeinen complex sind, 
so kann man dem Gebrauche bei den elliptischen Functionen analog 
sagen, es finde durch diese Transformation eine complexe Muiti- 
plication statt. 


e ; 4 . b ‘ 
Wird durch irgend eine Transformation Da t7a tbe dz. in 
VR(a,) 

by B : ‘ 

1360 + © dé, transformirt, und bezeichnet man ein System 
VP (&) 
: z+ by , 
von Fundamentalperioden des Integrals — dz mit @p,, a2, 
x 


6 oe d& mit Q;,, Qz,, 23,, 


@;,, @g, und ein System des Integrals ~ 








Q5,, so bestehen bekanntlich zwischen denselben die folgenden Glei- 
chungen: 


| , 
Ong = an (%3,y Quay + Ms,y+2 ay), 
(6) : 
3 = Dy (Mp42,7 Quy + Mp+2, 742 Quy), 
i 


in denen die gandMahien Ma, welche die Transformation bestimmen, 
durch die Gleichungen : 
Zz (03,2 p42,241 — Mp, 241Mp42,2) = 0, A—1, 2, 3, 4, 
° 
7) 
> (M3 aNg+2, «2 — NB, a+2%8+2, a)=x, a=l,2, 
2B 


oder auch: 


> (Ma, 9 Mats, p42 — M415 Ma, p42) =O, 

(7) 

> (Na, 6 Na+2,8-4+2 — Na+2, 3a, +2) =, 
ri 


(die Indices sind darin mod. 4 auf die Werthe 1, 2, 3, 4 zu reduciren), 
verbunden sind. (Vergl. Hermite, Comptes rendus, t. XL). Nimmt 


6 
man nun fiir f » 2+ ’ dx das specielle Integral Mz J 93 (x) da, 


VR(@) 
und also fiir f oa dé das Integral f‘pg(x) dx, wie es zu 


Folge der Gleichungen (5) sein muss, und bezeichnet man das System 
der Fundamentalperioden des speciellen Integrals f Pa (x) da mit 
@s,, Gp,, Bs,, Bs, 0 gehen die Gleichungen (6) iiber in 
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Mi Bag = 4 (M3.y Bay + Mp,~42 Day), 
Y 
®) ! . 
MB. err A (np42,y Bay + 342,742 D « y)= 
Y 


Und diese Gleichungen driicken aus, dass die Fundamentalperioden 


des speciellen Integrals { ~a(x)dx rationale Functionen des Multiplicators 
M, sind. 


Die Gréssen t,, sind durch 





, ’ , , 
B11 Bqq — Bi Bo, B1, Bq, — DB, Be, 
Te eee? “Boe ee? 
(9) 11 B29 12 921 11 Bag 12 By 
, , , , 
ee 12 Man — 912 Mae ie 
as B1, By, — By. By, ” - 


B11 Dog —— By Bo, 


von den Perioden @,3, @3 abhiingig gemacht; sie sind also ebenso 
wie diese Gréssen @,;, @,3 rationale Functionen der Multiplicatoren 
M, wd M,. Um dies niher zu untersuchen, setze ich in den Glei- 
chungen (8) 1 bez. 2 an Stelle von a, multiplicire die zwei erhaltenen 
Systeme, jede Gleichung des einen mit jeder Gleichung des andern 
und zwar Seite fiir Seite, und subtrahire in geeigneter Weise je zwei 
der erhaltenen Gleichungen von einander. Dadurch erhalte ich, wenn 
ich noch ‘* 


, , , , 
B12, — 811 Boe 


<i. Ty2T2) — Ty Ta =F, 
und 
New Nav — Ney Nay = (xAl pv) 
setze: 
“M,M, *=(12|12)+ (12 13)r,, + (12| 14) c,. —(12|23),, 
— (12|24)r,.— (12|34)¢, 
M, M, t,, = (13) 12) + (13| 13)r,, + (13| 14)r,, — (13 | 23)r,, 
— (13|24)r,, — (13 |34)¢, 
M, M,t,.=(14| 12) +(14] 13) r,, + (14| 14) c,. — (14|23)r,, 
—(14|24)r,, —(14|34)¢ 
(10) (14|24)r,,—(14|34)¢, 


— M, M,,, = (23| 12) + (23 | 13)t,, + (23) 14) t..— (23 |23) r,, 
— (23|24)r,, — (23|34)¢, 
— M, M,t,,—=(24| 12) +-(24|13)r,, + (24/14) r,. — (24|23)r,, 
—(24|24)r,, — (24| 34) ¢, 
—M,M,t =(34)12)+ (34|13)t,,-+4+ (4/14) t,. — (84 23)r,, 
— (24|24)r,, —(34|34)¢. 
Aus diesen Gleichungen ersieht man, dass die Parameter t,, Func- 
tionen des Productes der beiden Multiplicatoren M, und M, sind. 
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Diese Gleichungen (10) kann man noch auf andere bemerkens- 
werthe Formen bringen: So erhilt man mit Hilfe der Gleichungen 
(7), wenn man die zweite und fiinfte Gleichung addirt: 


(11) (Tyg — To) (MM, M, — x) = 0; 

wenn man die erste mit — m3,,, die zweite mit m,,, die vierte mit 
— m,2 (wobei 4 = 1, 2,3, 4 sein kann) multiplicirt, und diese Glei- 
chungen alsdann addirt: 

M, My (145 44-94 Toy — M31) =H (— My Typ MqQT,  * = —Mgg lb), 
My My, (Myo 644 MgqT4—N gq) = % (— Myq T29-F M9 Toy Mo 3 * ) 
M, M, (1437, )-Mq3 T4—Myg) = *( + —MNqy — — Mog Tyg—Myq Ta) 
M, My (144%) ) M4 Ty — My 4) = % (Mp * fgg T4-M oq To) 
Und ihnliche Gleichungssysteme wie dies letztere existiren noch 
drei weitere, die man in analoger Weise bilden kann: 


(12) 


My, My (4, Typ gy To7— My) HH( My Typ— My QT], * gb), 


M, My (142% yo MQ To7— Mp) H(A Nyy T.-— My QT. — Mb * ), 
(12) M, My (My, t Igy Ty9— yy Toy) = (My Ty 9— MoT, -* = Myf), 
M, My (ny,b gy Ty M44, Ty) = 4 (— Mgy Tyg MgQT1_ * «= —M gg F), 


Ferner kann man ein bemerkenswerthes Gleichungssystem zwischen 
den t,, dadurch herstellen, dass man in die identischen Gleichungen 
Waitu + Basta = Wai, 

Warti2+ Waste = Was 
die Werthe von @ei : Daz: Wai: Baz aus den Gleichungen (8) 
substituirt. — 

Was nun endlich die Multiplicatoren M, und UM, anbelangt, so 
sind dieselben als Functionen von a’, b’, a”, b”, a’, B’, «’, B” (vergl. (2)) 
eingefiihrt worden; sie hiingen aber auch in héchst einfacher Weise 
von den Zahlen m,, ab: eliminirt man nimlich die T.,, Was aus den 


Gleichungen (8), so ergiebt sich, dass die M, und M, zwei Wurzeln 
der Gleichung 


(13) 


| 
,—M, mM, N13, Ni4 
14) A | No) M, — M, ms, Noy 
( (=) n n N., —M, n 
| 31> 32) 33 » M34 


| M41» M42) 435 nm, —M 
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sind, welche man mit Hilfe der Bedingungsgleichungen (7) auf 
die Form 

(14a) A(M) = M!— AM*+ BM? —- AxM+2?=0 

bringen kann. Die Multiplicatoren M, und M, sind also Wurzeln 
einer Gleichung 4. Grades, deren Coefficienten ganze Functionen der 
Zahlen nm, sind; der Coefficient von M* ist gleich Eins; die Gleichung 
bleibt ungedindert, wenn man x: M an Stelle von M setzt. 

Die Irrationalitiit w,:v,, von der die Parameter t,, in der er- 
wiihnten Arbeit von Herrn Kronecker abhiingig erscheinen, ist 
gleich M,?: x. Denn zu Folge der Bedingungsgleichungen (7) kann 
man die Gleichungen (8) auch schreiben: 


*Was = Ma > (My+2, 342 Day — Ny, p4+2@ay); 
7 

(8a) , 

* Das => M. » (— Ny+2, 8 Bay oo Ny, p Way). 
Y 


Aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (8) folgt nun: 
% > (3,7 Bay + p,y42 Way) 
Y 


—_ M.* > (Ny 42,542 Day oe The. 642 ay)> 
(8b) : 


% - (Np42,y Day + Ms+42,742V ay) 
Y 


= M,? » (— My+2,3 Way + Ny, 3 Tay), 
Y 
und eliminirt man aus diesen Gleichungen die Oy, Wis, so erhilt 
man genau die Determinante, deren Wurzeln M,*: x identisch mit 
Ue? V_ sind, Substituirt man ferner die aus (8b) berechneten Werthe 
von Wes, Was in das Gleichungssystem (13), so geht dasselbe in das 
System iiber, zu dem Herr Kronecker zuletat (p. 606) gekommen ist. 


Ll. 


Ist nun die Transformation dadurch, dass die Zahlen ,, bekannt 
sind, bestimmt, so kann man auf Grund der vorhergehenden Betrach- 
tungen in folgender Weise die Werthe der t,, berechnen: Man be- 
stimmt die Wurzeln der Gleichungen (14), setzt die Werthe zweier 
derselben an Stelle von M, und M, in das Gleichungssystem (10) (bez. 
in das Gleichungssystem (12)) und berechnet aus diesem die t,, direct 
oder man setzt sie in das Gleichungssystem (8), sucht zuerst die Werthe 
von @es, Bes und erhiilt dann aus diesen Grodssen die Werthe 











— 86h OCU £2 ee, 
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von t,, mittelst (9) oder mittelst (10). Die so erhaltenen Werthe 
von ty, sind dann brauchbar, wenn die Bedingungen 


(45) Tyo = Ty , 
oder 
(15a) Ou Gy — Bn Ti + TeBe — Tx Ty =O, 


und bei der Bezeichnung 


i L Trq = tna + itpg 
die Ungleichungen 


(16) éi,>0, t>0 
und 

(16a) by teg — by? > 1 
bestehen. 


Um dies und iiberhaupt die Beschaffenheit der Multiplicatoren 
niher zu untersuchen, muss ich einzelne Fille unterscheiden: 

I) Es seien Wat: Wag: War: Bee vollkommen durch die Gleichungen 
(8) bestimmt: dann sind die Multiplicatoren M, und M, von einander 
verschieden , sie sind complexe, nicht conjugirte Zahlen; und die Wurzelu 
der Gleichung A(M) = 0 sind stéimmtlich verschieden. 

Dies ergiebt sich in folgender Weise: Da sich die Wai: Daz: +--+ 
vollkommen bestimmt aus den Gleichungen (8) berechnen lassen sollen, 
so sind @;, und @/, dieselben Functionen von M, wie Gog und Bs 
von M,. Wire nun M, = M,, so wiire auch insbesondere @,, : @,, 
= Dy, : Ty», also D,, Dy. — B,.D,, = 0, was bekanntlich unméglich 
ist. Wenn M, real wire, so wire auch @,,:@,.:--- real, was be- 
kanntlich ebenfalls unméglich ist. Ware M, und M, conjugirt com- 
plex, so wire @,,@,, —@,,B.,, Wi D2» — Dy Wx, +--+ rein imaginir, 
also t,,, °++ real, was im Widerspruch mit der Bedingung (16), also 
auch nicht mdglich ist. — Hiitte endlich A(M) =O zwei gleiche 
Wurzeln, so miisste zu Folge der besonderen Beschaffenheit der Glei- 
chung A(M) = 0 (vergl. (14a)) entweder: 


° 1 2 
A(M) =(M?— | AM + x) 
oder 
A(M) = (M* — x)? 
sein, und unter den 4 Wurzeln von A(M) = 0 finde sich kein Paar, 
welches verschieden und nicht conjugirt complex wire; folglich kann 
A(M) = 0 keine zwei gleiche Wurzeln haben. 
Il. Es ist Wa1: Dez: D1: W.. einfach unbestimmt: Dann sind 
die Multiplicatoren M, und M, verschieden, sie sind entweder 
1) conjugirt complex, und ihr Product ist gleich x und 


A(M) =(m? — | AM+x), 
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oder id 
2) sie sind real: M, = — M,=—Yx und 
A(M) = (M? — x)?. 


Im ersten Fall sind die tpq einfach unbestimmt, im zweiten sind 
dieselben zweifach unbestimmt. 

Dass M, und M, verschieden sein miissen, kann man in folgender 
Weise beweisen. Man setze in (8) «a= 1, bez. = 2, multiplicire die 
Gleichungen mit @:,, bez. @,, und subtrahire die beiden erhaltenen 
Systeme, je die entsprechenden Gleichungen von einander. Dadurch 
tindet man, wenn man jetzt M, = M, setzt: 


; (1 —~ (— 1”) M, = my + m3 ty2 + My Ty, 
1 
(17) ze At (— 12) M, = tay + 3 ty2 + My Ty, 


Ty2M, = Mgy + Myg Ty 2 + Nyy Ty1, 


Ty 1 My = May My Tye My Ty 1, 


wobei y = 1 und 2. Aus diesen Gleichungen erkennt man, dass ent- 
weder »,, = 0 fiir A Zu, und = WM, fiir 4 = uw ist, oder dass eine 
Gleichung von der Form ¢,t,, + ¢,ty,-+ ¢, == 0, (in der c, und ¢, 
nicht zugleich Null sind), besteht. Der erste Fall ist ausgeschlossen, 
weil sonst eine einfache Multiplication stattfiinde, die hier nicht in 
Betracht kommt; im zweiten Fall wiiren die imaginaéren Theile der 
T», durch die Gleichung ¢,¢,,-+ ¢,t,,—=0 verbunden, aus welcher 
ty tog — ty? =O folgen wiirde, was im Widerspruch mit der Be- 
dingung (16a), also auch nicht moglich ist. — Da ferner Wa: : Dee: +--+ 
einfach unbestimmt sein soll, so miissen die Adjuncten der Elemente 
der Determinante A(J/), insbesondere 


7 7 0 er 
Oma A(N), Din A(N), am A(M) und ae (AM), 
fir M=— M, verschwinden, und da 
d : 0 é e é 
am &() — A(M) — A(M) — Tina A(M) — San A(), 


so schliesst man hieraus, dass A(M) = 0 eine zweifache Wurzel haben 
muss, und also in Folge der besondern Form der Gleichung (vergl. 
(14a)), entweder 


(142) A(M) =(M?— + AM +x) 


oder 


(148) A (AM) = (M* — x)? 
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ist. Hieraus und aus dem Umstande, dass M, wid M, verschieden 
sein miissen, folgt, dass entweder 


M,M,=x oder M,M,=—— x 
ist. Diese beiden Falle miissen getrennt behandelt werden. 

A) Es sei erstens M, M, = x. 

Um zu beweisen dass M, und M, complexe Grossen sind, werde 
ich die Ausdriicke fiir die t,, selbst herstellen, wenigstens unter 
einer gewissen Beschrinkung. Ich setze zu diesem Zwecke in die 
Gleichungen (12) x an Stelle von M,M, und t,, an Stelle von r,,. 


Indem ich in der 3., 8. und 10. dieser Gleichungen den imaginiren 
Theil vom realen trenne (vergl. (16)), finde ich, dass 


(18) Myo = — M3, yy = Ny, 

Hog = — yy, gy ™ M2 
ist; ferner finde ich durch Subtraction der 15, dieser Gleichungen von 
der ersten, dass ,, — %» —-+ M3 — %4, =O ist, was zusammen mit 
der Gleichung ,, + ”.. + 5 + ,, = 2(M, + M,), die aus der 
Vergleichung des Coefficienten von M®* in (14) und (14a) hervorgeht, 
ergiebt, dass*) 
(18a) My + Nyy = My + My, = M, + M,. 


An Stelle der Determinante (14) erhailt man die einfachere: 


| 4, — M nN, - M3 M4 

| 

| Mos M,—-M my Nos 
(141) ACM 

M34 May N;—M —mny, 

a Nay N49 —N15 Ny, —M 


und diese Determinante wird, wenn man sie mit Hilfe der Bedingungs- 
gleichungen (7) ausrechnet, in der That genau gleich 


A(M) = (M? — (my, + 55) M+ x)’. 


Ferner reduciren sich die Gleichungen (12) fiir dies specielle 
System der Zahlen n»,, auf 





*) Diese Gleichungen (18) und (18a) kann man auch aus dem Umstande 








herleiten, 





und M= WM, verschwinden muss. Ausser- 


7 
ON, g 
dem lisst sich hieraus noch ableiten, dass entweder 


Ny = 0, Ny =O oder my = Ny, 
und dass entweder 


’ Nyy = 0, My, =O Oder yy = Nag 
sein muss. 
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1) Myy — Myy Mp3 Ty Myy Top HF 2VMyy Ty. = 0, 

Il) = My My QT iy My Toy — My yb =0, 

(19) IIT) — Mg H (yy — MQ) Ty VM, Ty + Nyt =O, 
IV) — Myy — (yy — qq) To. 2M QT 1p + Mgt = O, 

V) Myo T yy Magy Typ — 2M yy Typ (My, — yy) E = O. 


Da durch die gleichzeitige lineare Transformation der urspriing- 
lichen und der transformirten Thetafunctionen, und damit auch der 
urspriinglichen und der transformirten Integrale, die Gleichungen (5) 
sich nur insofern fndern, als an Stelle der Functionen ,(x) andere 
Functionen treten, dagegen die Multiplicatoren M, und YM, in diesen 
Gleichungen ungeiindert bleiben, so braucht man, um alle Multipli- 
catoren zu erhalten, nur solche Systeme @e;, Ge; zu betrachten, die 
nicht durch lineare Transformation in einander iibergefiihrt werden 
kénnen. Da aber durch abwechselnde Anwendung der beiden Trans- 
formationen , bei welcher 


Bar, bez, Baz, Bart War, Wie 
an Stelle von 
Bai, bez. Barz, Bir, Daz 
und bei welcher 
Mur + War, bez. Maz, War, Baz 
an Stelle von 
Wai, bez. Baz, War, Wee 
tritt, erreicht werden kann, dass m,, (oder auch ,,, %,, 4) gleich 
Null wird, so kann man sich also bei der folgenden Betrachtung auf 
solche Systeme m,, ,beschriinken, bei denen 


ny = QO. 


Unter diesen Voraussetzungen will ich jetzt aus den Gleichungen 
(19) die Werthe der r,, berechnen. Dabei muss ich mit in Betracht 
ziehen, dass ¢ = 1,” — T,,T., ist, -was, nebenbei bemerkt, nicht ndthig 
ist, wenn die Wurzeln von A(M) =O simmtlich verschieden sind. 

a) Es sei ,, nicht Null. Dann ist auch, wie aus (19) I) folgt, 
(weil r,, und t,, complex sein miissen), auch »,, nicht Null. Aus den 
Gleichungen (19) I) und III) finde ich, wenn ich die Discriminante 


von (M—M,)(M—M,) = M*— (nm, +n35) Mx, d. i. (m+ 155)? 
mit d bezeichne, mit Hilfe der Gleichungen (7), dass 


1 Tq \ ae 
Msti—FZ (M33 — 4) + ) 0 — M43 M4 (x. + ) ’ 


Neq 





1 \ rs No 2 
Nog T29 == | (Myy— Moa) as D — M3 Moy («,, + =) ‘ 











—_ — 


a. 
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Diese Werthe von 1,, und t,, geniigen, wie man mittelst der 
Gleichungen (7) nachweisen kann, auch den iibrigen Gleichungen (19) 
If), [V) und V). — Macht man jetzt die Annahme, dass M, und YU, 
real, also d > 0, und beriicksichtigt dabei, dass n,, -,, < 0 ist, was 
aus der Bedingung (16), der Gleichung (19) I) und dem Umstande, 
dass n,, = 0 ist, folgt, so findet man bei der Bezeichnung 


+ — ml +68] =D 
nach bekannten Formeln, dass 
1 


iy boy — by? = Tautm D—Y DPF m3 0,,94,,7} 
ist, wobei /D + 4n,,n,,0¢,,? der positive Werth zu geben ist. Die 
rechte Seite hat nun, da n,,,, < 0 ist, einen negativen Werth, was 
im Widerspruch mit der Bedingung (16a) ist. Folglich ist die An- 
nahme @> 0, d. h. dass die Multiplicatoren M, und M, real sind, 
unzuldssig. 
b) Es sei ,, = 0; dann folgt aus (19) I) und (16), dass auch 
My, = 0, Nyy =n, also auch 2, = Mm, 
ist, und aus den Gleichungen: (19) findet man dann, wenn 





11, — Noo 2] 0 
ist: 
= Has — Batis > te=— yo — 212 Te ; 
Ny, — Noe Ny — Nee 
so dass 
‘ — 40 t,,? 
ty, too — ,,? = = 
1122 12 (904, — Meg)? 


ist. Aus dieser letzteren Gleichung folgt mit Hinsicht auf die Be- 
dingung (16a), dass 0d <0, also die Multiplicatoren complex sein 
miissen. — Ist ,,; = %., also iiberhaupt 
yy = Mog — Nyy = Ny, 
so ist, wie aus (14) 1) folgt, jetzt 
A(M) = (M* — 2n,, M+ n,,? — 4.2)’, 
mithin 
8 = Ny.M%, 

und dieser Werth 0@ ist negativ, weil zu Folge (16), (19) II) und 
n,, = 0 die Zahlen n,, und ,, verschiedenes Vorzeichen haben. Also 
sind auch hier die Multiplicatoren complexe Zahlen. — Ist endlich 
auch ”,. oder »,, gleich Null, so folgt aus den Gleichungen (19) und 
den Bedingungen (16), dass siimmtliche Zahlen m,, ausgenommen 
Nyy = Ny = Nyy = Ny, gleich Null sind, und dass demgemiss eine 
gewohnliche Multiplication stattfindet. — 

Es sind also, wie behauptet, M, und M, complexe Gréssen und 
die ty, sind einfach unbestimmt. 
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B) Es sei zweitens 
M,=—MU,=/yx, also M,M,=——x. 
Da Tet :Weeg:--+-+ unbestimmt sein soll, miissen die Adjuncten 
der Elemente von A(M) fir M= M, und fir M = MU, verschwinden ; 
insbesondere muss i A(M), d.i. wie sich mit Hiilfe der Glei- 


chungen (7) ergiebt: 


= 03M? — (n,m + + +?) M+ 143%, 


oa(M) 
ON 
fir M=M,—+ yx und fir M= M, = — px Null sein. Dies 
ist aber nicht anders méglich, als wenn 
m3 = 0 

ist. Ich setze jetzt in den Gleichungen (12) n,, 0, und — x, bez. 
T, an Stelle von M,M,, bez. von t,,; dadurch finde ich, da r,, 
und t,. complex sind, dass n,,=—0, m,=0, m.—0 und n,—n,,, 
Hag Magy Myg mm — Magy Raq — Mey» %yq  — Byq Hyg — Hy 
ist. Demgemiiss nimmt die Determinante A() die specielle Form an: 


ip M Myo 0 M4 
| ho. —n—M —n, 0 
(1411) A(M)=| l, 
| 0 — My, n—M Mm, 
Mss 0 N49 —o— a | 


und die Bedingungsgleichungen (7) zwischen den m,, und das Glei- 
chungssystem (12) zur Bestimmung der t,, reduciren sich auf 


” 
1 = Myy Moy P Myy Nyy = %, 
und 


(20) My PF Myy Ty — 2NTyy — My Ty — Mt = OL 


Aus dieser letzteren Gleichung erkennt man, dass die t,, in der 
That zweifach unbestimmt sind. — 

Will man die t,, anstatt durch die Gleichungen (12), wie dies 
eben geschehen, mittelst der Gleichungen (8) und (9), bez. (13) be- 
rechnen, so muss noch folgender Umstand mit in Betracht gezogen 
werden. Wenn M, M,=: ist, so ist nicht nothwendiger Weise (verg]. (11)) 
fiir alle diejenigen Systeme t,,, die man erhilt, die Bedingung t,,=t,, 
erfiillt. Es wird dies vielmehr erst in folgender Weise erreicht. Da 
die @,1: ®a2:--+- einfach unbestimmt sind, so ist 


Das = Ua(dag + Vabeg), Daz = Ua(da,p42 + Vaba,g+s) » 





(21) 
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wobei u,, &,, ¥,,, unbestimmte Gréssen sind. Substituirt man diese 
Ausdriicke in (15a), so erhilt man hierdurch eine Gleichung, durch 
welche die Unbestimmte », von v, abhingig gemacht ist, und v, 
durch v, ausgedriickt werden kann. Ist dies geschehen, dann erst 
wird fiir die erhaltenen Werthe r,, die Bedingung 1t,, = T,, erfiillt 
sein; es ist dann sowohl @,,:@,,:--++ als auch @,,: Wy .:---, als 
auch T,;, Tj) T) nur von v, abhingig, und demgemiiss sind auch die 
Tpq nur einfach unbestimmt. — Bemerken will ich noch, dass in dem 
andern Fall, in dem die @q1: @g2:-+-~- einfach unbestimmt sind, d. h. 
wenn M, M, = — x ist, die Gleichung zwischen v, und v, identisch 
verschwinden muss, weil, wie aus (11) folgt, fiir alle erhaltenen t,, 
die Bedingung t,, = T,, erfiillt ist; demnach ist @,,:@,.;--- von 
der Unbestimmten v,, @,,:@,.:-+-+ von der Unbestimmten v, und 
Tiy» Ty2) To VOR ¥, und v, abhingig; dementsprechend sind hier die 
Tpq zweifach unbestimmt. 

Ill.. Zweifach wnbestimmt kann das Verhiiltniss War: Wag :+ ++ nicht 
werden. 

Denn in diesem Falle miissten die Unterdeterminanten zweiten 

Grades von A(M) fiir M—=— M, verschwinden und daraus wiirde 
folgen, dass 


| a, a +M,—M 2,4) Pw a, a,’ | 

| ay de! Ay ay +M,—M yi,’ eS | 
av AA,’ Ay ds’ AsAs+Mi—M 4,4; 

aay ty Ay Ay 4, 4j-+M.—M 


ist, also dass m,, = 4A, + Mz, ny. = A,4,, u.s. w. Setzt man diese 
Werthe von »,, in die Bedingungsgleichungen (7) ein, so findet man, 
mégen dabei auch einige der 4;, 4; Null sein, dass 
A=, Ay=h, AeA, ASA, 
ist. In Folge davon geht (21) in 
A(M) = (M — M,)! 
iiber, und es ist also 
M, = M,. 
Ferner nehmen die Gleichungen (17), die ich fir M, = M, ab- 
geleitet habe, fiir diese besondern Werthe den ,, die Form an: 
An (Ay + Ag ty: + Ayty1) = 0, m—1, 2, 3, 4, 
y = 1, 2. 
Aus diesen Gleichungen schliesst man, wie oben aus den Glei- 


chungen (17), ‘dass die @.3, @zs vollkommen unbestimmt sind, und 
dass also nur die einfache Multiplication stattfindet. 
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Fir die Transformationen ersten Grades habe ich die Gleichungen 
A(M) = 0 aufgestellt, und je ein System der t,, berechnet. Es sind 
dieselben, wenn 


1) die t,, vollkommen bestimmt sind: 
2ni 
1) M‘+ M°+ M?+M+1=0; 4,—e —1, 
ami 2ai 2ai 
re A +e5), Siete 


€ Fr € € 
2) M*+ M*?+1=—0, tT. = 3 V3, Ty, = Tq = 2T 95 


3) M*+1=0, t—=m=3(1+i72), t= 33 


; 


II) wenn die t,, einfach unbestimmt sind: 
4) M?+M+41=0, ty = ty = 249; 


1 
5) M?+1=0, Ty = To) T= 53 


111) wenn die t,, zweifach unbestimmt sind: 


6) M?—1=0, 1,,——+, 1, und t,, beliebig. 


2? 
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Ueber eine Flache 6" Ordnung vom Flachengeschlecht — 1. 
Von 
M. Norruer in Erlangen. 


In dem letzten Paragraphen meiner Arbeit ,, Zur Grundlegung der 
Theorie der algebraischen Raumcurven“*) habe ich eine Anwendung 
auf die Untersuchung der Geometrie specieller Flachen gegeben und 
insbesondere als Beispiel auf die Fliche 6’ Ordnung, F',, hingewiesen, 
welche eine Raumcurve 4'** Ordnung, vom Geschlecht 1, zur Doppel- 
curve und eine diese Curve nicht treffende Gerade zur Doppelgeraden 
hat. Die daselbst fiir die Fliche 7’, nur angedeuteten Resultate sollen 
nun hier entwickelt werden. 

Diese Fliche F, wurde deshalb gewihlt, weil sie der erste, nicht 
unmittelbar zu behandelnde, Reprisentant einer Flichenclasse ist, die 
iiber die friiher**) von mir erledigte Classe von Fliichen, welche eine 
lineare Schaar von rationalen Curven besitzen, hinausgeht. Eine Fliche 
dieser letzteren Classe hat das numerische F'liichengeschlecht***) 0 und 
lisst sich rational eindeutig auf die Ebene abbilden. Die Fliche /’, 
hat, wie ein Kegel 3’ Ordnung, ein negatives numerisches Flichen- 
geschlecht, = — 1, und besitzt eine Schaar rationaler Curven, deren 
Parameter in derselben Irrationalitiit eingeht, wie der Parameter der 
Geraden eines Kegels 3'* Ordnung. Es fragt sich, ob die Fliche F, 
sich auf einen Kegel 3'" Ordnung rational abbilden liisst? Durch die 
hier folgende Entwicklung der Grundziige der Geometrie der Fliche 
F’, wird diese Frage bejaht. 


§ 1. 
Die Kegelschnittschaar der Flache. 


Kine Gerade C, sei durch die Gleichungen zweier durch dieselbe 
gehenden Ebenen 


(1) A=0, B=0, 





*) Diese von der kgl. Akad. der Wiss. in Berlin 1882 mit dem Steiner’- 
schen Preise gekrinte Arbeit wird in den ,,Abhandlungen“ der gen. Akademie er- 
scheinen. Ein ausfiihrlicher Auszug findet sich im Journal f. die reine u. angew. 
Mathem., Bd. 93, p. 271. 

**) Ueber Fliichen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen“, Math. 
Annalen Bd. III. ~ 

**%) Vol. § 12 meines 2'" Aufsatzes ,, Ueber das eindeutige Entsprechen alge- 
braischer Gebilde‘‘*, Math. Annalen Bd. VIII. 
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eine Raumcurve 4'* Ordnung, vom Geschlecht 1, C,, welche C, nicht 
trifft, durch die Gleichungen zweier durch C, gehenden Flachen 2‘ 
Ordnung 


gegeben, Die Fliche F’,, welche C, und C, zu Doppelcurven hat, 
wird die Gleichungsform haben: 


(3) (dy A? + a, AB + a, B%)g* + (0,4? +, 4B +b, B) pe 
+ (A? + ¢, AB + c, By’? = 0. 


Verbindet man mit der Gleichung (3) der Fliiche F, die Glei- 
chungen der beiden Flichenbiischel 


(4) A—AaB=0, 
(5) gy—uy =), 


so wird die Gleichung (3) erfiillt, sobald ausser (4) und (5) noch die 
Gleichung zwischen den Parametern 4, uw besteht: 
(6) (@yd?+- a, A+ ay) w? + (bod? +b, 4+) U+ (64? 4+ 6,440.) = 0. 
Der duréh (4), (5) unter der Bedingung (6) gegebene Kegelschnitt 
liegt also auf F,, und die Fliche /, enthiilt eine einfach unendliche 
Schaar 2 von Kegelschnitten, welche rational von zwei, durch (6) 
verbundenen, Parametern abhiingt. Jeder der Kegelschnitte trifft C, in 
zwei, C, in 4 Punkten. 
Sowohl die Schaar (4), als die Schaar (5) trifft F, in einer linearen 
Schaar von je zwei Kegelschnitten. Ebenso trifft die dreifach unend- 


liche Schaar von Flichen 3 Ordnung, welche durch C, und C, gehen, 
also die Schaar 


1 Ap + 4,A¥ + a, Bp + 4,B¥=0, 

die Fliche F’, in einer linearen co*-Schaar von je 4 der Kegelschnitte 
aus 2; denn jede dieser Flichen 3'* Ordnung hat mit irgend einem 
der Kegelschnitte schon 6 Punkte gemein, muss denselben also voll- 
stindig enthalten, sobald sie durch einen weiteren Punkt desselben 
geht. Analog treffen die Flichen 4'* Ordnung, welche C, doppelt, 
C, einfach enthalten, F, nur in Gruppen von Kegelschnitten aus 2, 
und allgemein so die Flachen der Ordnung a + 28, welche C, a-fach, 
C, B-fach enthalten; fiir dieselben stellt es immer eine Bedingung vor, 
wenn sie durch einen gegebenen der Kegelschnitte aus 2 gehen sollen. 

Unter den Kegelschnitten der Schaar = existiren 10, welche in 
Geradenpaare zerfallen. Denn soll der Schnitt der Fliche 2'" Ord- 
nung (5) mit der Ebene (4) zerfallen, so hat man die Bedingung, 
dass die durch die Coefficienten von (4) geriinderte Determinante von 


(5) verschwindet. Setzt man nun : statt A, e statt w und betrachtet 
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4, w, v als Coordinaten in der Ebene, so stellt diese Bedingung eine 
Curve 5'* Ordnung vor, welche in 4 = v = 0 einen Doppelpunkt, in 
uw =v =() einen dreifachen Punkt hat. Die Bedingung (6) stellt eine 
Curve 4'* Ordnung vor, welche diese beiden Punkte zu Doppelpunkten 
hat. Man hat also noch 10 weitere Schnittpunkte beider Curven, 

Jede dieser Geraden trifft C, einmal, C, zweimal. Auch hieraus 
folgt geometrisch deren Anzahl; denn die Geraden, welche C, einmal, 
C, zweimal treffen, bilden eine Fliche 8'*" Ordnung, welche C, doppelt, 
C, dreifach enthilt, und deren weiterer Schnitt mit F,, eine Curve 
20'* Ordnung, muss in Gerade zerfallen. 

Andere Gerade, als solche, welche Theile von Kegelschnitten der 
Schaar 2 sind, oder iiberhaupt andere rationale Curven als die von 
2, kann es auf Ff, nicht geben. Denn jede Curve R auf F, ausser 
denen von 2, muss alle Kegelschnitte von 2 in mindestens je einem 
Punkte treffen, die Punkte von RF sind also auf die Punkte der Curve 
(6), vom Geschlecht 1, so bezogen, dass jedem Punkte von R nur 
ein Punkt von (6) entspricht, weil durch einen willkiirlichen Punkt 
von F, nur ein Kegelschnitt aus 2 geht; dass aber jedem Punkt von 
(6) ein oder mehrere Punkte von RF entsprechen. Das Geschlecht der © 
Curve R ist also nicht kleiner, als das von (6), d. h. 51. 

Liegt auf F, eine Curve R, welche jeden Kegelschnitt aus 2 in 
nur je ‘einem Punkte trifft, also eime Curve vom Geschlecht 1, so 
lassen sich die Punkte eines solchen durch ein (6) geniigendes Werth- 
system (A, uw) gegebenen Kegelschuittes durch einen Parameter @ 
rational darstellen, d. h. die Fliche F, lisst sich dann Punkt fiir 
Punkt eindeutig, und rational umkehrbar, auf den Kegel 4'** Ordnung 
mit zwei Doppelgeraden, als dessen Gleichung (6) aufgefasst werden 
kann, beziehen; also auch auf einen Kegel dritter Ordnung. Umge- 
kehrt wird fiir eine solche Beziehung, damit die Darstellung in @ 
keine weitere von 4, wu abhiingige Irrationalitit, ausser (6), liefere, 
die Existenz einer Curve R von der genannten Eigenschaft auf F, 
nothwendig. In den folgenden Paragraphen wird die Existenz der- 
artiger Curven und ihre Anordnung auf F, untersucht. 


§ 2. 
Das Problem der Curven R. 


In Bezug auf den Existenzbeweis einer Curve auf einer gegebenen 
Fliche ist allgemein das im Beginn der Kinleitung citirte Verfahren 
anzuwenden. Ist nimlich eine Curvenspecies f, mit der Mannigfaltigkeit 
wu, ferner eine specielle Flaichenfamilie ® gegeben, und bedeutet A die 
Zahl der Bedingungen, welchen die Flachen ® unterworfen werden 
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miissen, um durch eine allgemein gegebene Curve R, aus der Species 
R hindurchzugehen, so hat man die Relation 

(7) u=A+t—a, 

wo « die Zahl der Bedingungen bedeutet, welchen die Flichen 
unterworfen werden miissen, um iiberhaupt eine Curve der Species R 
enthalten zu kénnen, ¢ die Mannigfaltigkeit, welche die auf einer 
solchen Fliiche ©, der ® dann existirenden Curven der Species R be- 
sitzen. Ist w und A bekannt, so ist die Geometrie einer ®, zu unter- 
suchen, um ¢ zu bestimmen, wonach die Relation (7) « ergiebt. 

Als specielle Flichenfamilie ® sei hier die Gesammtheit der Flichen 
6' Ordnung genommen, welche eine gegebene Gerade C, und eine 
gegebene Raumcurve (C,, 4'* Ordnung, vom Geschlecht 1, zu Doppel- 
curven haben, eine 8-fach unendliche Schaar nach (6). Als Curven- 
species R sei die Gesammtheit der Raumeurven 5'* Ordnung, vom 
Geschlecht 1, betrachtet, welche C, in je drei, C, in je acht Punkten 
treffen. Wie die Theorie der Flichen dritter Ordnung, welche durch 
C, gehen, unmittelbar ergiebt, existiren noch co" solcher Curven 
R, nimlich auf jeder dieser oo’ Flachen noch co’ Curven; so dass 
u= 9 ist, 

Um durch eine gegebene Curve R, aus dieser Schaar eine Fliche 
der ® zu legen, hat man den ® noch 8 lineare Bedingungen aufzu- 
legen: A= 8. Denn die oo* Flichen ® treffen R, noch in einer be- 
weglichen Schaar von Gruppen von je 30 — 2-8 — 2-3 = 8 Punkten, 
von denen aber auf #, nur eine oo’-Schaar existirt; lisst man also 
die ® durch irgend 7 Punkte von A, und durch einen, von einem 
speciellen von den 7 Punkten abhingigen verschiedenen, achten Punkt 
von R, gehen, so muss diese ® die R, ganz enthalten. — Man 
kann z. B. acht beliebige Kegelschnitte annehmen, welche C, in je 
zwei, C, in je 4 Punkten und ausserdem Af, in je einem Punkte 
treffen; dann giebt es unter den ®, da jeder solcher Kegelschnitt noch 
eine Bedingung mit sich bringt, noch eime Fliche, F,, welche alle 8 
Kegelschnitte enthilt, und diese Fliche F’, enthilt dann zugleich die 
Curve R,, und ebenso alle Curven der Species 2, welche die 8 Kegel- 
schnitte in je einem Punkte treffen. 

Stellt nun die letztgenannte Forderung fiir die Curven der Species 
R genau 8 unabhiingige Bedingungen dar, so muss die dieser Forderung 
geniigende Schaar von Curven R& eine (9—8)-einfach unendliche werden, 
und man hat ¢=—1, also nach (7): «=O, d. h. jede der Flichen 
enthilt dann Curven der Species R. Andernfalls wiirde ¢ > 1, a > 0, 
so dass alsdann nur ein Theil der Fliichen ® Curven FR enthielte. Wir 
untersuchen daher jetzt die Zahl ¢ bei einer solchen Fliiche F,, auf 
welcher eine Curve der Species R angenommen wird. 

Zu bemerken ist, dass man in der letzten Betrachtung statt der 
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8 Kegelschnitte auch solche 8 Gerade hiitte benutzen kénnen, welche 
R,, je einmal, C, je einmal, C, je zweimal treffen. Von solchen Ge- 
raden existiren in der That 10, wie der Schnitt von A, mit der in 
§ 1 genannten Fliche 8'* Ordnung zeigt. Nimmt man aber 9 beliebige 
Sehnen von C,, die C, treffen, so ist das Problem, Curven F& zu be- 
stimmen, die alle 9 Sehnen schneiden, unlésbar, obwohl wu = 9 ist; 
denn die Curven R, die 8 der Sehnen treffen, liegen auf der diese 8 
Sehnen enthaltenden Fliche F,, und diese wird von der neunten 
Sehne nur in den Doppeleurven von J, getroffen. 


§ 3. 
Die Curven /t, auf der Flaiche F,. 


Irgend eine Curve 5' Ordnung F,, welche auf F, liegt und C, 
in 3, C, in 8 Punkten trifft, schneidet jeden Kegelschnitt aus der auf 
J’, existirenden Schaar 2 in je einem Punkte. Von den zwei Geraden 
irgend eines der 10 zerfallenden Kegelschnitte wird von R, die eine 
Geragle in einem Punkte, die andere gar nicht getroffen, 

Sei mit R’ eine specielle dieser Curven R, bezeichnet; und seien 
(ly Gg, +++, Ay die 10 Geraden von I’,, welche von R’ getroffen wer- 
den, b,, b,, ..., By die 10 Geraden von F, welche sich mit den a; 
bez. zu Kegelschnitten aus 2 ergiinzen. 

Durch C, und Ff’ kann man eine einzige Fliche 3" Ordnung 
legen, welche alsdann die Fliiche F’, noch in einer weiteren Curve R, 
schneidet, die ebenfalls jeden Kegelschnitt von 2 in je einem Punkte 
trifft. Diese Curve sei mit 2” bezeichnet. 

R” ist eine Curve R,”'(C,°, C5, BR’); d. h. eine Raumeurve 
hte Ordnung, vom Geschlecht 1, die C, in 3, C, in 8 und &’ in 6, 
ausserhalb C, liegenden, Punkten trifft. Sie trifft ferner die 10 Ge- 
raden 0b; in je einem Punkte, die 10 Geraden a; gar nicht. 

Irgend eine weitere Raumcurve fk, (C,°, C,5) der Flache F', trifft 
die durch C,, R’ und R” gehende Fliche 3' Ordnung in 15 Punkten, 
also R’ und R” zusammen in 7 Punkten. Von diesen Punkten migen 
qauf R’, 7 — q auf R” fallen, wo q die Werthe 0, 1, ..., 7 haben 
kann. Es geniigt aber, q = 4,5,6,7 anzunehmen und die iibrigen 
Kalle durch Vertauschung von Kk’ mit Lt” zu erledigen. 

Hat man nun eine solche Curve R, auf F,, die R’ in g (¢=4,5,6, 7) 
Punkten trifft, so kann man immer Fliichen F,(C,?, C,, R’, R,) legen, 
d. h. Flachen 5'* Ordnung, welche C, zur Doppelgeraden haben und 
durch C,, R’ und I; einfach gehen. Denn es giebt noch co® Flichen 
F’, wit doppelter C,, also noch oo! Fliichen F,(C,?, C,), und folglich 
wenigstens oo! —@5—8—2.3) — ooS Fliichen F, (C,*, C,, BR’); also auch 
wenigstens ooS— —8—6—9) == coi Flichen F,(C,*, C,, R’, R;). Alle 
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diese letzteren Flichen schneiden nun schon jeden Kegelschnitt der 
Schaar Z in je 10 Punkten; sie miissen also, sobald sie durch einen 
weiteren Punkt eines solchen Kegelschnitts gehen, denselben, oder 
beim Zerfallen desselben eine der beiden Geraden, ganz enthalten; 
d. h. die Fléchen FP, (C,?, C,, R’, R;) treffen F, nur noch in Kegel- 
schnitten oder Geraden aus 2. Der Schnitt in einer Geraden tritt 
dabei nothwendig dann ein, wenn diese zugleich von R’ und R,, also 
von F, in 6 Punkten, getroffen wird, wihrend die diese erginzende 
Gerade dann nicht auf F,, liegt. 

Um also alle Curven R,'(C,*, C,5) auf F, zu erhalten, welche R’ 
in wenigstens 4 Punkten treffen, braucht man nur umgekehrt alle 
Flichen F, (C,?, C,, R’) zu legen, welche noch durch Curven 8'" 
Ordnung R, rR i die aus Kegelschnitten und Geraden von 
x, die R’ treffen, zusammengesetzt sind. Besteht diese R, aus r 
Kegelschnitten und 2(4 — r) Geraden, welche ebensovielen verschie- 
denen Kegelschnitten aus 2 angehdren, was fir die F, noch 2r 
+ 2(4—r) = 8 Bedingungen ausmacht, so erhilt man als Rest- 
eurve eine R,, welche mit R” 5.5—2.3—8—6—r=—5er 
Punkte gemein hat, welche also R’ in 7 — (6 — r) =r + 2 Punkten 
trifft. Man hat daher g—*r-+ 2, und man sieht zunichst, dass, da 
y héchstens gleich 4 werden kann, g héchstens gleich 6 ist; d. h. 
dass der Fall von 7, bez. 0, Schnittpwnkten einer R, mit R' nicht 
vorkommt. 

Wir zeigen nun zuniichst, dass die Flichen F,(C,?, C,, R’) genau 
eine lineare oo’-Schaar bilden. Oben war gezeigt, dass die Schaar 
keine geringere Mannigfaltigkeit hat; wiire dieselbe grésser als 8, so 
wiirden die Flichen FP, (C,?, C,, R’, R,) eine oo*-Schaar bilden, wo 
x > q — 3; alle diese Fiichen treffem aber F, noch in 2(6 — q) festen 
Geraden und in einer linearen co*-Schaar von Gruppen von je gq — 2 
Kegelschnitten aus 2; also diejenigen unter ihnen, welche noch durch 
q—3 featangenommene Kegelschnitte gehen, in einer linearen oo*—?+°- 
Schaar von je einem Kegelschnitte, was aber wegen der Irrationalitit 
von Z unméglich ist. 

Legt man jetzt die Flichen F, (C,?, C,, R’, R;) durch eine Curve 
R,, welche R’ in q (q = 4,5, 6) Punkten trifft, so erhalt man genau 
eine lineare cot*-Schaar; und dieselben treffen F’, noch, ausser in 
2(6 — q) Geraden, in g — 2 Kegelschnitten, von denen man genau 
q — 3 beliebig annehmen kann, ohne FR, zu faindern. Alle Curven R,, 
welche R’ in q Punkten treffen, ergeben sich also, wenn man die 
Flachen F, (C,*?, C,, R’) durch g —3 beliebig, aber fest anzunehmende 
Kegelschnitte aus 2 legt und den Flachen vorschreibt, durch einen 
weiteren Kegelschnitt aus 2 und durch 2(6 — g) der 10 Geraden a; 
zu gehen. RF, hingt dann nur von der Wahl des letzten Kegelschnitts 
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und der 2(6 — q) Geraden ab; und da die Fliche F, durch diese Be- 
dingungen eindeutig bestimmt ist, ergiebt sich nach Wahl der 2(6— q) 
Geraden a; noch eine Curve R,, dem letzten Kegelschnitt aus 2 zu- 
geordnet, — Dasselbe folgt fiir gq < 4 aus R”. 

So liegt also auf F, eine endliche Anzahl von Schaaren von je 
einfach unendlich vielen Curven R,; und die Curven einer solchen 
Schaar sind den Kegelschnitten der Schaar 2 einzeln zugeordnet. 

Hiermit ist in der That das in § 2 angedeutete Resultat, dass die 
dortige Zahl t = 1, also « = 0 wird, erhalten; d.h. unsere Fliche F, 
mit der Raumcurve R’ ist die allgemeinste Fliche der Art von Flichen 
6" Ordnung, mit doppelter C, und doppelter C,. 


§ 4. 
Die Geometrie der Flache /,. Abbildung auf eine Flache 4°" Ordnung. 


Nach dem vorhergehenden Paragraphen giebt es auf der Fliche 
F, im Ganzen 2° von einander verschiedene einfach unendliche Schaaren 
von Curven R,, die C, in je drei, C, in je 8 Punkten treffen. Die 
Schaaren unterscheiden sich untereinander nach der Wahl der Geraden 
aus den 10 Geradenpaaren von F,, welche die Curven der Schaar 
schneiden sollen; und zwar ist die 10'’° Gerade durch 9 aus 9 ver- 
schiedenen Paaren beliebig gewihlte bestimmt. Irgend zwei Curven 
einer Schaar treffen sich noch in einem Punkte; und allgemeiner er- 
giebt sich aus § 3 der Satz: 

Zwei Curven R, von F,, welche 2(6 —q) gemeinsame Gerade 
treffen, schneiden sich noch in q Punkten (q=—1,2,..., 6). 

Jede dieser einfach unendlichen Schaaren , deren Curven nach § 3 
den Kegelschnitten von J eindeutig zugeordnet werden kénnen, mége 
die Kigenschaft haben, dass durch jeden Punkt der Flache F, « Curven 
der Schaar hindurchgehen. Da sich zwei Curven einer Schaar in 
einem beweglichen Punkte schneiden, ist x wenigstens gleich 2, und 
es wird sich am Schlusse dieses Paragraphen zeigen, dass x genau 
gleich 2 wird. 

Um nun die auf F, gelegenen Rawmcurven 4% Ordnung, vom 
Geschlecht 1, welche C, in 2, C, in 6 Punkten treffen, R,(C,’, C,°), 
zu bestimmen, geniigt es, irgend eine der 2° Schaaren von R,, etwa 
die, deren Curven die R’ des § 3 in je 6 Punkten, also die 10 Ge- 
raden 6; in je einem Punkte, die Geraden a; gar nicht treffen, zu 
betrachten. Man hat also dann die Fliichen F,(C,?, C,, R’) zu legen, 
welche F, noch in 4 Kegelschnitten aus 2 und je einer R, dieser 
Schaar treffen. Wiahlt man, nach Annahme von dreien der Kegel- 
schnitte, den vierten so, dass die F’, noch weiter durch den Schnitt- 
punkt von a, und b, gehen, was auf x Weisen geschehen kann, so 
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muss jedesmal die weiter ausgeschnittene R,' (b,, b,, ..., bo) in die 
Gerade a,, verbunden mit einer Raumcurve 4'" Ordnung, vom Ge- 
schlecht 1, die a, trifft, also mit einer R,'(a,, b,, by, ..., Dy), zer- 
fallen. In jeder der Schaaren von F,' giebt es also 10. Curven R,!. 
Aber jede dieser Curven R,' ist so in 10 verschiedenen Schaaren von 
R,' enthalten, niimlich die obige R,'(R’*, a,, b,, by, . «+; yo) 

mit @, verbunden in der Schaar der R,' (R’®, b,, b,, b5, ~~ ~5 Dio), 


>4 »? 5 
” b, ” ”» » ” ” R; ( *, My, Ay, bs, ees bw), 

>’ 5 

> b, » » ”? ” ? R,} (Rk "5 Gy, b,, a3) Gas » ¢ oe Dio), 
1( R's 

» Dy ” ”» » ” » Bs! (B'S, ay, bg, bg, «. «, Dg, Myq)- 

. . - 10x - 2° 
Hieraus folgt, dass auf I, tiberhaupt —7>— = * - 2° = 2" 


Raumeurven 4’ Ordnung, vom Geschlecht 1, existiren. Und man 
sieht, dass zwei solche dieser Raumcurven, welche dieselben 2(5 — q) 
Geraden von /’, treffen, sich noch in g (q=0,1,...,5) Punkten 
schneiden. 

Die Geometrie der Fliche F’, ergiebt sich nun vollstindig, wenn 
man durch die hier nachgewieseven Geraden, Curven R, und Curven 
R, von F,, sowie durch C, und C,, alle méglichen Schnittflichen legt. 
Sie ergiebt sich auch, wenn man die durch irgend eine der Curven 
R,, etwa R’ des § 3, zu ermittelnde cindeutige Abbildwng der Flaiche 
F, auf eine einfachere Fliche, wie auf den Kegel (6) des § 1, oder 
auf die Fliche F’, 4’ Ordnung, mit zwei Doppelgeraden, als dessen 


Gleichung ebenfalls (6) des § 1 fiir statt 4 und ” statt w betrachtet 


werden kann, ins Auge fasst. Diese Abbildung soll jetzt angegeben 
werden. 

Die Flichen F, (C,*, C,, R’), welche noch durch zwei Kegel- 
schnitte aus 2 gelegt werden, bilden nach § 3 noch eine lineare oo‘- 
Schaar. Man kann insbesondere, wie der Einfachheit halber ange- 
nommen werden soll, die beiden Kegelschnitte in einer und derselben 
Ebene mit der Doppelgeraden C, von F, wiihlen, wonach die JF’; in 
diese Ebene und in die lineare oo'-Schaar von Flichen 4‘ Ordnung 
I, (C,, C,, R’) zerfallen. Diese Fliichen F’, treffen /’; noch in Raum- 
curven 9’ Ordnung, vom Geschlecht 1: R,(C,’, C,'°, R’S) und irgend 
zwei dieser Raumeurven schneiden sich noch in 4.9—7—16—8=5 
Punkten. Von diesen Punkten ist keiner fest auf F’,, und es bestimmt 
auch nicht irgend einer derselben andere eindeutig. 

Benutzt man also aus dieser Schaar von Fliichen J’, eine solche 
lineare co*-Schaar von Flichen, f,, welche noch durch einen beliebig 
gewahlten festen Punkt P von JF, gehen, zur Transformation von 
I,, so wird F, eindeutig, wud eindeutig umkehrbar, in eine Flache 
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F, transformirt.. Denn diese f,; schneiden aus F, noch Curven R,' 
aus, welche sich gegenseitig, ausser in P, in je 5 — 1 = 4 Punkten 
treffen. Die F’,’ hat eine Doppelcurve 2'* Ordnung, weil die ebenen 
Schnitte von F', den R,' entsprechend, das Geschlecht 1 haben 
miissen. 

Da diese Curven R,' die Kegelschnitte aus 2 in nur je einem 
Punkte treffen, entspricht hierbei der Schaar 2 von F, eine awaloge 
Geradenschaar auf F’,; insbesondere also entspricht solchen Flachen 
/,, welche F’, in zwei Kegelschnitten aus 2 treffen, der Schnitt von 
F{ mit solchen Ebenen, die in je 2 Geraden schneiden. Nun gehen 
durch den Punkt P von F, nach der obigen Annahme x Curven R, 
derart, dass die durch eine solche R, gehenden Flichen f, die Flache 
F, noch in je 2 Kegelschnitten aus 2 schneiden (§ 3); und die durch 
eine solche R, gehenden /, bilden eine lineare oo'-Schaar. Dem ent- 
spricht auf FF’, dass x verschiedene Ebenenbtschel existiren, deren 
Ebenen F', in je zwei Geraden schneiden. Die Basisgerade eines 
solehen Ebenenbiischels muss daher doppelte Gerade auf F,’ sein; und 
es folgt, dass F’,’ x Doppelgeraden hat. 

Da nun x > 1 nach dem Obigen, so folgt aus dem Geschlechte 1 
des ebenen Schnitts von F,,’, dass, wie oben angegeben wurde, x = 2 
wird. 


§ 5. 
Untersuchung der Abbildung. 


Wir entwickeln die Abbildung des § 4 nur so weit, dass sich 
auch die Construction ihrer Umkehrung, die Ableitung der Flache F, 
aus der F,’, ergiebt. 

Dem einfachen Fundamentalpunkt P auf F, entspricht eine Gerade, 

*p, auf F’,’. Dem Kegelschnitt k, von F’;, welcher durch P geht, ent- 
spricht ein auf p’ gelegener doppelter Fundamentalpunkt P’ auf Fy, 
d. h. ein einfacher Punkt von F’, durch den aber alle den ebenen 
Sehnitten von /, entsprechenden Curven auf F’,) mit je 2 Zweigen 
gehen. Denn die durch P gehenden oo* Curven R,!' des § 4 treffen 
k, ausser P nicht weiter. Den 10 Geraden a,, a, ..., @ von Fy, 
welche von R’, nicht aber von den #,', getroffen werden, entsprechen 
10 einfache Fundamentalpunkte A,', Ay’, ..., Aro auf Fy. 

Die beiden Doppelgeraden von Ff’, seien mit g’, h’ bezeichnet; 
dieselben entsprechen den beiden durch P gehenden R,, welche die 
Geraden b,, b.,..., di) treffen. 

Den ebenen Schnitten von F, entsprechen auf J’) Curven 9 
Ordnung, vom Geschlecht 5, welche g, h’ in je 5, die einfachen Ge- 
raden von J’, in je 2 Punkten treffen, durch die A; einfach, durch 

P’ doppelt gehen oder Curven [,'°(g'°, h'®, Ay, ..-, Ato, P’?). 


‘ 
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Um diese Curven aus F, auszuschneiden, kann man Fliachen 
fi @, W, Ay, ..., Aw, PB’), d. b. Flichen 4% Ordnung, die durch 
g, h’ und die A; gehen und F,' in P’ beriihren, legen. Denn es 
giebt, ausser F,’, noch co!” solcher /,; und diese treffen irgend eine 
der [,’> noch in Gruppen von je 4.9 -- 2.5 — 10 — 4 = 12 Punkten. 
Da es aber auf [,/° nur oo’ solcher Gruppen giebt, miissen wenigstens 
oo? der Fliichen f;) durch die Curve [,° gehen. Der weitere Schnitt 
dieser f,; mit F,/ besteht dann aus drei Geraden von F,, weil alle 
Geraden auf F’,’ von den /, schon in je 4 Punkten auf g’, h’ [,’* ge- 
troffen werden. 

Es mége nun eine durch irgend eine der Curven [,° gehende, 
beliebig gewihlte f,’ die Fliche F,’ noch in den 3 Geraden 1,’, 1,’, 1,’ 
treffen. Nach dem Restsatze (§ 7 meines oben cit. Aufsatzes, Math. 
Ann. Bd. VIII) muss dann die oo*-Schaar von Curven [,'° durch die 
Schaar von Flichen /;' (g’, h’, l;’, ly’, ly’, Aj’, Ay, ..., Ato, P’) aus Fy 
ausgeschnitten werden kénnen. 

Zwei solehe Flichen f, treffen in der That F,) noch in 4.9 — 
— 2.5 —3.2—10—4=6 beweglichen Punkten; und die /;’ 
fiihren daher F’, in eine Flache F, tiber. Aber wenn die Geraden [’ 
und der Punkt P’ willkiirlich auf F') gewahlt wird, kénnen die 10 
Punkte A’ nicht mehr willkiirlich liegen, vielmehr miissen, damit die 
f; noch F,’ in einer oo*-Schaar trefien kénnen, zwei der Punkte A’ 
durch die iibrigen mitbestimmt sein. Es handelt sich jetzt um die 
Construction dieser Beziehungen. 

Die 10 Punkte A; miissen, als den Geraden a; entsprechend, auf 
der Curve C’ von F’,’ liegen, welche die Doppelgerade C, von F’, ab- 
bildet. Diese Curve C’ ist also zuerst zu untersuchen. — Den ebenen 
Schnitten von F,, welche durch C, gehen, mtissen auf F,’ solche 
Curven R,* entsprechen, welche in je 2 Gerade und in diese C" zer 
fallen; C’ wird also eine Curve 7 Ordnung, vom Geschlecht 3: 
Ci 3 (9/3, h’%, 1,72, 1,72, 1/2, Ay’, ..., Ato, P’*). Die obigen Flaichen 
f,, welche durch diese C,’* gehen, bilden nun in der That, ausser F,’, 
noch eine co%3—2.5—3.3-3—26-2.3-3.2-4) - — go!-Schaar, welche fF’, in 
co' Gruppen von je 2 Geraden trifft. Da indess die C,'* eine lineare 
oo'-Schaar von Punktpaaren enthalten muss, den Punkten von C, ent- 
sprechend, so muss C;,’* als hyperelliptische Curve construirt werden. 

Zu diesem Zwecke ist es erforderlich, diejenigen Flachen pm zu 
betrachten, welche die C,'* in den Specialgruppen (cf. § 8 des obigen 
Aufsatzes Math. Ann. VIII oder den am Anfang genannten Auszug 
Cr. J., Bd. 93, § 1, VII.) schneiden. Allgemeiner soll dieses zuniichst 
fiir die Curven [,'® geschehen. 

Fiir eine solche Curve [,’* sind die Flachen » diejenigen Flachen g,’, 
4'e'Ordnung, welche durch g’, k’ gehen und dabei lings dieser Geraden die 
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die [,’ > ausschneidende Fiche /,’ beriiren, und welche ferner durch 1,’, 1,’, 
1,’ und P’ gehen; weun man noch die beiden [,’* enthaltenden solchen 
Flachen /,' und F,' ausnimmt. Vermdge der einen Constanten in /, kann 
man diese ,’ so modificiren, dass die g,’ eine der Geraden g, h’, etwa h’, 
zur Doppelgeraden erhalten, so dass man 9,'(g’, h’?, l,’, l,’, ly’, P’) hat. 
Fiir die m,' sind dies im Ganzen 12+ 13+3.1-+ 129 Bedingungen, 
und es bleibt, vermége F,’ = 0, noch eine oo*—* = co!-Schaar solcher 
9,, wie es auch wegen des Geschlechts p = 5 der [,'* sein muss. 

Die C,* sei nun, mit zwei Geraden m,’, m,’ von I’, verbunden, 
eine specielle [,’°, Dann werden ebenso die Flichen @ fiir die C,* 
die Flichen o,' (9’, h’ 2, 1,’, ly’, ly, P’, m,’, m,’), wo g’ bedeutet, dass diese 
gy, die die C,'* ausschneidende /,’ liings g’ berthren. Diese g,’ bilden, 
vermége F,’ = 0, eine oo—!?—13-3.1-1—-2 1 99?-Schaar, wie es auch 
wegen des Geschlechts p=3 der C,* sein muss. — Soll nun diese 
Curve hyperelliptisch sein, so muss zu einem beliebigen Punkte Q,’ 
von C,'* noch ein zweiter Q,’ angebbar sein, derart, dass durch Q,’ 
und Q,' noch eine oo!-Schaar der ,’ geht. Aber der durch Q,’ gehende 
Biischel von Flachen gy,’ hat ausser g’,h’,1,’,1,’,l,',m,,m,' noch eine Basis- 
curve K,'(g'%, h’, 1,’,1,’, l,,, my’, m,’, P’, Q,'), welche also die Fliche F’,’ 
noch in 5.4 —2.3 — 2.3 —5.1—1—1=—1 Punkte Q,’ trifft. Durch 
solehe 2 Punkte Q,’, Q,’ geht ein Biischel von Flaichen 9,’. 

Hiernach wird die Construction des Fundamentalsystemes auf I’, 
folgende: Man nehme die 5 Geraden 1,’, 1,’, 1,’, m,’, m,' willkiirlich aus 
den Geraden von F’’, ferner die beiden Punkte P’, Q,’ beliebig auf I’, 
an; lege dann einen Biischel von Flichen g,’, welche einander lings 
g beriihren, h’ zur Doppelgeraden haben und durch die Geraden I 
und m’, sowie durch die Punkte P’ und Q,’ hindurchgehen sollen, und 
bestimme den letzten Schnittpunkt Q,’ der weiteren Basiscurve K,’ 
dieses Biischels mit F’,. Eine Flache f(g’ ,h’,1;’, ls’, ly, m,',m.’, P’, Q,',Q,') , 
welche diesen Biischel von Flichen g, lings g und Fin P’ beriihrt 
und ausserdem durch h’, die I’, m’ und Q,, Q, geht, schneidet dann 
aus F’,’ weiter eine hyperelliptische Curve C,'* aus, welche von dem 
Biischel von Flichen g,’ in einer co!-Schaar von Punktepaaren ge- 
troffen wird. Der Schnitt dieser Curve C,’* mit einer Flache 
fi (9, W’, W,%', ly’, P’, Q,', Qo’) besteht noch aus 10 Punkten, welche 
man als die Punkte A,’, A,',..., Ao nehme. 

In der That bilden die nach dem Obigen zu_betrachtenden 
Flichen, welche man zur Transformation von F,) zu verwenden hat: 
fi (9, WY, Uy, ly, ly, B’, Ay, Ag’, ... Ato), jetzt eine oo*-Schaar. Denn 
einmal existirt darunter der Biischel von f,, welcher durch C,* geht 
und F,’ noch in Gruppen von je 2 Geraden trifft; sodann existirt 
darunter ein Bischel von Flichen /;, welcher C;* in der oo'-Schaar 
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von Punktpaaren schneidet, welche dem Paar Q,’, Q,' corresidual sind; 
also im Ganzen 4 linear von einander unabhiingige Flachen /,’. — 

Ks sei noch eine kleine Specialisirung und Vereinfachung dieser 
Construction erwaihnt. Liisst man den willkiirlichen Fundamentalpunkt 
P auf F, in diejenige Curve R” von F, fallen, welche mit R’ den 
Schnitt von F’, mit der F’,(C,, R’) (§ 3) bildet, so wird diese Curve 
R” einer Doppelgeraden, g’, von F’ entsprechen. Zu den F,, trans- 
formirenden Flichen gehért dann F',, verbunden mit dem Ebenen- 
biischel durch C,, entsprechend dem Ebenenbiischel durch g’. Aus dem 
letzteren Umstande folgt, dass die beiden Geraden m,’, m,' hier in 
eine Ebene durch g’ fallen. 

Die Vereinfachung besteht also darin, dass man fiir den Biischel 
von f,;, welcher durch C,'* geht, hier den Ebenenbiischel durch g’, 
verbunden mit einer /,’, nimmt; und die Construction wird so: 

Man nehme die 3 Geraden /’ und die beiden Punkte P’, Q,’ will- 
kiirlich auf 7’) an; lege dann den Biischel von Flichen 

ps (h’?, ly’, ly’, ly, P’, Q) 
und bestimme den letzten Schnittpunkt Q,’ von F’,) mit der weiteren 
ee einem Kegelschnitte, dieses Biischels g,. Hine Fliche 
fs (h’, l,l, ly, P’, Q,', Q.’) schneidet dann F,/ weiter in einer hyper- 
elliptischen Curve a Der Schnitt dieser Curve C,’* mit einer Fiche 
f(g, h', yl, by, PB’, Qy, Q,') besteht weiter aus 10 Punkten, welche 
als die Punkte A,’,..., Ajo zu nehmen sind. 

Die Flichen f(g, i, L,’, ly’, ly’, P’, Ay, Ag’, «++, Ato) bilden dann 
wieder die Transformationsflithen ; und zu ihnen gehért ys der Ebenen- 
biischel durch g’, verbunden mit der /,' (h’, ly’, ly, 1, P’, (C/*)). — 

Nun ergeben sich alle Beziehungen von F, zu r: ohne Weiteres. 
So entspricht der Doppelcurve C, von F, auf F; cine Curve 

Cre(9"*, h 5 ls, l,’ ‘, l,’ 5 ¥. A,’, 2 ¢ ou Aj’), 
vom Geschlecht 9, ausgeschnitten von einer Fliiche 
fe (9 2, h’2, 0,'2, 0,'?, ly 2, ,', my, P’, Ay’, .. ., Aro?). 

Der Schaar von Curven R;, welche FR’ in je 6 Punkten treffen, ent- 
spricht auf J’, die Schaar von ebenen Curven 3'* Ordnung, ausge- 
schnitten von der Schaar von Ebenen, welche durch P* und je eine 
der Geraden von F’, gehen. Und analoge Abbildungen in Curven 4' 
und 5‘ Ordnung liefern die iibrigen Schaaren von Curven R, auf I,, 
worauf wir jedoch nach der principiellen Erledigung der Geometric 
der Flaiche J, nicht niher eingehen wollen. 


Erlangen, im April 1882. 

















Ueber eine eindeutige Entwickelung von Zahlen in eine 
unendliche Reihe. 


Von 


J. Liiroru in Miinchen. 


Im Folgenden erlaube ich mir eine eigenthiimliche Darstellung 
aller positiven Zahlen, die Eins nicht iiberschreiten, darzulegen, auf 
die ich kam, als ich, angeregt durch die Entdeckungen G. Cantor’s, 
mich mit der Abbildung von Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimen- 
sionen aufeinander beschiftigte. 


: sia ll : 

Ist w eine Zahl > 0 aber <1, so ist , eutweder eine ganze 
Zahl g, also 
1 
g’ 
oder es liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlea g, 
und g, + 1, so dass man 


o= 


1 , 
L = v 
, A+1 afi 
setzen kann, wobei a’ > 0 ist. Weil aber dann 
1 1 
= gO GET 
ist 
a< corgi ta 
91(91 + 1) 
und 


agg, +l)b=a,<l. 
Dies liefert die Gleichung 


ws 1 My : 
a= G41 T RMm+D 
Da a, positiv und < 1 ist, so ist es entweder = 7 wo g eine ganze 


Zahl oder man kann es, wie eben a, mit Hiilfe einer ganzen Zahl g, 
und eines echten Bruches a, ausdriicken durch die Gleichung 
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1 \_. aes 
‘feti + 92 (G2 +1) 


ay = 


Also ergiebt sich entweder 


1 1 1 
= Gti GGT) 9 


oder 


1 1 Qs 


ati + gintdDaty + KatD AGED 


Im letzten Falle kann man auf a, dieselbe Betrachtung anwenden und 
in dieser Weise so lange fortfahren, bis man auf eine reciproke ganze 
Zahl kommt, was aber manchmal niemals eintritt. 

Bezeichnet man, unter g, 9, --- Gn g ganze Zahlen verstanden, 
der Kiirze wegen 


QaQo= 





1 - 
9: (G1 + 1) Ge Ge 1) - -* Jy (Gp +1) mit R(9);925°**) 9p)» 


R (915 92s ***> Gp) . 
. g+ ——— mit UM» Jor°***> Gp) 9), 
1 : 
g+1 mit Q(9), 
so ergiebt sich also fiir a entweder die Gleichung 


(1) @ = QM) + OCI» G2) + QVGr» Gos 9s) H+ > Oi» Jao * + In) 
+ R915 92s -**> In) 


9 ’ 
oder der Ausdruck 


@ = Q(9,) + O91» Go) Fee + OG Gor * + *s Gn) 
+ R94; Gor ** +s Jn) * Any 


in welchem a, ein echter Bruch ist, der fiir keinen Werth des Zeigers 
n einer reciproken ganzen Zahl gleich wird. 
Da alle Zahlen g,,g,,-+- mindestens gleich Eins sind, so ist 





1 
Ri, 92, ***) Gn) < 2 


Liisst man also in der letzten Gleichung » ins Unendliche wachsen, 
sv nahert sich das letzte Glied der Null und es kommt die Gleichung 


(2) @ = >) Qs 25+ + +1 Ir): 
p= 

Fira = <3 z. B. hat man die Gleichungen 
11 1 


1 
3 Tete 

















Reihenentwickelung von Zahlen. 


2 
am—s—stis 
els 1 
att ok _— 
Pie 
Ege yr Ty 
1 
a= 3? 
aus welchen 
11 1 1 1 1 1 
ws? ties tiga + rasese + Treesiae 
folgt. 
Dagegen liefert der Bruch x die Gleichungen 
5 1 1 
i — 3 tay 4: 
4 1 
~“ep~ 5 * Ee "* 4 
9 1 
See | Tt Se 
pea 
a 


Da a, sich = a ergeben hat, so kehren jetzt dieselben Gleichungen 
wieder und mau erkennt, dass das System nie zu einem a, fiihren 
kann, welches einer reciproken ganzen Zahl gleich ist, dass vielmehr 


= sich nur durch eine unendliche Reihe der Form (2) darstellen lisst, 


indem 
ig = G2) + C(2, 3) + Q(2, 3, 1) + Q(2, 3, 1,2) +--- 

wird. 
Fur die rechte Seite der Gleichung (2) sei die Abkiirzung 


(3) By Q(9is Gor + +> Iv) = Sis Jo» > **) 
p=!1 
benutzt. Die ganzen Zahlen g,, g,,--- mdgen die Elemente der 
Reihe heissen. 
Die Reihe (1) lisst sich noch umwandeln. Man hat ja identisch 


1 


1 1 
9 = 9+ 1 + g(9 +1) 








Damit wird 
Rg; Jer, **"s In) 42. Ri, Je, ***s 9n) . RB (911 9» "tt Gn) 
g Nae 9+1 9(9 +1) 


1 
+5 9ny 9) + RG) Gor + +> Guy 9) * T 





= Q(9:,92,°° 
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Wendet man dies auf 


1 
R( 915 G25 ° +++ Ins 9° > 
an, so entsteht 
1 


RG; 5 Gas - +s Gur 9) * = OGt9 Jay +s Ins Jr 1) 
1 
+ R(9,, Gos "ty Gn 9, a) 


und indem man in die vorige Gleichung eintrigt 


* R91, Ge, ** "5 I, 
4 . es _ QM, Joy **yGny9) + Q(91, Go» +++) Gn, 9, 1) 


1 
+ RQ, Gor +> Gnr 9; i+ 





Setzt man dieses Verfahren weiter fort, so erkennt man, dass die 
linke Seite der letzten Gleichung durch die unendliche Reihe 


U(9:, "+5 Gn, 9) + ON ***y) Ona, 1)+ CTs -* +5 In, 91, )+-:- 
ersetzt werden kann, so dass schliesslich aus der Reihe (1) 


(4) @ = S(9y,Gor-* 9 Guy Gs 1,1,---+) 
hervorgeht, in welcher sich rechts das Element 1 ins Unendliche 
wiederholt. Speciell ist noch 


7 = S(g, 1, 1,---), 

1 = S(1,1,1,--+). 

Man kann also jede Zahl a die > 0 aber <1 ist, durch eine wnend- 
liche Reithe der Form (2) darstellen. 

Diese Zahlen zerfallen in zwei Classen, soleche, welche durch eine 
endliche Reihe, uid solche, welche nur durch eine unendliche Reihe 
dargestellt werden kénnen. Die ersteren Zahlen sind sicher rational 
und bilden folglich, als Theil der abzihlbaren Menge der rationalen 
Zahlen, selbst eine abziihlbare Menge, die mit M bezeichnet sei. 

Im Folgenden werden wir aber ausschliesslich die Darstellungen 
dureh die. unendlichen Reihen benutzen. 

Gesetzt zwei solche Reihen S(g,,9,,93,---) und S(h,, hy, -- -) 
hatten dieselbe Summe a. Da nun 


(5) 


. 1 
S(9,5 92s 93 °° *) = es) + A+) S(g2; 93° ° *) 


und die Reihe S, nach unserer Annahme eine unendliche ist, so ist 
sicher 
7 1 
S(9i5 Gos 93,°**) -a+1° . 
Da aber jede Reihe S, also auch S(g,, 95, ---), <1 ist, so wird 
andererseits . 
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1 1 1 
be S(91+ 92 Ys» ‘JS uar yt so x 
Somit ist 
P P 
a 2°? GF 


Fiir die zweite Reihe S(h,,h,,---) ergiebt sich ebenso 
1 1 F 
hh 2*> Bi’ 
Aus beiden Ungleichungen folgt, weil g, und h, ganze Zahlen sind, 
9, =h,. Dieses Resultat liisst aus der Gleichung 
(6) S11 Gas ++») = S(Iyy yy > =) 
die neue 
S (92193, ° ++) = S(hg, hy, +++) 
hervorgehen, die wieder g, = h, liefert u. s. w. so dass aus der Glei- 
chung (6) die Gleichheit jeder Zahl g, mit der gleichstelligen h, hervor- 
geht. Dies Resultat zeigt also, dass man eine Zahl a > 0 und <1 
nur auf eine Art durch eine unendliche Reihe S darstellen kann. 
Unter diesen Reihen sind noch besonders die periodischen hervor- 
zuheben, d. h. diejenigen, bei welchen sich eine Gruppe von Elementen 
stets wiederholt. Es soll gezeigt werden, dass diese rationale Briiche 
darstellen. Sei 
Sys Gos** +1 Gos Myy gy +> +) Igy Wy, yy +++, Igy ++) 


eine solehe Reihe, in welcher die Elemente h,, h,, +--+, h, periodisch 
wiederkehren. Indem man sie in Gruppen zerlegt, kann -man sie 
schreiben 


>> Q(91,°° +> Q(Gir* +> Gp» hy, ++, hn) 
n=l n=1 


> Q(9;, "* 5 Op, h,, irae, ha, h,, hae +, hn) 


+ 
n=l 
5 aa 
Nun sieht man sofort, dass 
R(a,---,l, m,--+,r) = Ra,---,l)- R(m,---, 4x), 
Q(a,---,l, m,-+-,r)== R(a,---,l)- Qim,---, 7) 
ist. Daher ist 
Q(9is + +2 Gps ys ++) In) = R(G,,- ++, Gp) Oy, > + +> In), 
Wn =+ +) Opy ty, ++, hq, Ry, > ++, In) 
= RQ, +++) Gos Wy, ++, hq) Oy, + + +, Men) 
= R(g,,- ++, Op) Rhy, + > +, hg) Q(y, + - +, hn) 


u, 8 W. 
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Trigt man ein, so sieht man, dass die Reihensumme 


Ru) 0 (fy, >>, hy) 
-> Q (93° * +> Gn) + — [ee orl 


also einer rationalen Zahl gleich wird. 
Umgekehrt muss eine Reihe S, wenn sie eine rationale Zahl dar- 
stellen soll, nothwendig periodisch sein. Denn sei der rationale Bruch 





= der Reihe S(k,, k,,-+-) gleich, wo natiirlich die k ganze Zahlen 


sind, dann ist 
m 1 1 . 2 mr 
= — Ei ~ Bee Gh) 
folglich 
BR, by, ++) SAtO—e)h | 
Der Bruch rechts hat im Ziahler eine ganze Zahl die < m ist, weil 
links eine Reihe S steht. Man findet so, indem man weiter geht, dass 
alle die Reihen S(k,,---), S(k,,-+-)--+ rationale echte Briiche mit 
dem Nenner sind. 
Weil nur » solcher Briiche existiren, kénnen die » + 1 Reihen 
S(k,, -- +), S(k,, a? oe S(Kn4i; s +) 
nicht alle von eimander verschieden sein. Sei S(k,, ---) die erste 
dieser Reihen, welche einer spiiteren gleich ist, und die niichste ihr 
gleiche die S(kp4,, +--+), so ist also 
S(kp, Kpt1, ++ +) = S(Kptr, - + +) 
folglich, nach dem bei (6) gefundenen Resultate, 
Kip = Keptry Kept = kpprtiy ++ +5 kppor1 = ptr 1 


kptor = kipgr = hy, Kiprorgs = Kpprgr = kept, 
u. Ss. W. 


Die Gruppe kp, kpii,-++, kp4r-1 von Elementen wiederholt sich also 
periodisch. Da die Zahlen p und p +r beide der Reihe 1---n+ 1 
angehéren, so ist r héchstens = n. 

Man sieht demnach, dass jede periodische Reihe eine rationale 
Zahl, jede nicht periodische eine irrationale Zahl darstelit. 

Im Folgenden sollen zwei Reihen S nach ihrer Grésse verglichen 
werden. Seien 


@ = S(9i, G2,°* + Gps 9, k, m,+--), 
b=S(M, 9o,°° “> Ip» h, l, n, aD | 


zwei Reihen, in welchen die ersten p Stellen mit denselben Zahlen 
besetzt sind. -Dann ist 
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(7) b—a= Rg, Gos -* ‘> Ip) {S(h, I, +: ‘)—S(g,k, -- )}, 
Weil aber 





S(h, ee ‘Er 
S(g,k,---)< = 
so folgt 3 
> Pe 3 
b—a> R91, Go, ee Iv) a +H . 


Ist nun die ganze Zahl h kleiner als g, so ist sie hdchstens = gy — 1; 
daher, wennh<g,g—h—1>0 und folglich auch b —a > 0. 


Fiir das Folgende ist eine genauere Rechnung néthig. Zu dem 
Zwecke schreibe man 


we ina See ts ee ee 
)— a= RII) ETT HOE ~ GFT 9941) | 
Weil h<g — 1, ist 


1 1 1 
htt g+i > gg+n} 
und weil S(l---) sicher > 0 ist, ergiebt sich 
1— S(k, m,---) | 


b—a> RY), G2)°+ +s Go) g(g+1) ? 


oder, anders geschrieben, 

(8) Sry 29° + +> Grr hy b+ ++) — SOs Gor +s Gor Gr hy + + *) 
> RI; Go, "**) 9p, g)(A ay S(k, my,*: )) 

unter der Bedingung h < g. 


Sehen wir nun von der Bedingung h < g ab, und beachten, dass 
jede Reihe S héchstens = 1 ist, so folgt aus (7) 


b—a| < RY, G2, -*+) Gp). 


Weil aber alle g mindestens = 1 sind, ist 
> 1 
R(G;, Jos +++ Ip) < op? 
folglich 
1 
(9) lb—al<t. 


Dies ist auch der Fall, wenn 


b= S(9, 92, ** "Op 1, 1,-- +) 
folglich giebt es Zahlen der Menge M in jedem, wenn auch noch so 
kleinen, Bereiche wm eine gegebene Zahl. 
Soll b — «@ gleich einer bestimmten Zah] # sein, so muss 


a 


Sth, l, ee *) = S(g, k, .< *) +RGm Oh) 


Mathematische Annalen. XXI. 





28 











J. Lirorn. 


418 


sein. Man kann aus dieser Gleichung die Zahlen h, 1, - - - eindeutig 
bestimmen, wenn die rechte Seite positiv aber <1 ist, d. h. wenn 
# der Ungleichung 


(10) (L—S(g, k, ++-)) Ry, +++5 Ip) > > — SG hy +++) RO Gay ++ Gp) 


geniigt. In diesem Falle also ergiebt sich a + @ aus a, indem die p 
ersten Stellen in der Reihe von a ungeiindert bleiben. Die Ungleichung 
(10) laisst dem @ einen Spielraum nach der negativen und nach der 
positiven Seite, wenn S(g,k,---) nicht = 1 ist. Ist aber S(g,k,---)—=1 
oder sind alle Zahlen g, k, ---—1, so kann # nur negativ sein. 
Dies ist selbstverstiindlich; denn, weil dann 


(11) @ = S(9y, Jor ++) Gp» 1, 1,°--), 


kann eine Abinderung, die die ersten p Stellen nicht betrifft, nur einen 
Einer in eine gréssere Zahl verwandeln, wodurch nach (8) der Werth 
der Reihe verkleinert wird. Eine Vergrésserwng der in (11) gegebenen 


Zahl wird also nur erreicht, wenn man eine der Zahlen g,, - - -, dp 
abiindert und zwar verkleinert. Zuniichst wird man g, durch g, < gp 
ersetzen (wenn, wie wit annehmen, g, nicht selbst — 1 ist); dann ist, 


b= S(91> Go» ** *) Gp-1, Gps h, l, oa? 4 *) 


gesetzt, b > a. Soll b— a — @ sein, so muss 
t= Rg; Joy °° *, Ip—1) {S(gp,h, l, iuaie Tee S(9p» ‘, 1, = )} 


sein. Es ist aber S(gp,1,1,---) = ri , daher hat man die Gleichung 
. Pp 


a 1 vo 

S(gp,h,l,n,--) = m + haa 

Ist 

(12) 8 < Rs I2°- 1 HaV(I— 4), 

so ist die rechte Seite der Gleichung <1, also kann man aus der 
Gleichung in der That die Zahlen g,,h,1,,+~+- bestimmen, 

Die betrachtete Darstellung aller Zahlen, die > 0 und <1 sind, 
durch die Reihen S hat manche Aehnlichkeit mit der Darstellung durch 
unendliche Decimalbriiche und man kann an jene analoge zahlen- 
theoretische Probleme wie an diese kniipfen. Ich erwiihne hier nur 
die Aufgabe die Zahlen der Menge M in anderer Weise zu charakte- 
risiren als es oben geschehen ist, wo sie definirt sind als diejenigen, 
welche eine Entwickelung in eine endliche Reihe zulassen. Es ist mir 
nicht gelungen diese Frage zu erledigen. 
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Il. 


Als Anwendung der entwickelten Reihen. sei zuerst cine Function 
y der Variabeln x construirt, welche fiir alle x > 0 und <1 irrationale 
Werthe hat und sich eindeutig umkehren lisst. Um dies zu erreichen 
setze man 
® = S(9,, 92 93,°**) 
und 


1 
y= 1 


n+ a+ 





1 
Is+-., ; 


dann entspricht jedem « > 0 und < 1 ein einziges System von Zahlen 
g, also auch nur ein Werth von y, der, weil der Kettenbruch unend- 
lich ist, irrational ist. Ist umgekehrt eine irrationale Zahl y > 0 und 
<1 gegeben, so kann man sie nur auf eine Art in einen Kettenbruch 
entwickeln, also sind durch y die Zahlen g und damit auch der Werth 
von x eindeutig bestimmt. 

Als zweite Anwendung soll eine Ebene auf eine Gerade gegen- 
seitig eindeutig abgebildet werden. Wir beginnen mit der Abbildung 
eines Quadrats von der Seitenliinge Eins auf eine Strecke von der 
Linge Eins. Zwei anstossende Quadratseiten seien zu den a- und y- 
Axen eines Coordinatensystems gewihlt und vom einen Endpunkt der 
Strecke aus Abscissen § gezihlt, so dass 2, y und & sich alle drei 
zwischen 0 und 1 bewegen. Dann wird die Beziehung erhalten, indem 
man « und y in unendliche Reihen S entwickelt: 


& = S91) G25°* +), 
rae S(h,, hy, + ‘) 
und dann 
= SG), hy, Jos hes Gy hg, + + *) 
setzt. 

Aus der friiher bewiesenen Eigenschaft, dass sich eine Zahl nur 
auf eine Weise in eine unendliche Reihe S entwickeln lisst, folgt, dass 
einem Punkte (xy) des Quadrates ein Punkt (&) der Geraden entspricht 
und umgekehrt. Ausgenommen sind nur die Punkte fiir die x oder y 
den Werth Null hat sowie der Punkt der § = 0 entspricht, also zwei 
Quadratseiten und ein Endpunkt der geraden Strecke; fiir diese giebt 
es keine Bilder. 

Nach einem allgemeinen Satze (siehe Liiroth, Erlanger Berichte 
1878, 8. Juli; G. Cantor, Géttinger Nachrichten 1879, Seite 127) 
muss eine solche Beziehung, wie wir sie eben aufstellten, unstetig sein. 
Ks soll jetzt untersucht werden, fiir welche Werthsysteme von «vy die 
Unstetigkeiten von § eintreten. 


28* 
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Sei 
%y = S(a,, a,--°), 


4 = S(b,, b,,-- +), 
und 
Ey = S(a,, by, dy, by, as, bs, +++). 
Man iindert nun nach dem friiheren & sicher um weniger als 
eine gegebene Grésse 6 ab, wenn man die ganze Zahl p aus der Un- 
gleichung 


me 4 <0 


2°P 


bestimmt und dann nur die an 2p + I", 2p + 2"... Stelle stehen- 
den Zahlen von & durch andere ersetzt. Somit wird 


E= S(a,, b,, Me) b,, "ey Ap, by, Ap41, bp41, °° +) 


die Ungleichung | § — & | < @ erfiillen. Das §& entspricht aber den 
Werthen 

@ = S(a,, 2, ++ +) Gp, Oppiy***); 

y = S(b,, b,, +++, bp, bpyr, ++ -)- 

Fur die Stetigkeit ist néthig, dass diese Werthsysteme (2 y) ein 
Gebiet erfiillen, welches den Punkt 2, y, allseitig mit endlichen, wenn 
auch noch so kleinen, Dimensionen umgiebt. Nach den in Gleichung 
(10) niedergelegten Resulfaten kénnen wir aber # aus 2, und y aus 
y, durch Abinderung der Zahlen, die auf die p'* Stelle folgen, herleiten, 
wenn die Ungleichungen 


(1 — S(@pii, Apps, °° )) R(a,, Big + * 4 @) 
> 2 Ly > — S(p4i, Gppe,- ++) R(a,, ay, +++, ap) 
(1 — S(bpsr, dppe, ++ +)) R(d,, by, + - +, by) 
>¥— Yo > — S(bprr, bers, +++) R(d,, b,, +++, dp) 


(13) 


erfiillt sind. Jedem Werthsystem (xy), welches diesen Ungleichungen 
geniigt, entspricht dann ein § fiir das |§ — &| <0 ist. Die Un- 
gleichungen (13) definiren- geometrisch gesprochen ein Rechteck, in 
dessen Innerem (x, Yy,) aber nur dann gelegen ist, wenn nicht eine der 
beiden Seiten Null ist. Von den rechten Seiten ist dies unmdglich, 
dagegen kann es bei den linken eintreten wenn S(a,41, @p42, °° +) oder 
S(bp41, bp42, ++) oder beide gleich Eins sind d, h. wenn a, oder y, 
oder beide der Menge M angehiéren. Somit ist fiir jeden Punkt (ay), 
fiir den weder x, noch y, 2u M gehirt, § stetig. Dass in allen auderen 
Fallen § unstetig ist, zeigt sich so: 

Es beginne bei x, die Periode Eins mit der g + 1'", bei y mit 
der (r + 1)" Stelle (wo qg oder ry auch unendlich sein kénnen). 
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Sei zuerst q <r, so dass 


Hy = S(a,, Ag,++-,M%,1,1,---), 

Yo = S(b,, bg, +++, bg, bypt, ++ +) 
und a, > 1 ist, waihrend unter den Zahlen bo41, b,42, --+ sicher noch 
von Eins verschiedene vorkommen, weil die Periode Eins, wenn sie 
existirt, nach der Annahme erst bei der g + 2'" oder einer héheren 


Stelle beginnen soll. 
. Wenn man nun die positive Zahl ¢ gemiiss den Ungleichungen 


e< (1 4) Ra, @y,°* *) Ags), 
q 
é< R(b,,; b,, eee, b)(1 —_ S(bo41, bote, ‘. ‘)) 


bestimmt (was stets moglich ist, weil S(b,41, bo42, +--+) nicht = 1 ist) 
so kann man nach den bei (10) und (11) erhaltenen Resultaten alle 
x und y, fiir welche 
x —2,>O0 und < eé, 
Y¥—Y% >O0 und <e 
ist, durch die Formeln 
© == Say, ++) Agry Aq) Appt, ***); 
;=- S(b,, pleted | bot, by, bois, we *). 
durch passende Wahl der Grissen a), dg41, +++, b¢41,++ + (WO ay< dy) 
ausdriicken, Fiir diesen Punkt (#y) ist aber 
& = S(ay, d,, dy, by, +» +) Gay bys gy by, Ge4iy + * +), 
wahrend 
Ey = S(a,, Oy, + + + Mg—1y Dg—1y gy bq, 1, Day, * + +) 
war. 
Nach (8) ist also 
E— Eo > R(a,, b,,-++, 4-1, byt, aq) (1 —8(bq, 1, bop1, 1, -- ))i 
die rechte Seite ist von Null verschieden, weil in der Reihe b,, bo41,°-- 
Zahlen vorkommen, die nicht gleich Eins sind. Wie klein also auch 
é gewihlt werden mag, es ist nicht médglich § — § unter die durch 
die rechte Seite obiger Ungleichung gegebene Grenze herunterzubringen. 
Dies ist aber das Zeichen, dass § in der Nahe von (a, y)) unstetig ist. 
Ist r <q, so ist 
%= S(b,, bs, -++ybr,1,1,-+>), 
Hy = S(a, Ay, ++ +, Ary Arti, * + *) 


und hier ist b, sicher > 1, und S(a,, dr4i,++-) < 1, weil sonst 
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Oy = Opp = +--+ = 1 


sein miisste, gegen unsere Annahme iiber den -Beginn der Periode. 
Es ist dann 


Ey = S(a,, b,, °°) Ar—ty iets Ay, b,, Ar41) a a Ps 
Nimmt man jetzt 
Oe ee (1 on i) 
R(a,, Qo) +) dy—1) (1 — S(a,, Gr4r, oe ‘)); 


so kann man durch 


| 2 4 


, 
7 S(a,, Gig * * + Arty Ary ** *)y 
y= S(b,, by, te br, by, Dit, e+) 
wenn man }. < b, nimmt, alle x und y erzeugen, fiir die 
? « 5 ? 


0O<4—-NH<eé, Om y¥—H<é 
ist. Fiir diese ist dann 


& = S(a,,b,, +++, Gri, bra, Gr, Uy +++), 
—&—é, i R(a,, b,,; alle Ay—1) a Gr) (1 — S(b,, Gr4i, 1, i )); 


die rechte Seite ist hier > 0, weil schon b, > 1 ist. Somit ist auch 
hier § — & nicht unter eine coma Grenze herabzubringen und folg- 
lich & bei (a y,) unstetig. 

Also ist & unstetig fiir alle Punkte (4 Yo) bei welchen x, oder yy 
oder beide zur Menge M gehiren. 

Man kann diese Abbildung anwenden um die unbegrenzte Ebene 
auf die unbegrenzte Gerade gegenseitig eindeutig abzubilden. Man 
denke sich die ganze Ebene durch aquidistante horizontale und verticale 
Linien in ein System von Quadraten und die Gerade in gieichgrosse 
Strecken getheilt. Dann lassen sich jene Quadrate und diese Strecken 


gegenseitig zuordnen, etwa so, wie es in nebenstehender Figur ge- 
schehen ist. 


Ein Quadrat kann man auf die gleichnamige Strecke dann so abbilden, 
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dass einerseits die Punkte der linken und der unteren Quadratseite 
andererseits der linke Endpunkt der Strecke ohne Bilder bleiben, wie 
dies bei der eben vorgetragenen Abbildung der Fall ist, wenn die 
Coordinatensysteme passend gewihlt werden. Weil aber jede untere 
Quadratseite zugleich die obere eines andern Quadrates ist, und ebenso 
die linke Seite zugleich in einem zweiten als rechte Seite auftritt, 
andererseits der Endpunkt einer Strecke mit dem Anfangspunkt einer 
zweiten zusammenfallt, so ergiebt sich fiir jeden Punkt der Ebene ein 
Bild auf der Geraden und umgekehrt. 


Schliesslich sei bemerkt, dass man die Reihenentwickelungen die 
wir an die Reihe der positiven ganzen Zahlen gekniipft haben, mit 
einigen Modificationen auch ansfiihren kann, wenn man andere 
Zahlenreihen zu Grunde legt. Die Fragen, welche oben schon unbe- 
antwortet geblieben sind, diirften sich bei diesen freilich nur noch 
schwieriger gestalten. 


Miinchen im October 1882. 


Beitrige zur Theorie der algebraischen Gleichungen. 
Von 


Junius Kénia in Budapest. 


Die Frage, wie die Galois’sche Theorie zur Untersuchung einer 
(durch ihre Coefficienten) wirklich gegebenen Gleichung  benutzt 
werden kann, ist bisher, so viel ich weiss, nicht behandelt worden. 
In § 1. der vorliegenden Arbeit gebe ich eine Methode an, nach 
welcher der wichtigste Punkt dieser Untersuchung, die Aufstellung 
aller verschiedener Gattungen von Resolventen immer erledigt werden 
kann. Hierauf gestiizt, kann in § 2. ein allgemeines Kriterium dafiir 
angegeben werden, ob eine vorgelegte Gleichung ,,theilweise“ oder 
»Vollstiindig* algebraisch lésbar ist, zugleich mit einer Methode, die 
diese algebraische Lésung nach einem vollig bestimmten Algorithmus 
liefert, der allerdings durch ihre Langwierigkeit beinahe undurchfiihr- 
bare Rechnungen verlangt. 

Dass die angewandten Methoden auch in andern algebraischen 
Fragen gut verwerthet werden kénnen, zeigt § 3., wo eine Reihe von 
Siitzen behandelt wird, die sich auf Gruppen beziehen, deren Ordnung 
eine Primzahlpotenz ist. Insbesondere wird der Gang der Auflésung 
fiir Gleichungen mit solcher Gruppe pricisirt. 

Im Zusammenhange hiermit steht die Theorie einer Classe alge- 
braisch lésbarer Gleichungen, welche die Abel’scheu Gleichungen 
als speciellen Fall enthalt, und die am kiirzesten dadurch charakterisirt 
wird, dass die Reihenfolge der zur Auflésung nothwendigen irrationalen 
Operationen beliebig vertauscht werden kann. 


gs. 


Die Resolventen einer gegebenen Gleichung. 


Jedes algebraische Problem ist als erledigt zu betrachten, wenn 
es gelingt, dasselbe auf die beiden elementaren Fundamentalaufgaben 
zuriickzufiihren. 

1. Bestimmung der symmetrischen Functionen der Wurzeln einer 
Gleichung durch die Coefficienten derselben. 
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2. Bestimmung der irreductibeln Factoren einer ganzen Function 
in Bezug auf einen beliebigen Rationalitiitsbereich *). 

Diese zweite Aufgabe kann noch, wie hinzugefiigt werden mag, 
dem Wesen nach darauf zuriickgefiihrt werden, die ganzzahligen 
Wurzeln einer Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten (im natiir- 
lichen Rationalitiitsbereiche) zu bestimmen. 

Man kann demnach mit Hiilfe elementarer Algorithmen von der 
Gleichung f(a) 0 zu ihrer Galois’schen Resolvente F(V) = 0 
iibergehen und so vor allem die Ordnung dey Gleichung f(z) = 0 be- 
stimmen; denn hierzu bedarf es nur der Bildung einer Gleichung vom 
Grade n!, deren Coefficienten symmetrische Functionen der Wurzeln 
von /(#) = 0, und sodann der Aussonderung eines beliebigen irre- 
ductibeln Factors der letzteren. 

Die Untersuchung einer beliebigen Gleichung kann demnach immer 
auriickgefiihrt werden auf diejenige einer Gleichung F(V) =O, in 
der jede Wurzel rationale Function einer beliebigen Wurzel ist, oder 

was dasselbe ist — fiir welche Grad und Ordnung (N) iiberein- 
stimmen. Diese Gleichungen sollen im Anschluss an die von Klein 
eingefiihrten Anschauungsweisen kurz als reguldre Gleichungen be- 
zeichnet werden. 

Diese reguliren Gleichungen haben die charakteristische Kigen- 
schaft, dass die rationalen Functionen ihrer Wurzeln nur wneigentliche 
Gattungen (nach Kronecker) bilden, d. h. dass jede derselben, wenn 
ihre Adjunction die Gruppe der Gleichung erniedrigt, das Gleichungs- 
polynom I’(V) in Factoren zerlegt. Sei ~ eine solche Function, 
deren Adjunction aus /’(V) den Factor 7’',(V) aussondert, und 


* V;, V2, ee Vx, 


die der Gleichung F’,(V) = 0 entsprechenden Wurzelu, so gehéren, 
wie mau leicht sieht, y und die allgemeinste symmetrische Function 
der Gréssen V,,---, Vz ‘ 


=(V, — 4) (V,— 4) +++ (Ve — &); 


(wo w so zu wihlen, dass die (2) Werthe, welche durch siimmtliche 


Vertauschungen der V erzeugt werden, auch simmtlich von einander 
verschieden sind) zur selben Gattung. 

Die verschiedenen Gattungen von Resolventen der Gleichung 
F'(V) =O werden daher durch die den verschiedenen Functionen 
S, entsprechenden Gleichungen erschépft, wobei natiirlich in den S 





*) 8. Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Groéssen, § 4. 
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nicht nur die Zahl der eintretenden Wurzeln, sondern auch diese 
Wurzeln selbst beliebig gewihlt werden kénnen *). 

Soll demgemiiss die Frage entschieden werden, ob die Gleichungen 
f(a) =0 und F(V) = 0 eine Resolvente re" Grades besitzen, so wird 
man nur zu beriicksichtigen haben, dass, wenn eine solche existirt, 


. ii ee : N 
die Adjunction einer ihrer Wurzeln einen Factor vom Grade —- = x 


aus /’(V) aussondert. Bilden wir daher die Gleichung (7) -ten Grades 


fiir S,, so muss eine der Wurzeln dieser Gleichung, d. h. eine der 
durch Vertauschung der V aus S, entstehenden Functionen, mit einer 
Wurzel der Resolvente zur selben Gattung gehéren, also mit andern 
Worten, das Polynom der Gleichung fiir S, einen irreductibeln Factor 
reo Grades enthalten. Ist ein solecher vorhanden, so giebt derselbe 
gleich Null gesetzt, die Resolvente selbst. Sind mehrere Typen von 
Resolventen r'** Grades vorhanden,*so wird das entsprechende Glei- 
chungspolynom mehrere irreductible Factoren gleichen Grades ent- 
halten. 

Um zu entscheiden ob die beliebige Gleichung f(x) =O eine (irre- 
ductible) Resolwente rv" Grades besitzt, hat man zuerst die Gleichung 
F(V)=0 vom Grade N (die Galois’sche Resolvente) zu bilden, 
gehe dann zur Gleichung fiir 

8,=(V,—u)(V,—w) -+-(Ve—w), x= 


r 


iiber, die vom Grade es ) ist, wnd deren Coefficienten symmetrische 
Functionen der V sind. Ist diese Gleichung 
®, saa 0, 


so wird die Gleichung f(x) =O dann und nur dann (irreductible) 
Resolventen r'” Grades besitzen, wenn sich aus , ein irreductibler 
Factor r Grades aussondern lisst. Diese Factoren, gleich Null ge- 
setzt, geben alle verschiedenen Gattungen der Resolventen r” Grades. 

Die Frage kann daher in jedem Fall mit Hiilfe eines vollstandig 
durehfiihrbaren Rechnungsalgorithmus gelést werden. Es mége nur 
noch bemerkt werden, dass dieselben Algorithmen dariiber entscheiden, 
ob die so erhaltenen Resolventen holoedrisch oder meriedrisch sind, 
da hierzu wieder nur die Bestimmung ihrer Ordnungszahl nothwendig, 
die im ersten Fall gleich N, im zweiten Fall gleich einem Theiler von 
N sein wird. 


*) S. meine Abhandlung ,,Ueber Factorenzerlegung ganzer Functionen etc.“ 
Diese Annalen Bd. XV. 
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Algebraische Gleichungen. 


§ 2. 
Allgemeine Kriterion der algebraischen Lisbarkeit. 
Um zu entscheiden, ob die Gleichung f(x) = 0 algebraisch lésbar 
ist, werden wir vor allem wieder zur entsprechenden reguliren Gleichung 
F(V)=0 | 
iibergehen, deren Grad und Ordnung (in Primzahlfactoren zerlegt) 
gleich 


N=p* pS ere p,* 


sei. Soll nun die Gleichung algebraisch lésbar sein, so muss die Auf- 
lésung mit Hiilfe einer Abel’schen Gleichung vom Grade p,, po, - - 
oder p, beginnen, und diese Gleichung ist eine Resolvente von 
F(V)=0, die F(V) in Factoren vom Grade , a - ++, oder 
1 2 
zerlegt. Ob nun eine solche Resolvente existirt, wird durch die 


Bildung der Gleichungen 


entschieden, und man erhalt fiir die algebraische Lésbarkeit von 
I'(V) =0 die Bedingung, dass wenigstens eine dieser Gleichungen 
Oy = 0 
Pi 
einen irreductibeln Factor p;'°" Grades enthalten muss. Soll die so 
erhaltene Resolvente /'(V) in der That algebraisch in Factoren zer- 
fallen, so muss der entsprechende Factor von F(V) zugleich auch 
von der Ordnung p; sein. 

Wir haben in dieser Weise die nothwendige wnd hinreichende Be- 
dingung dafiir erhalten, dass I'(V) durch Adjunction von Wurzel- 
grissen in Factoren vom Grade * (p Primzahl) zerfillt werden konne. 
Ist diess der Fall, so wird man diese Untersuchung an einem der so 
erhaltenen Factoren wiederholen, und diess geniigt, da die einzelnen 
Factoren isomorph sind. 

Man sieht unmittelbar ein, dass, wenn es durch eine Kette auf- 


einanderfolgender Abel’scher Gleichungen gelingt einen Factor vom 

Grade ——- =. ~ abzusondern, die Coefficienten desselben N’ -deutige 
p,” cee p*t 

Functionen sind, und wenn man demnach diese Coefficienten mit den 

entsprechenden Werthen vertauscht, man alle Factoren erhalt, deren 

Product wieder F'(V) giebt. 


Auf diese Weise gelangt man dazu die Reduction det Gleichungen 
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f(a) = 0 oder F'(V) = 0 so weit zu fiihren, als diess iiberhaupt durch 
Adjunction von Wurzelgréssen modglich ist, und gelangt schliesslich 
dazu, wenn die Gleichung algebraisch lésbar ist, nicht nur diess zu 
erkennen, sondern auch die Liésung zu bewerkstelligen. Man erhiilt 
nimlich fiir V einen N-deutiger Ausdruck, aus welchem dann auch 
die Werthe von z rational berechnet werden. 


So langwierig auch die Anwendung dieses Verfahrens fiir eine 
gegebene Gleichung erscheinen mag, so besitzt das angegebene Kri- 
terium doch einen principiellen Werth, indem es die erste allgemeine 
Methode angiebt, um die algebraische Lésbarkeit einer Gleichung zu 
untersuchen, und wenn diess méglich, die Wurzeln in algebraischer 
Form darzustellen. Ob ein Kriterium der algebraischen Loésbarkeit in 
wesentlich anderer Form*) (die obigen Resultate kénnen in mannig- 
faitiger Weise ausgedriickt werden) fiir Gleichungen von beliebigem 
Grade aufgestellt werden kann, scheint iiberhaupt sehr fraglich. Dass 
jene Formen fiir die Bedingung der algebraischen Lésbarkeit, wie sie 
Abel und Galois fir Gleichungen, deren (Grad eine Primzahl ist, 
aufgestellt haben, so einfach sind, findet seinen Grund in Verhilt- 
uissen, die bei zusammengesetzter Gradzahl wegfallen. In jenem ein- 
facheren Falle ist nimlich erstens nicht blos Charakter, sondern auch 
die Reihenfolge der erforderlichen Radicirungen von vorneherein fest- 
gelegt, und es geniigt zweitens schon die Kenntniss der Ordnungszahl 
allein, ohne weiter auf die Structur der Gruppe einzugehen, um iiber 
die algebraische Loésbarkeit der Gruppe zu entscheiden. Weder das 
eine, noch das andere ist der Fall, sobald der Grad der vorgelegten 
Gleichung ein betiebiger ist. 


§ 3. 
Ueber irreductible Factoren, deren Grad eine Primzahlpotenz ist. 


Die in § 1. angegebene Methode liefert sehr einfache und directe 
Beweise fiir jene algebraische Siitze, welche aus dem Cauchy’schen 
Fundamentaltheorem iiber Substitutionsgruppen und den von Sylow 
gegebenen Verallgemeinerungen desselben folgen. Diese Siitze selbst 
ergeben sich hierdurch auf einem neuen Wege, da man immer eine 
Gleichung aufstellen kann, welche die beliehig angegebene Gruppe G 
besitzt. 

Ist F'(V) =0 eine (irreductible) regulire Gleichung vom Grade 
N = p*Q, wo p eine Primzahl und Q nicht mehr durch p theilbar, so 
kann F(V) durch Adjunction einer Grisse p in Factoren vom Grade 
p* zerfillt werden, wo selbst Wurzel einer irreductibeln Gleichung 


*) Insbesondere in Form algebraischer Relationen zwischen den Wurzeln. 
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Q-ten Grades ist, deren Coefficienten demselben Rationalititsbereiche 
angehiren, wie die Coefficienten der urspriinglichen Gleichung. 

Um unabhingig von der Gruppe der Gleichung einen Factor p*' 
Grades zu bestimmen, hat man eine Gleichung vom Grade 


‘ °) _ P* Q(p* Q—1) --- (w*Q—r) --- (p*Q—v* +1) 
p* p* (p* —1) (p*—r) --- (p*— p* +1) 


zu bilden, deren Coefficienten symmetrische Functionen der Wurzeln 
von F(V) =O sind. Man sieht, dass die Gradzahl dieser Gleichung 
nicht durch p theilbar ist, denn p*Q—r und p* —r sind immer 
durch dieselbe Potenz von p theilbar. Die so erhaltene Gleichung 
kann noch reductibel sein; ihre irreductibeln Factoren seien vom Grade 
M1) Xa, ***, #m. Dann ist 


“Q 
yf my to + tn (PM). 
Keine der Zahlen x kann gleich 1 sein, da sonst /'(V) reductibel 
wire. Zugyleich muss wenigstens eine der Zahlen x, z. B. x, durch p 
nicht theilbar sein; denn wiiren alle Zahlen x durch p theilbar, so 


miisste es auch ey sein. 


Die Gleichung /'(V)=0 hat demnach eine irreductible Resolvente 
x,-ten Grades. Sei eine der Wurzeln derselben g,. Dann zerlegt die 
Adjunction von g, das Polynom F’'(V) in irreductible Factoren vom 


Grade p* 2 ; Wo g eine ganze Zahl sein muss, da p* und x, relativ 
1 1 


prim sind. 
Es kann demnach x, nicht grésser sein als Q; ebensowenig kann 
aber x, kleiner sein als Q; denn die Adjunction von g miisste dann 


irreductible Factoren vom Grade p* 8 > p* ergeben, im Widerspruche 
1 


damit, dass nach Kinbeziehung von @ in den Rationalitiitsbereich 
jedenfalls ein rationaler Factor p*'*" Grades sich aussondert. 

Den Wurzeln g,, 92, ---, Pe der so erhaltenen Resolvente Qt" 
Grades entsprechen in der Gruppe der Gleichung enthaltene Unter- 
gruppen p** Ordnung, die simmtlich durch Transformation ausein- 
ander entstehen, und von denen man ferner nachweisen kann, dass 
jede in der Gleichungsgruppe enthaltene Gruppe, deren Ordnung eine 
Potenz von p ist, in einer jener Gruppen enthalten sein muss. Ist 
nimlich P eine Gruppe von der Ordnung p* und w eine Function, 
die nur fiir die Substitutionen dieser Gruppe ungeiindert bleibt, so 
wird F'(V) durch Adjunction von w in Factoren zerfillt, deren Grad 
und Ordnung p*. In dem so erhaltenen Rationalitiitsbereich ist also 
auch die Ordnung von F'(V) =O eine Potenz von p. Demgemiiss 








430 J, Kime. 


muss auch die Resolvente Q" Grades in Factoren zerfallen, deren 
Grad eine Potenz von p ist. Sind demnach die einzelnen Factoren 
vom Grade p™, p®, ---, so hat man 


rer Te es 

Da aber Q nicht durch p theilbar, ist diess nur so méglich, dass 
einer der Exponenten a gleich Null wird, d. h. die Adjunction von w 
bestimmt wenigstens eine Wurzel der Resolvente Q" Grades in rationaler 
Weise, was mit dem obigen iibereinstimmt. 

Ohne in das Detail dieser Sitze weiter einzugehen, sei hier nur 
noch der folgende erwihnt: 

Jede (irreductible) Gleichung, deren Grad und Ordnung Potenz 
derselben Primzahl p ist, wird durch Auflisung einer Abel’ schen 
Gleichung vom Grade p, in p Factoren gleichen Grades zerfillt. Dass 
diese Gleichungen algebraisch lésbar sind, hat Herr Sylow bewiesen; 
der zu beweisende Satz pricisirt den Gang der Auflésung. 

Sei Grad der Gleichung p*, um hieraus einen Factor p*-!'" Grades 
auszusondern, hat man fiir Sixt eine Gleichung zu bilden, deren 


Coefficienten symmetrische Functionen und deren Gradzahl 


( ”)- _p* (p* —1) «++ (p* —p**41) 
p* 1 p*-! (p*—' — 1) (p*—? — p* 4-1) 


von der Form p@ ist, wo p und Q relativ prim sind. Da aber auch 
die Ordnung der vorgelegten Gleichung gleich einer Potenz von p 
ist, muss die so gebildete Gleichung in mehrere Factoren zerfallen, 
deren Gradzahlen wieder Potenzen von p sind. Also, wenn die einzelnen 
Factoren vom Grade p™, p®, ---+ sind, wird: 


+e +--+ pr = py. 

Hieraus folgt, dass nicht alle Exponenten > 1 sein kénnen, sonst 
miisste p@ durch p? theilbar sein, was nicht der Fall ist. Es kann 
aber auch kein @ gleich 0 sein. Sonst hatte die Gleichung fiir S,*—1 
eine rational bekannte Wurzel, und die untersuchte Gleichung wire 
nicht irreductibel. Demnach muss ein a gleich eins sein. Und man 
erhilt fiir die Factorenzerlegung eine irreductible Resolvente p'" Grades, 
von der es unmittelbar klar ist, dass sie eine Abel’ sche Gleichung, 
d. h. auch von der Ordnung p sein muss. Denn ihre Ordnung muss 
einerseits eine Potenz von p, andererseits ein Theiler von p! sein, was 
in der That die Zahl p bestimmt. 
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Algebraische Gleichungen. 


§ 4. 
Ueber eine specielle Klasse algebraisch lésbarer Gleichungen. 


Ist f(x) = 0 eine algebraisch lésbare Gleichung, so kann der bei 
der Auflésung zu befolgende Gang schematisch durch eine Reihe von 
Primzahlen charakterisirt werden: 


[Pr], [Po], +5 [pe] 

Man hat nimlich zuerst eine Abel’sche Gleichung vom Grade p, 
zu bilden, deren Coefficienten dem urspriinglichen Rationalitiitsbereich 
angehdren, dann adjungirt man eine Wurzel dieser Gleichung «,. 
Hierauf ist wieder eine Abel’sche Gleichung vom Grade p, zu bilden, 
deren Coefficienten im Allgemeinen dem durch die Adjunction von wu, 
erweiterten Rationalitiitsbereiche angehéren, (In speciellen Fiillen 
braucht u, nicht in den Coefficienten aufzutreten). Hierauf adjungirt 
man wieder eine Wurzel dieser Gleichung w,, und so fort, bis 
schliesslich nach Adjunction von uw, alle Wurzeln der Gleichung rational 
ausdriickbar sind. : 

Neben der Berechnung rational bekannter Gréssen sind daher 
[p,| u. s. w. die Elementaroperationen, die fiir die Auflésung von 
f(x) =0 verlangt werden. Jm Allgemeinen ist hierbei die Reihen- 
folge der Operationen [p| eine fest bestimmte. FViir gewisse Gleichungen 
kénnen die Operationen [p] in verschiedener Weise geordnet werden, 
wobei aber natiirlich das Product der Primzahlen p constant bleibt. 

Die einfachste Klasse algebraisch lisbarer Gleichungen wird durch 
die Forderung bestimmt, die Operationen |p] in villig beliebiger Rethen- 
folge ausfiihren zu kinnen. Die so erhaltene Klasse von Gleichungen 
ist die allgemeinste, fiir welche die Auflésung der Galois’schen 
Resolvente noch genau nach den von Gauss angegebenen Methoden 
erfolgen kann. Sie enthilt alle Abel’schen Gleichungen, alle Glei- 
chungen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist und viele andere. 

Ist die Ordnung der Gleichung: 

N = 21,% 2% +--+ 15%, 
so kann die Auflésung durch eine Kette von «; Abel’ schen Gleichungen 
;" Grades begonnen werden. Dementsprechend besitzt die Gruppe 
der Gleichung G eine Untergruppe G; von der Ordnung x 
m5 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass f(x) = 0 
in die angefiihrte Klasse gehire, ist, dass ihre Gruppe G invariante*) 
Untergruppen G; von der Ordnung oe ;, enthalte (i = 1, 2,+ ++ 8). 


%; 


*) Der Ausdruck ,,invariant“ statt ,,ausgezeichnet“ ist nicht nur charak- 
teristischer, sondern empfiehlt sich auch durch seine internationale Brauchbarkeit. 
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Dass diese Bedingung hinreichend ist, ist unmittelbar einzusehen ; 
denn der Gruppe G; entspricht dann eine Resolvente R; = 0 von der 
Ordnung 2;“'; und die von einander unabhiingige Auflésung der Glei- 
chungen 

R, =0,--+, R, =0 
list die Gleichung /(x)=— 0 vollstindig, und gestattet eine beliebige 
Reihenfolge der Operationen [2]. 

Andererseits ist die Bedingung auch nothwendig. Jedenfalls kann 
die Auflésung der Gleichung durch eine Kette von «; Abel’schen 
Gleichungen z;‘° Grades begonnen werden, und diese Kette von Glei- 
chungen durch eine einzige Gleichung R;—= 0 von der Ordnung 


a;* ersetzt werden. Dann sind aber die Gleichungen 
f(z7)=0 und RR, --- Rg =O 


volistindig aiquivalent, und die Wurzeln der einen rational durch die 
der andern ausdriickbar. Demnach sind ihre Gruppen G und [ 
holoedrisch isomorph. Die Gruppe [ besteht aber aus dem Product 
von s Gruppen 7, --- y, von der Ordnung a,“ --- a,~, deren jede 
sich auf andere Elemente bezieht. Das Product von s — 1 derselben 
ist also jedenfalls eine invariante Untergruppe von [, und die ent- 
sprechende Untergruppe in G muss dann dieselbe Eigenschaft besitzen. 

Man bemerkt zugleich, dass y,, y., -++, ys invariante Unter- 
gruppen von [ sind, und dass daher die entsprechenden Gruppen 
91> ***s gs in G, deren Ordnung 2,“ --- 2,“* dieselbe Eigenschaft 
besitzen. Da aber simmtliche Gruppen dieser Ordnungszahl durch 
Transformation auseinander entstehen, so kann man die charakteristische 
Eigenschaft der Gruppe G auch so aussprechen, dass sie nur je eine 
Untergruppe von der Ordnung 2,“ -- + 2,°* enthiilt. 

Dass diese Bedingung nicht nur nothwendig, sondern auch hin- 
reichend ist, ersieht man leicht. Wenn nimlich g, - -- g, invariante 
Untergruppen sind, so ist es auch das Product von s — 1 derselben, 
das, wie man aus dem isomorphen Producte der -y schliesst, eine Unter- 
gruppe der Ordnung = ergiebt. 

Aus der Beziehung zur Gruppe [ folgt noch, dass wenn d irgend 
ein Theiler von N ist, die Gruppe G immer eine Untergruppe von der 
Ordnung d besitet. 


Ist nun F(V)=0 die der Gleichung f(z) =O entsprechende 
regulire Gleichung, so zerlegt die Resolvente R; = 0 das Polynom 


° N ° 
F(V) in wi Factoren, deren Grad und Ordnung —_; zugleich ent- 
t 
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scheiden wir, ob eine durch ihre Coefficienten gegebene Gleichung in 


die betrachtete Klasse gehért, indem wir mit Hiilfe symmetrischer 
Functionen die Gleichungen fiir S y bilden und untersuchen, ob die- 
a 
n; . 
selben je einen irreductibeln Factor vom Grade und von der Ordnung 
a;* besitzen. (¢ = 1, 2, -- +, 8). 
Ist diess der Fall, so lésen die Resolventen 
R,=0, R,—0,---. Rk, =O 
unsere Gleichung vollstiindig auf. Jede derselben zerlegt das Polynom 
F(V) in x;* Factoren oe ‘en Grades, so dass 


m; 


F(V) =X, X,0... X® 
n;* 
M (2 = 1, te ty S) 
wird. 


Man. erkennt dann leicht, dass die s Gleichungen 
x” —0, x =0,+-+, X® 0, 


wo a, B, ---, 6 beliebige Indices sind, nicht mehr als eine Wurzel 
gemeinsam haben kénnen; denn wenn jede dieser Gleichungen die 
Wurzeln V, und V, enthielte, so wiirde dies bedeuten, dass nach 
Adjunction jeder einzelnen Gleichung R;=0, also auch nach Ad- 
junction aller dieser Gleichungen die Gruppe von F'(V) = 0 eine 
Substitution enthilt, die V, mit V, vertauscht. Daraus folgt aber, 
dass jedes System von Gleichungen , wie 


XP =0, XP =0, +++, XP =0, 
eine Wurzel der Gleichung F(V)=0, als einzige gemeinschaftliche 
Wurzel des ganzen Systems bestimmt, die dann nach der Methode des 
grossten gemeinschaftlichen Theilers gefunden wird. 

Da nimlich jede Wurzel von F'(V) =O als gemeinschaftliche 
Wurzel eines solchen Systems auftreten muss, und jedes System nur 
eine solche Wurzel giebt, und schliesslich nur 2,“ - - - 2,"*== N solcher 
Systeme aufgestellt werden kénnen, muss jedes solche Gleichungs- 
system eine Wurzel eindeutig bestimmen. 

Was schliesslich die Auflésung der Resolventen Ji; = 0. betrifft, 


so geschieht dieselbe nach der am Schlusse des vorhergehenden Para- 
graphen angegebenen Methode, 





Mathematische Annalen, XX1. 29 











Eine neue canonische Form von Gruppen binirer Formen. 
Von 


Franz Meyer in Tiibingen. 


Der Satz, welchen ich im Folgenden ohne Beweis mittheile und 
der binnen kurzem in meinem schon bei friiherer Gelegenheit ange- 
kiindigten Buche*) im Zusammenhang dargelegt werden soll, ist 
bereits am 2. Dec. 1881 von mir in derselben Gestalt Hrn. P. du Bois- 
Reymond schriftlich mitgetheilt worden, nur die Zusiitze von Nr. 7 an 
sind jetzt neu hinzugekommen. Ich erwihne diesen Umstand, um die ur- 
spriingliche Unabhingigkeit meiner Untersuchungen von den neuesten 
Arbeiten der Herren Brill und Stephanos darzuthun. In der That 
war ich bereits vor lingerer Zeit zu dem Princip gekommen, dass 
conjugirte Gruppen binirer Formen dieselben Covarianten haben; und 
hat sich mir der hier mitzutheilende Satz als ein Ausfluss aus diesem 
Princip ergeben. 

Was die Eintheilung des Folgenden betrifft, so habe ich die 
Trennung in einen rein algebraischen und einen geometrischen Theil 
fiir niitzlich gehalten. Jedem der beiden Abschnitte werden einige 
Definitionen und Siitze vorausgeschickt. 

Die angefiihrten Beispiele des zweiten Abschnitts lassen sich 
natiirlich noch vielfach vermehren. 

Den Beweis des Satzes habe ich hauptsiichlich deshalb unterdriickt, 
weil er wegen Zuhiilfenahme verschiedener polydimensionaler Begriffe 
und Anschauungen eine etwas ungefiige Gestalt annehmen wiirde. 


om 
Algebraische Hiilfsdefinitionen und Sitze. 


1) Unter einer (d + 1) gliedrigen ,Gruppe“ von Formen versteht 
man (nach Rosanes) alle linearen Combinationen von (d + 1) Formen 


(1) Por rr - > °s Pa 


*) Ueber Apolaritit und rationale Curven; vgl. diese Ann, Bd. XXI, p. 125. 
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Es ist im Folgenden (mit einer Ausnahme ef. pag. 437) mw von biniren 
Formen gleicher Ordnung () die Rede, sodass 


(2) Pi (A) = aio A" + ay A" +--+ ain. 


Greife ich aus dem System dieser Gruppe irgend x(x < d+ 1) linear 
unabhiingige Formen heraus: 


(3) V> Vo, e ese Vx, 


so bilden diese eine neue x-gliedrige Gruppe (n'" Grades), die eine 
» Untergruppe“ der ersten heissen soll. 

2) Zwei biniire Formen heissen (nach Keye) apolar, wenn ihre 
bilineare Invariante verschwindet. Dann gehért nach Rosanes zu 
jeder (d + 1) gliedrigen Gruppe (1) (von biniiren Formen n't Ordnung) 
eine ganz .bestimmte aweite (m — d) gliedrige Gruppe von biniiren 
Formen gleicher Ordnung 


(4) Xi» X2> ee 09 An-a 


von der Art, dass jede Form der einen Gruppe apolar ist zu jeder 
Form der andern Gruppe. 


»Die beiden Gruppen sind hinsichtlich ihrer Combinanten ver- 
tauschbar. “*) 

3). Unter einer co” Schaar von Gréssen versteht man eine solche 
von der Manunigfaltigkeit g d. h. eine soleche, die von g von einander 
unabhangigen willkiirlichen Parametern abhingt. Speciell oo” stellt 
eine endliche Zahl dar. 

Ich behalte das Zeichen co’ auch bei fiir den Fall, wo g eine 
negative ganze Zahl ist = — g’. Dann bedeutet eine oo-% Schaar 
von Gréssen, dass g’ Bedingungen erfiillt sein miissen, damit solche 
Gréssen existiren. 

3) Der Satz handelt von den x gliedrigen Untergruppen einer 
(d + 1) gliedrigen Gruppe n‘*" Grades, die**) w lineare Factoren mit 
einander gemein haben 

(u==1,2,...,"—1) 
(d, h. wo alle Formen einer solchen Untergruppe diese w linearen 
Factoren gemein haben). 


I. Dee Mannigfaltigkeit einer solchen Gruppe ist 
(5) m= x(d+1—x) — w(x—1) = xd — (x+y) (x—1).“ 


*) cf. Stephanos, Comptes Rendus 1882; Brill, diese Annalen XX, p, 335, 
(wo auch Formen mit mehr Veriinderlichen betrachtet sind); Cap. I meines wieder- 
holt in Aussicht gestellten Buches, 


**) Die vier Zahlen n, d, x, wu sind also, abgesehen von den evidenten Un- 
gleichheiten unter ihnen, wnabhiingig von einander, 


29* 
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Il.*) Dann gehirt zu einer jeden solchen Gruppe von x Formen 
eine Gruppe von 


(6) p=pu—d—l1+x 
Formen, die eine Untergruppe der (n — a) gliedrigen zur gegebenen 


(d + 1) gliedrigen Gruppe apolaren Gruppe darstellt und folgende Eigen- 
schaft besitzt: 


Jede Form dieser p gliedrigen Untergruppe lisst sich in die 
canonische Form bringen: 
ue 
(7) iad — 4)". 
1 
Dabei sind die Grissen 3 immer dieselben und ewar eben die Wurzeln 
der oben erwiihnten gemeinsamen Factoren * 
wa — 0%, ,,4 — O,%, 2 .., A— Oy, 
wo die 6 als ungleich vorausgesetzt werden.“ 
Damit ist das Problem der Auffindung solcher gemeinsamen Fac- 
toren auf ein Problem der Canonizirung von biniiren Formen, spec. 
ihrer Darstellung als Summen von n'*" Potenzen reducirt. 


If. 
Geometrische Bedeutung dieses Satzes. 
4. Dieselbe umfasst eine der allgemeinsten Fragen, die man bei 


rationalen Curven stellen kann. 
Es werden wieder vorausgeschickt einige: 


Geometrische Hiilfs-Definitionen und Sitze. 
1) Das System 
(8) »O%= (A), (¢=0,1,..., a)“ 
stellt eine rationale Curve n'** Ordnung im Raume von d Dimensionen 
dar. Die 2; sind die homogenen Coordinaten eines Punktes in 


diesem Raume. 
*2) Die Gleichung 


(9) Ue = Uy %y U2, +++ + Ua ta = O 

stellt ein ,,Lineargebilde* von (d — 1) Dimensionen dar; x solcher 
Gleichungen ein ,,Lineargebilde“ von (d—x) Dimensionen {d--x=0,1,2 
entsprechen resp. Punkt, Gerade, Ebene}. 


*) Der Satz gilt natiirlich wegen der Apolaritit der auftretenden Formen 
auch umgekehrt, 
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5. Dann sagt unser Satz folgendes aus (wo die Zahlen m, d, k, w, x 
die obigen sind): 

I. ,,Es giebt immer eine oo” Schaar von Lineargebilden (d—k)'e 
Dimension, die mit der rationalen Curve 


(8) ox; = (A), (§=0,1,...,¢) 
wu Punkte gemein haben.“ 


Il. [Fir jede rationale Curve oa; = g;(A) giebt es ein System 
von (n --d) Gleichungen von der Form 


(10) Ay = Ay Sy + 4,8, +--+ + And, =O 
wo die s die elementarsymmetrischen Functionen von » Gréssen 
Ai, Ag, «++, An sind, die » solchen Punkten der Curve zugehéren*), 


die auf einem Lineargebilde (n— 1)" Dimension u, = 0 liegen. Das 
System dieser (xn —d) Formen a, kann offenbar auch durch ihre 
(n — d) gliedrige Gruppe**) ersetzt werden]. 

» Dann***) enthilt diese (nm —d) gliedrige Gruppe stets eine 
p=u—d+1+ gliedrige Untergruppe, deren simmtliche Formen 
in die canonische Gestalt zu bringen sind: 


“ 
(11) 'aj¥(0;)=0 wo Wa) = (A—A,) (A—A,)...(A— Ay). 


1 


Die @ sind die obigen, die x; sind veriinderliche Coefficienten.“ 

6. So giebt es beispielsweise eine coM+’-4% Schaar von 6 fachen 
Punkten einer solehen rationalen Curve n'* Ordnung im Raume von 
d Dimensionen d. h. (nach der friiheren Definition): 

» Hs sind dd —d—0 Bedingungen néthig, wenn die Curve einen 
0 fachen Punkt haben soll. 

Dann ist 

p=d0—1 ete. etc.“ 


Ein anderes Beispiel sei gegeben durch eine rationale Raumcurve 
(d = 3). Diese besitzt (n > 4) immer eine endliche Schaar von vier- 
fachen Secanten. Die Aufgabe diese zu finden, ist identisch mit der 
rei algebraischen Aufgabe: 

» Wenn gegeben sind irgend welche »n — 3 =v binire Formen 
n'* Ordnung, aus der (n — 3) gliedrigen Gruppe derselben eine zwei- 


*) Jedem Punkte der Curve gehdrt bekanutlich ein Werth als Argument 
(Parameter) zw und umgekelhrt. 
**) An dieser Stelle ist also das Wort Gruppe in allgemeinem Sinne 
(Gruppe von nicht biniren Formen) genommen. 
***) Dieser Satz bitte auch in rein algebraischer Ausdrucksweise dem ersten 
Abschnitt einverleibt werden kénnen, 
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gliedrige Untergruppe (Involution) von der Art auszuscheiden, dass 
alle Formen dieser Untergruppe die canonische Form 


(12) x, (A—d,)" + %,(4—9,)" + x, (A —03)" + 2,(4—9,)" 


annehmen, wo die @ fiir alle Formen dieser Untergruppe dieselben sind. 
Die Zahl dieser Punktquadrupel (Werthquadrupel) 


(9, 0, 0; 0,) 


ergiebt unmittelbar die Zahl der vierfachen Secanten. 

7. Das letzte Beispiel gewinnt aber erst seine Wichtigkeit durch 
Umkehrung, indem man die gesuchten Zahlen geometrisch auf ganz 
anderem Wege bestimmt. Wendet man die von Salmon (Raumgeometrie 
Ill. Aufl., p. 302) gegebene Formel fiir die vierfachen Secanten einer 
Raumcurve auf rationale Curven an, so erhiilt man nach einiger Rech- 
nung den Satz: 

» Die Anzahl der vierfachen Secanten einer rationalen Raumcurve 
(d = 3) n' Ordnung ist 


(13) S—Diae—3) | @-Ha—4 a 


1-2 2-3 
Daraus folgt mit Hiilfe des Obigen der Satz: 
»in einer allgemeinen Gruppe von v binéiren Formen der Ord- 
nung » = v- 3 giebt es: 


on OTD , v(9—1) 
(14) CON Gag OA Or 


Involutionen f+ kg, wo f, » gleichzeitig in die canonische Form 
f=a,*(A—-d,1)"+4,(A ~_ 952)" + a, (4 —d,3)" +a,(A—9,4)", 
p=b, (A —941)"+ b, (A — 9,2)" + b3 (A — 0,3)" +b, (4 — 944)", 


gebracht werden kénnen.“ 


8. Geht man einen Schritt riickwirts zu den ebenen rationalen 
Curven, die ja bekanntlich, wenn sie von der Ordnung n, 


(12) 


> : (nm — 1) (m — 2) 
(16) 6 = — ———- . 
Doppelpunkte besitzen, so erhalt man in gleicher Weise: 

pperpans , - 

» in einer allgemeinen Gruppe von v biniren Formen der Ord- 
nung n = v + 2 giebt es 
ae 207 + 1) 

(17) irene 1-2 


- *) Die Coetticienten a, b sind natiirlich fiir jede der Involutionen auch wieder 
andere. 
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Formen f, wo f in die canonische Form 
(18) f = a, (A — 951)" + a,(A— 9o2)" 


gebracht werden kann.“ 
9. Ich habe die entsprechende Zahl fiir rationale Raumcurven im 

Raume von d Dimensionen gefunden und daraus den allgemeinen Satz 

erhalten: . 
In einer allgemeinen Gruppe von v biniiren Formen der Ordnung 

n=v-+td giebt es ; 


. 


_ (v-+1)y v(y—1) (»—1) (»— 2) (v—d-+3) (vy —d+2) 
(8 ee ee ee eee 


(d—1) gliedrige Untergruppen, von der Art, dass alle Formen einer 
solechen in die canonische Form gebracht werden kénnen 
| (20) a,(A—0p,1)" + a,—Op,2)" +++ + a(a—ry (A — 9, 24-1)" “. 

10. Zieht man in gleicher Weise die dreifachen Secanten der 
rationalen Raumeurven (d = 4) in Betracht, so erhailt man, wie ich 
gefunden habe, Folgendes: 

» In einer allgemeinen Gruppe von v biniiren Formen der Ord- 
nung » = v + 4 giebt es 


b (21) Ea (v-+2)(v+1)» 


1-2-3 
Formen, die in die Gestalt gebracht werden kénnen: 
(22) a,(A co 0x1)" -f a, (A _ 0x2)" + a, (A _ Ox3)"“. 


In einer allgemeinen. Gruppe vou v binairen Formen der Ordnung 
n=v-+6 giebt es 


(23) qa UTS er 
Formen der Gestalt: 


(24) a,(A—d,,)" + (A — Oy)" + ay(A— dy,)" + a,(4—9,,)"“ 
etc. ete. 


Indessen mag die allgemeinste Anzahl fiir jede Art dieser Canoni- 
zation noch dahin gestellt sein. 
. 11. Dagegen mag eine andere Art von Satzen noch durch ein 
Beispiel angedeutet werden. 

Untersucht man die specielle Classe von ebenen rationalen Curven 
n' Ordnung mit (n—1) fachem Pankt, so ergiebt sich: 

,»Enthilt eine Gruppe von 3 biniren Formen n'** Ordnung eine 
, Involution n°" Grades mit festen (n — 1) linearen Factoren, so kann 
man die zur Gruppe apolare Gruppe von (mn — 2) Formen linear zusam- 
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mensetzen aus den (w—3)'" Differentialquotienten einer Form vom 
Grade 2n — 3, d. h. die apolare Gruppe lisst sich mit Benutzung 
der Gordan’schen Bezeichnung*) in die Gestalt bringen: 

(25) 


a 
a” My Has ++ ag? 


WO (; ly... ftn—3 Variable Werthe vorstellen. 

Eine weitere Reihe von Siatzen, die ich iibergehe, habe ich erhalten 
durch das Hereinziehen der terniiren und quaterniiren Apolaritit; alle 
*entspringen unserem Hauptsatze. 


Tiibingen, 11. October 1882. 


*) Gordan, Erlanger Programm 1875, 

















Ein Satz wber lineare Identitaten zwischen Quadraten binarer 
Formen, 
Von 


Franz Meyer in Tiibingen. 


1. Herr Brill hat in seinem Aufsatze: ,Ueber binire Formen 
und die Gleichung sechsten Grades“ (diese Annalen, Bd. XX, p. 354 
folgenden Satz aufgestellt: 

»Zu drei gegebenen bindren Formen zweiten Grades gehirt stets 
eine einzige vierte solche Form, so dass nicht nur zwischen diesen vier 
Formen (wie bekannt) sondern auch zwischen ihren Quadraten eine 
lineare Identitdt herrscht.“ 

Seien also die gegebenen Formen g,, 92, 93; die vierte p,, s0 
sind die fraglichen Identitiiten von der Form: 


UD) +49, +9, + UM, =9, 

bp? + bp,’ + b39;” + bp? =9, 
wo sowohl die Verhiiltnisse der Coefficienten b (und der a), als die 
Wurzeln der vierten Form g, eindeutig bestimmt sind. 

Herr Brill giebt auch eine geometrische Erklirung dieses Satzes 
(vgl. seine neueste Note ,iiber das Polvierseit“, diese Annalen Bd. XX), 
beriicksichtigt die Ausnahmen, fiir die er versagt, und stellt nihere 
Beziehungen (Identitiiten) zwischen den vier Formen und ihren sechs 
Functionaldeterminanten auf. 

Dieser Satz mége im Folgenden ausgedehnt werden, ohne auf die 
auftretenden Ausnahmen, sowie weitere aus ihm entspringende Be- 
ziehungen zuniichst einzugehen. 

2. Die gemeinte Erweiterung lautet: 

»» Durch (d + 1) bindre Formen de" Grades sind im Allgemeinen 
2¢— (d+ 1) = 0 weitere soleche Formen in eindeutiger Weise bestimmt 
von der Art, dass gricht nur zwischen den siimmtlichen 2° Formen 
(wie bekannt), sondern auch zwischen ihren Quadraten 0 lineare 
Identititen stattfinden.“ 

Die Beweismethode erhellt vollstindig aus der Durchfiihrung des 
(an den von Herrn Brill behandelten sich zunichst anschliessenden) 
Falles d = 3. 

Sind also vier biniire cubische Formen gegeben: 

(1) Pir Pror Par Pa» 


so bilden wir aus ihren Quadraten eine ,,viergliedrige Gruppe sechsten 
Grades“: 
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(2) #1 Dy? + HP." + %Ps* + %, 9," 
wo mit den x variable Coefficienten bezeichnet sind. 

Statt dessen substituiren wir aber vorerst eine allgemeinere solche 

» Gruppe“: 

(3) VM d1 + Yoke + 3X3 + MyM 

wo die v wieder variabel, die x vier beliebige biniire Formen sechsten 
Grades vorstellen. 

Von einer solchen Gruppe (3) gilt folgender Satz (der sich in 
allgemeinster Weise fiir irgend welche biniire Gruppen im ersten Capitel 
meines unter der Presse befindlichen Buches, auf welches schon wieder- 
holt Bezug genommen wurde, ausgesprochen findet): 

Soll ein System von sechs Werthen 4,, 4,,..., 4, das Wurzel- 
system einer Form der Gruppe (3) sein, so sind dazu folgende drei 
Bedingungen nothwendig und hinreichend: 

A, = AySy + 4,5, + 4,8, + 38; + 4,5, + 4,5, + A585, = 0, 
(4) } bs = dg 89 + , 5, + b, 5, + b, 8, + by 8, + 0; 8, + bes, = 0, 
Cy = Cy Sy H Cy 8, Cy Sq + Cy Sy - Cy 54 + 6,8, + CoS, = 0, 
8: . F _ } 
wo die — (i= 1,2,,.., 6) die elementaren symmetrischen Functionen 
0 
der sechs Werthe 4 sind, 

(Die Coefficienten a, b, ¢ sind vollstindig und eindeutig dadurch 
bestimmt, dass die drei Formen aj, ba, c,, die aus (4) durch Gleichsetzen 
aller sechs Werthe, = 4, hervorgehen, die zur Gruppe (3) (nach Rosanes) 
conjugirte Gruppe bestimmen).*) 

Suchen wir daher die in der Gruppe (3) enthaltenen vollstindigen 
Quadrate (cubischer Formen), so haben wir nur in (4): 

(5) Ay = Ay = ys Ag Ay ey A, = Ag = Ug 
zu setzen; dann sind die uw die Wurzeln einer solchen cubischen Form. 
Dadurch gehen aber (cf. das erste Capitel meines Buches), wie 
man tibrigens leicht verificirt, die Gleichungen (4) iiber in: 
Ay 6, + A,6, + A, 6, + A, 6, = 0, 
(6) B,6, + B,o, + Bo, + Bio, = 0, 
C. + C,o, + C,6, + Cy 6, =0, 
wo z. B. die A**) die Ausdriicke sind: 
Ay = 46) + 4,6, + 4,6, + 436;, 
A, = 4,6, + 4,6, + 4,6, + 4,6;, 
A, = a6, + 4,6, + 4,6, + a, 65, . 
Oe tae A, = 4,6) + 4,6, + 4,6, + a,6,. 
*) Cf. Brill, die znerst citirte Abhandlung 


**) Man kann sie auch bezeichnen als ,,die dritten Ueberschiebungen der 
dritten Differentialquotienten (nach zwei homogenen Variabeln 4, w) der Formen 


(7) 
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Dabei bedeuten die * (x == 1, 2, 3) die elementaren symmetrischen 
Functionen der drei mu (5). 

Die Gleichungen (6) haben aber unmittelbar zur Folge: 

»Jedes der acht Werthsysteme 6, die bekanntlich die Gleichungen 
(7) befriedigen, ist das Coefficientensystem einer cubischen Form: 

(8) Y; = 6, — 26,9 + 16,0 — 6,4, (sen 1,2,..., 8) 
deren Quadrat eine der Formen (3) ist; und zwar sind diese acht Formen 
die einzigen der Art.‘ 

Daher kann man die Gruppe (3), anstatt aus den vier Formen y, 
auch aus vier der Formen y? (8) zusammensetzen, wodurch sie in die 
urspriinglich gegebene Form (2) tibergeht. Dann sind aber die vier 
weiteren Formen y durch die Gleichungen (6) bestimmt. Da aber alle 
acht Formen w? der Gruppe (3) angehéren, so miissen vier lineare Identi- 
tiiten (d. h. gerade so viele, als unter den Formen yw selbst) zwischen 
ihnen herrschen. 

Damit ist aber der Satz, (wenn man nur statt vier der y resp. 9 
schreibt) bewiesen, 

Ganz analog wird der allgemeine Beweis gefiihrt. Statt der drei 
Gleichungen (6) erhailt man d Gleichungen, die in d Unbekannten 
quadratisch sind; mithin resultiren daraus 2¢ Werthsysteme der Un- 
bekannten, die ihnen geniigen. 

Und da die Quadrate der so entstehenden 2¢ Formen, die den 
Formen y (8) entsprechen, derselben (d + 1)-gliedrigen Gruppe an- 
gehéren miissen, so bestehen fiir sie 2¢— (d+-1) lineare Identitiiten. q.e.d. 

3. Geometrisch kann man unserm Satze eine Reihe von Fassungen 
geben, unter denen ich folgende auswihle, da sie sich unmittelbar an 
das Gleichungssystem (6) anschliesst. Auch hier wird es geniigen, sich 
auf den Fall d = 3 zu beschriinken. (cf. die Schlussbemerkung). 

Um den Gang des Folgenden nicht zu unterbrechen, schicke ich 
einige einfache geometrische Definitionen und Siitze voraus (cf. auch 
meine Note auf pag. 125—137 des gegenwirtigen Annalenbandes). 

a) Die Schmiegungsebenen einer cubischen Raumcurve, sowie die 
Tangentialebenen einer Flaiche zweiter Ordnung (Classe) nenne ich 
kiirzer die Ebenen der Curve resp. Fiche. 

Eine Fliche zweiter Classe, unter deren Ebenen sich die Ebenen 
einer cubischen Raumcurve befinden, heissen der Curve wmschrieben. 
Solcher Fliichen giebt es bekanntlich bei gegebener Curve eine Schaar- 
schaar (d. h. eine zweifach unendliche, lineare Schaar). 


a@,, b,,¢, tiber die Form, deren Wurzeln die drei Werthe mw sind“ oder auch als 
, diese Differentialquotienten, nach den drei Werthen pw polarisirt’ (cf. Gordan, 
Erlanger Programm, 1875). 
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b) Nach Reye stiitzt (trdgt) eine Fliiche zweiter Ordnung F’, eine 
andere zweiter Classe ,, wenn es ein (und damit unendlich viele) 
Poltetraeder der ersteren giebt, die der letzteren wmschrieben sind. 

Stiitzt eine Fliche F’, die ganze Schaarschaar der einer cubischen 
Raumcurve umschriebenen (a) Flichen zweiter Classe, so heisse es 
kiirzer, die Fliche stiitze die Curve. 

ce) Auf einer cubischen Raumcurve denke man sich in bekannter 
Weise eine Parametervertheilung ausgebreitet (z. B. mittelst eines 
Ebenenbiischels, dessen Axe eine Curvensehne ist). Dann gehdrt jedem 
Punkte der Curve (und zugleich seiner Ebene) ein bestimmter Werth 
A zu und umgekehrt. 

Dann ist jeder Punkt des Raumes durch eine cubische binire Form 
dargestellt (und umg.), deren Wurzeln 4,, 4,, 4, den drei Curvenebenen 
zugehéren, die durch den Punkt gehen.*) Daher heisse die Form die 
Darstellungsform des Punktes. 

Dann sagt unser Satz Folgendes aus: 

1» Es liege als gegeben eine beliebige (doch nicht zerfallende und in 
keiner Ebene liegende) cubische Rawmcurve vor. 

Dann sind durch irgend vier gegebene Raumpunkte im Allgemeinen 
stets vier andere mitbestimmt, die mit den ersten die Grundpunkte eines 
Netzes**) von Fliichen zweiter Ordnung bilden, die alle die gegebene 
Curve stiitzen. 

Die acht Darstellungsformen dieser Punkte sind solche, fiir die 
unser algebraischer Satz gilt.‘ 

Der Beweis gestaltet sich so. 

Man kann bekanntlich (cf. Salmon, |. ¢.) bei passender Wahi 
des Coordinatentetraeders eine beliebig gegebene cubische Raumcurve 
darstellen durch :***) 


(9) TU, = 45, tu, = —A?, tu, =A, tu, = — | 
wo die ru; Ebenencoordinaten und 4 der bewegliche Parameter ist, 


Dann lisst sich die Schaarschaar der der Curve uwmwschriebenen Flaichen 
zweiter Classe sofort hinschreiben: 


*) Cf. z.B. Salmon, Raumgeom. p. 120; Sturm, die Darstellung biniarer 
Formen auf der cubischen Raumcurve, Crelle Bd. 86; Cap. 11, Abschn, I meines Buches. 
**) Ein solches Flichennetz zweiter Ordnung beansprucht in den Unter- 
suchungen meiner citirten Note eine hervorragende Wichtigkeit. Fiir jede Flache 
desselben giebt es (einfach) unendlich viele Poltetraeder, die der Raumcurve um- 
schrieben sind. Ist die Fliche etwa durch die erste der Gleichungen (6) darge- 
stellt, so trifft sie die Curve im Punktsextupel a,. Dann bilden die eben be- 
zeichneten Tetraeder auf der Curve (als Classencurve) eine Involution vierten 
Grades, die zu der Gruppe der zweiten Differentialquotienten von a, conjugirt ist. 
***) Die angegebene Form ist auch desshalb so gewihlt, weil fiir sie die 
homogenen Coordinaten eines Raumpunktes mit den in den Gleichungen (6) auf- 
tretenden Gréssen 6 ganz identisch sind. 
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(10) Vy (Uy Uy — Uy?) 4 (Ug My — Uy My) My (My Uy — My”) = O 
bei veriinderlichen »v. 

Da nun die Bedingung, dass eine Fliche zweiter Ordnung: 

(11) 6, = LAR UX, = O, (¢, k=0, 1,2, 3) 
eine andere zweiter Classe: 

(12) Ue = 2 Laijx UzgUy 

trigt, nach Hesse gegeben ist durch: 

(13) (aa)? = TLanay, = 0, 

so folgt sofort, dass die Fliiche (11) die ganze Schaarschaar (10) unter 
den Bedingungen trigt: 

(14) G2 = U4, Ag = AUyq, 3 = Aq, 

Dies sind aber auch, wie man sich leicht iiberzeugt, die helio 
und hinreichenden Bedingungen, unter denen die Gleichung einer Fliiche 
zweiter Ordnung (11) die Form der Gleichungen (6) annimmt. 

Damit ist der geometrische Theil unseres Satzes erwiesen. 

Fiir die Ebene spricht sich der Satz also, wenn man analog unter 
der (quadratischen) Darstellungsform eines Punktes diejenige versteht, 
deren Wurzeln als Parameter den zwei Tangenten eines festen Kegel- 
schnitts (auf dem eine Parametervertheilung wie in (c) ausgebreitet ist) 
zugehéren, die vom Punkte an ihn gehen, folgendermassen aus: 

»,Als gegeben liege in einer Ebene ein beliebiger (aber nicht zer- 
fallender) Kegelschnitt vor. Dann ist durch drei Punkte der Ebene 
stets*) ein vierter in der Weise bestimmt, dass er mit den drei ersten 
die Grundpunkte eines Biischels von Kegelschnitten bildet, die alle den 
festen Kegelschnitt tragen. 

Zwischen den Quadraten der beziiglichen vier Darstellungsformen 
findet eine lineare Identitdt statt. 

Diese Erklirung kann man mit Hilfe einiger (in meinem Buche, 
Cap. Il entwickelten) Sitze ohne Miihe in die von Herrn Brill (I. ¢.) ge- 
gebene**) iiberfiihren, was jedoch hier nicht niher ausgefiihrt werden soll. 

Der Beweis und Ausspruch des Satzes fiir den allgemeinen Fall 
ist dem oben Gegebenen ganz analog: wir unterdriicken beide aber um 
so lieber, weil sich der Mangel einer geeigneten »-dimensionalen 
Sprache dabei sehr fiihlbar machen wiirde. 


Tiibingen, den 1. December 1882. 








*) Abgesehen von den von Herrn Brill 1. c. angegebenen Ausnahmen. 

**) Auf die Figur des Brill’schen Polvierseits ist auch Herr 8. Kantor 
auf ganz anderem Wege gekommen; cf. seine Mittheilung; diese Aun, XXI, Heft 2. 
(Nachtriigliche Bemerkung). 

















Ueber den integrirenden Factor der elliptischen Differential- 
gleichung. 


Von 


Rup. Srurm in Minster i/W. 


In den ,,Principien der Flichentheorie“*) giebt in § 54 Herr 
R. Hoppe zu der Differentialgleichung: 


i | a * a |e 
V(a@ — a) (w@ — b) (w@—e) ~~ Viy—a) (y — b) (y—e) 


= @, 
welcher dort die Haupttangentencurven der Flichen 2. Grades zu ge- 
niigen haben, ohne weitere Begriindung oder ein Citat die Integral- 
gleichung: 

eee! a 

Ve — a) (y — ») (y — ¢-) FVy — a) @ — b) (x — 0) 
sie ergiebt sich ,nach dem Additionstheoreme der elliptischen Func- 
tionen, welches:sich nach Lagrange’s Methode hier besonders ein- 
fach herleiten liisst. “ 

Ich konnte den Zusammenhang mit der bekannten Form der 
Lagrange’schen Integralgleichung nicht gleich finden und versuchte 
eine directe Verification und zwar gleich bei dem allgemeinen Falle 
des Polynoms 4. Grades. Dabei ergab sich, dass die elliptische Diffe- 
rentialgleichung direct vermittelst eines integrirenden Factors integrirt 
werden kann. 

Bekannt ist es ja, dass, wenn die Differentialgleichung die specielle 
Form hat: 


dx dy 


Va— ay ee + Ye Hae 
die Integration mit Hiilfe eines integrirenden Factors vollzogen werden 
kann. Liouville hat in den hinterlassenen Papieren von Charles 


’ 


*) Grunert-Hoppe's Archiv, Theil 59 S, 225. 
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Sturm diese Methode gefunden und weil sonst immer sorgfiltig bei 
Entlehnungen aus andern Schriftstellern der Name mitgetheilt war, - 
hier sich aber kein Namen fand, dieselbe in den Comptes rendus 
Bd. 42 (1856) 8. 988, als Sturm’s Methode verdffentlicht, und so 
wird sie seitdem meistens bezeichnet; obgleich bald darauf Liouville 
aus einem vorgefundenen Schreiben Sturm’s an einen seiner Schiiler, 
Despeyrous in Dijon, aus dem Jahre 1849 bemerkte, dass Sturm 
sich die Methode aus einem ihm von diesem iibersandten Aufsatze aus- 
gezogen habe, und dies in demselben Bande der Comptes rendus 
S. 1087 am Schlusse einer einen andern Gegenstand behandelnden 
Note mittheilte und zugleich auch die erste Note, nun aber mit der 
Ueberschrift: Sur les fonctions elliptiques. Note rédigée par 
M. Sturm daprés un mémoire de M. Despeyrous’“, in seinem 
Journal Serie II t. I (1856) S. 231 abdrucken liess. Der Aufsatz 
von Despeyrous selbst befindet sich nicht, wie Liouville sagt, in 
den Mémoires der Academie von Dijon, sondern, wie Herr Enneper, 
dem ich fiir diese literarischen Notizen iiber Despeyrous, sowie auch 
liber die spiiteren zu grossem Danke verpflichtet bin, gefunden hat, 
in den Mémoires de Académie des Sciences, Inscriptions et Belles- 
Lettres de Toulouse, sér. VII t. V S. 211; Despeyrous giebt noch 
das Integral in zwei andern Formen, die er auf directe Weise dar- 
stellt, und leitet dann aus ibnen die Additionstheoreme fiir Sinus, 
Cosinus, Delta amplitudinis her. Seitdem haben sich noch mit dem 
integrirenden Factor der speciellen elliptischen Differentialgleichung 
beschiftigt: Herr Schréter (Schlémilch’s Zeitschrift Bd. 17 8. 508, 
1872), sodann, wie mir auch Herr Enneper mitgetheilt hat, Herr 
Catalan (Comptes rendus Bd. 78 (1874) S. 1479; Bulletin de l’Aca- 
démie de Belgique, sér. II t. XXVII (1869) S. 145) und Herr Much 
(Schlémilch’s Zeitschrift Bd. 26 (1881) S. 333). 

Die Behandlung der speciellen elliptischen Differentialgleichung 
mit Hiilfe des integrirenden Factors war mir seit langem bekannt; noch 
nirgends aber hatte ich gelesen, dass auch die linke Seite der all- 
gemeinen Gleichung mit Hiilfe eines solchen integrabel gemacht 
werden kann. 

Bedeutet, wie iiblich, X das Polynom 4" Grades A + Bu + Ca? 
+ Da + Ext = E(x — a) (~w — b) (a@— ee) («@ — d) und Y dieselbe 
Function von y, bezeichnen wir ferner die Producte von zwei der 
linearen Factoren (x — a) (x —b), +--+, (y—a) (y—b), --- mit 
Xas,**+) Yao) +++, 80 wird die linke Seite der Differentialgleichung: 

‘da dy 


Vx + vy = 0) 


durch Multiplication mit: 











448 R, Sruam, 
1 i ; + aw 
wtp ([L@+9 @+0 —2y— 00] Xue 


x [+ (a+ y)(e+a) —a2y— ed YXuTa| 


zum volistindigen Differential und zwar von: 





ab 





. ed FV Xea Yas}: 

Man hat also im Ganzen drei Formen des integrirenden Factors 
dieser Art, von denen mindestens einer reell ist. 

Bei Herrn Hoppe ist Zihler und Nenner dieses Integrals ver- 
tauscht, was eigentlich fiir seinen Zweck gar nicht nothwendig ist; 
so dass ich nicht annehmen kann, dass er zu seiner Integralgleichung 
mit Hulfe des integrirenden Factors gelangt ist: es wire eben zu 
wiinschen, dass er an dieser Stelle, wie noch an vielen andern, nicht 
so iiusserst knapp wiire und sich nicht des Citirens ganz cuthiaile. 
Zu der Integralgleichung: 

not a = const. 
phat — VX,. tA 
gelangt man auch, wie ich durch die Giite des Herrn Cayley selbst 


erfahre , aus einem der Integrale, welche er fiir die Differentialgleichung 
mit 3 Veriinderlichen: 


dx 





dy 
4+ SF as 
vx tyr Vi 
mitgetheilt hat*), wenn man darin z constant annimmt, niimlich aus: 
fa—z _ Va—bdb)(a—o («#—y) (S. 75, Z. 2) 
= >= ee We VY) . ——— 
o—# VXaa%oe — V YaaXve 


Ks ist auch nicht schwer, von der Integralgleichung: 
V Xa» Yea —V Xea Yas = (@—y)V4, 
in der g die Integrationsconstante ist, zu der rationalen Form der 


Integralgleichung zu gelangen, welche Herr Cayley aus der La- 


grange’schen Integralgleichung erhalten hat**). Man erhalt zuniichst 
durch Rationalmachen: 


(Xas Yea — Xea Yu) 
+ a(@ — y)* {q(@ — y)® — 2(Xas Yea + Xea Yar)} = 0; 


*) Borchardt’s Journal, Bd. 87, S. 74. 
**) Treatise on Elliptic Fonctions (Cambridge 1876) 8. 340, 
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nach Entfernung von X,, ete. und Unterdriickung von (% — y)? er- 
giebt sich: 


{(e+d—a—b) ry + (cd— ab) (w@+y) + (a+b) cd — (c+) abd? 
+ Par—yw? — 2q[ Paty + ayety) + (ad-+ed) (a+ 9%) 
+ 2(a+0) (+d) ay + jy (@+y) +27] = 0; 


wird nun eine neue Constante A (bei Cayley C) eingefiihrt ver- 
mittelst der Gleichung: 


g= F—(a+d) (+4, 


so hat man die Cayley’sche rationale symmetrische in Bezug auf jede 
Variable quadratische Gleichung 


a+ 2h(a+y) + 4baey + g(2?+y") + 2fxy(x@+y) + ea’y? =0, 
wo 


a= B?—4AA, b=—2AE—+BD+iC?— + wv, 


¢=D?—4EA, f=CD—2BE—DA, g=—4AE+0C?—2CA+A?, 
h—BC—~2AD—BA. — 


Nun aber ist es Herrn Enneper bei seiner ausgezeichneten 
Kenntniss der Literatur iiber elliptische Functionen gelungen, be- 
Euler eine Stelle nachzwweisen, in der dieser einen integrirenden 
Factor der allgemeinen elliptischen Differentialgleichung gefunden hat. 
Alles Folgende verdanke ich der Giite des Herrn Enneper, der mir 
umfangreiches literarisches Material iibersandte, insbesondere aber, als 
ich ihm mittheilte, dass ich hier den vierten Band der Institutiones 
calculi integralis nicht zur Verfiigung habe, die Liebenswiirdigkeit ge- 
habt hat, die betreffende Stelle aus demselben mir abzuschreiben. 

Im Allgemeinen bekannt ist wohl*), dass die ersten Unter- 
suchungen Euler’s iiber die Integration der elliptischen Difterential- 
gleichung sich in Bd. VI, VII der Novi Commentarii der Petersburger 
Akademie befinden. Dann gelang es Lagrange, seine Integral- 
gleichung zu finden (Lagrange’s Werke Bd. II, 8. 17;. 78, 83). 
Der erstere Aufsatz (urspriinglich in den Miscellanea Taurinensia Bd. 1V 
enthalten) erregte Euler’s hohe Bewunderung. Er griff das Problem 
selbst von neuem an, vereinfachte den ziemlich complicirten Weg, den 
Lagrange eingeschlagen hatte, und Lagrange hat nachher in der 


*) Man vergleiche auch Herrn Enneper’s Elliptische Functionen, be- 
sonders § 23, 
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spiitern Darstellung in der Théorie des fonctions analytiques*) die 
Euler’sche Vereinfachung adoptirt. Ehe Euler Lagrange’s Integral- 
gleichung einfacher ableitet, nimmt er eine directe Verification vor. 
Seine Untersuchungen finden sich urspriinglich in den Acta der Peters- 
burger Akademie fiir 1778 (Tomus II) Pars prior (Petropoli 1780) 
S. 20 in dem Aufsatze: Dilucidationes super methodo elegantissima, 
qua illustris de la Grange usus est in integranda aequatione diffe- 
a 
a ee 
der Institutiones calculi integralis**) 8. 465 der Ausgabe von 1847 
(Supplementum VIII); § 1—8 bringt die Verification, § 35—38 die 
einfachere Ableitung. 
Die Lagrange’sche Integralgleichung der Gleichung: 


rentiali ; wieder abgedruckt ist derselbe im vierten Bande 


dx , dy _ ¢ xxx 
ist bekanntlich: 
> + Vy \2 
(2) VX EVY \' A+ Doty) + Bet yy 


worin A die Integrationsconstante ist. 
Wird differenzirt, so ergiebt sich als Coefficient von L.» 


e Vx ~ 
NVX + MVY 
Bee ius 





und als Coefficient von ++ eg dieselbe Grosse; also fiihrt die Diffe- 


rentiation zu: 


@—y? ; 


dx , dy\ NVXFMVY _ o, 
( VX + VY) 


*) Freilich finde ich in der mir zur Verfiigung stehenden Ausgabe der 
Théorie (Paris, de l'imprimerie de la république, an V) Euler von Lagrange 
nicht erwihnt. Die genannte Ausgabe scheint die wenigst correcte zu sein; sie 
lisst bei Aufsuchung von Citaten stets im Stiche; eine zweite erschien 1813, und 
nun bilden die Fonctions analytiques den Bd. 1X der von J. A. Serret heraus- 
gegebenen Werke von Lagrange. 

**) Herr Enneper, welchem die vorziigliche Gittinger Bibliothek zur Ver- 
fiigung steht, hat die drei Auflagen der Institutiones calculi integralis genauer 
eingesehen, und da die Bibliographien und Encyclopidien vielfach incorrect sind, 
so ist vielleicht folgende Notiz, die ich ihm verdanke, nicht iiberfliissig: Die von 
Euler besorgte Auflage — die mir nur allein zur Verfiigung steht — erschien 
1765—70 und hat drei Binde; dann erschien 1792—94 eine Editio altera et 
correctior in vier Banden; endlich die Editio tertia vol. I—III[, 1824 —1827, 
vol. IV, 1847 (auf Kosten der Petersburger Akademie). Die ersten 3 Biinde sind 
in allen 3 Auflagen identisch, der vierte Band enthilt noch nicht oder in den 
Schriften der Akademie verdffentlichte Zusiitze zu jenen. 

***) Euler hat nur das untere Vorzeichen. 































Elliptische Differentialgleichung. 
hierin ist: 
(3) M—=—4X-+ (y—a) X', N=4¥+(e—y) Y’, : 


wobei X’, Y’ die Ableitungen sind. 

Demnach wird durch die Integralgleichung (2) in der That die 
Differentialgleichung (1) befriedigt. Soweit Euler. 

Dass 
(4) H= NVX¥MVY 

(7 — y)? 
ein integrirender Factor ist, spricht er nicht direct aus; aber dass er 
sich dessen bewusst geworden, geht aus der Kinleitung des Aufsatzes 
zweifellos hervor. 

Den Zusammenhang zwischen diesem Factor und dem oben von 
mir angegebenen hat Herr Enneper ebenfalls ermittelt, 

Wir nehmen, was ja keine Verinderung in (1) hervorbringt, 
E=1 an, Eins der Glieder von (y -- x) X’ ist (y — x) (4 — b)- 
(w—c) (7 —d), was wir umwandeln kénnen in (y — a) (4 — b)- 
(a — e) («w — d) — X, indem wir setzen y —- 7 = y — a — (x — a); 
durch diese und die analogen Umformungen ergiebt sich: 


M = [(x — a) (y — b) + (& — b) (y — a)] Xoa 

+ [(z — ec) (y — d) + (@ — ad) (y — c)] Xan, 
N = [(« — a) (y — 6) + (@ —b) (y — a)} Yea 
' + ((e—e¢) y—a@+(@—a@) (y—0)] Yoo. 














Also ist: 
Hm 2h 
— (@—y)? 
wo: 
r (5) H, = [(« — a) (y — 6) + (@ — b) (y — a)) VW Xea Yea 
e an 
° + [(@ — ¢) (y — d) + (@ — d) (y— 0) V Xan Yas, 
d 
P (6) HA, = V Xa Yea + V XeaYas- 
F Nun ist aber: 


: H,? = XasYoa+ XeaYos -2V XY 

’ = 2279? + Dry(a@+y)+ (C—(a+b) +o} @ +4’) 
, + 2(a +d) (c+ d) ay + Baa +y) +24 F2VXY 
. =2aty? + Dey(e + y) + Cl +y) + Baty) +24 


$2yYXY —(a+b) (+4) («@—y)? 


30* 
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R. Srurm, 


=X4+ Y+2VYXY—Det+y) («—y? — («+ y)? (w@— y)? 
— (a + 6) (¢ + d) (uw — yp 
—VX+VYY —@—y {De+n+@+yt 
— (a+ b) (¢+ 4) («@— y)? 
={A—(4+0) 6+} (@—y? 
wegen (2). 
Demnach ist 1 eine Constante /A — (a + b) (ec + d)*) und 


kann im integrirenden Factor H unterdriickt werden; es bleibt als 
einfacherer integrirender Factor: 








H, 
(c—y) ? 
der sich von dem meinigen nur durch den numerischen Factor — A 
unterscheidet. 
Andererseits leuchtet ein, dass auch: 
(7) 7. an gunst. 
c—y 


eine Integralgleichung von (1) ist; es ist ersichtlich die sich durch 
meinen integrirenden Factor ergebende. Die Verification nach Euler’s 
Weise ist ebenfalls leicht. Formt man Gréssen von der Art 


(x — y) y a=, wie sie durch die Differentiation von ey sich 





ergeben, um in /(x — a) (2 — b) — (y —a) Wet. so erhalt man, 
mit Benutzung der Gleichungen fiir X, Y, H,: 
| (7h _\ (424 dy). 

8a: (S35) — (ze 79) ww 


Aus (7) leitet Herr Enneper noch das Additionstheorem fiir 
sinam ab, indem er, unter der Voraussetzung, dass a, b, c, d alle 
reell sind und a>b>c>d, setzt: 














_ a(b—d) — b(a— d) sinam ae a(b— d) — b(a — d) sin am v? 
b—d—(a—d)sname ° 7 b—d—(a—d)sinamv? ° 
h—e\(a—@) __ yp 
(@a—c)(6>—d) * 


Die linke Seite von (7) wird dann: 





*) D. i. das obige Vq. 
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sin am v cosam wA am wv — sinam u cosam vA amv 
sin am “u? — sin am v® ? 











V(a— ec) (b—d) — 
oder: 


Va—c)b—@) , 
sin am (% -++ v) 





Der weitaus gréssere Theil dieser Note riihrt von Herrn Enneper 
her und es ist auf seinen Wunsch geschehen, dass ich die Redaction 
derselben iibernommen habe und dass sie so unter meinem Namen 
veréffentlicht wird. 

Zu erledigen bleibt immer noch die Aufgabe, ahnlich wie es 
bei der speciellen elliptischen Differentialgleichung geschehen ist, 
ohne Kenntniss der Integralgleichung den integrirenden Factor zu 
tinden. 


Miinster i/W., den 25. November 1882. 



























Bemerkung zur Form algebraischer Integrale linearer 
Differentialgleichungen. 


Von 


Leo K6niGsBeRGER in Wien. 


Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung 


™m m—1 
(1) wet My Soer to + Yn =0, 
in welcher Y,, Y,, ..., Yn algebraische Functionen bedeuten, 
ein algebraisches Integral z, besitzt, welches die Lésung einer mit 
Adjungirung der Gréssen Y,, Y,,..-, Y,, irreductiblen algebraischen 
Gleichung 
(2) A+ fe, Y,-..; Yme*+-+-+ fle, Y,--+, Yn) = 0 
sein mag, so werden bekanntlich alle Losungen dieser Gleichung Integrale 
der gegebenen Differentialgleichung sein; nehmen wir daher an, es 
sei 2, eine durch algebraische Irrationalitiiten darstellbare Function 
der Coefficienten* der Gleichung, welche sich somit nach Abel*) in 
eine solche Form setzen lisst, dass sich jeder ihrer Theile rational 
durch die Lésungen der Gleichung (2) ausdriicken lisst, so folgt, dass, 
wenn ein algebraisches Integral der homogenen Differentialgleichung 
(1) durch algebraische Irrationalitiiten darstellbar ist, dasselbe stets in 
eine solche Form gebracht werden kann, dass alle algebraischen Func- 
tionen, aus denen dasselbe zusammengesetzt ist, sich als rationale 
Functionen algebraischer Integrale eben dieser Differentialgleichung 
ausdriicken lassen. 

Ist die gegebene Differentialgleichung nicht homogen, also von 
der Form 


a” gts 
(3) a= + Mort ---+ Yné=Y, 


worin y ebenfalls eine algebraische Function bedeutet, so ‘hat 


*) Démonstration de Vimpossibilité etc. Oeuvres compl. I. 
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bekanutlich*) eine solche Differentialgleichung die Eigenschaft, dass, 
wenn sie iiberhaupt ein algebraisches Integral besitzt, ihr auch 
stets ein in den Coefficienten der Differentialgleichung rational aus- 
driickbares Integral zukommt; sei nun z, wieder ein algebraisches 
Integral der Differentialgleichung (3), welches eine Lésung der mit 


Adjungirung der Gréssen Y,, ..., Yn, y irreductiblen algebraischen 
Gleichung 


(4) a + fi (x, Y,,. tee Ym, 92 + vip ~+ f(z, Y;,; see Yn, y)=0 


sein mag, und werde von dieser angenommen, dass auch sie wieder 
durch algebraische Irrationalitiiten darstellbar sei, so wird, wenn € das 
in den Coefficienten rationale Integral jener Differentialgleichung dar- 
stellt, offenbar z, — € ein algebraisches, in Irrationalititen ausdriick- 
bares Integral der reducirten homogenen Differentialgleichung liefern, 
und da fiir die Theile dieses der oben ausgesprochene Satz gilt, so 
erhalten wir das folgende Theorem: 

Wenn eine nicht homogene lineare Differentialgleichung mit alge- 
braischen Coefficienten ein durch algebraische Irrationalititen darstell- 
bares Integral besitet, so kann man diesem Integrale stets eine solche 
Form geben, dass sich alle algebraischen Functionen, aus welchen 
dasselbe zusammengesetzt ist, als rationale Functionen algebraischer 
Integrale der reducirten Differentialgleichung ausdriicken lassen, von 
einem durch die Cuefficienten der Differentialgleichung rational ausdriick- 
baren Posten abgesehen, welcher ein rationales Integral der vorgelegten 
nicht homogenen Differentialgleichung darstellt. 

Ks mag noch bemerkt werden, dass man auch, ohne den Satz von 
der Existenz eines rationalen Integrales einer nicht homogenen linearen 
Differentialgleichung zu Hiilfe zu nehmen, unmittelbar mit Hiilfe der 
von Abel aufgestellten Form 

1 2 v1 
“= dtp’ + gap +-+>+qup’ 

1 2 v—1 
leicht aus der bekannten Gestalt der sich fiir g,, p”, q.p",---»Q@—1p” 
ergebenden, in den Gréssen ¢,, 2,-.., 2» linearen und mit aus v'™ 
Kinheitswurzeln zusammengesetzten Coefficienten versehenen A usdriicke 
eben jenen Satz hiitte folgern kénnen, indem nur q,, ebenso der erste 
Theil der aufs neue zerlegten Function q,, u. s. w. Integrale der nicht 
homogenen Differentialgleichung bleiben, wihrend alle anderen Theile 
der reducirten Differentialgleichung Geniige leisten, und hieraus geht 
wiederum der Satz von der Existenz des rationalen Integrales der 
Differentialgleichung hervor. 


*) & Seite 125 meiner »allg, Untersuchungen aus der Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen‘* Teubner 1882. 
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Der oben fiir homogene lineare Differentialgleichungen ausge- 
sprochene Satz, welcher nur eine andere Ausdrucksweise fiir den 
Abel’schen Satz bildet, gilt offenbar fiir jede algebraische Differen- 
tialgleichung; denn sei 

















7 ta dz a™ z 
(5) F(a, Kaan on Zeit Ge - cone me, 
worin wieder Y,,..., Y,, beliebige in der Differentialgleichung vor- 
kommende algebraische Functionen bedeuten, so werden, wenn die-- 
selbe ein algebraisches Integral 2, besitzt, welches der irreductibeln 
Gleichung 
(6) gt A(, Y,, eeey Ym) +::-+fAle, Y;, 7999 Ym) =0 
geniigt, offenbar alle Lésungen dieser Gleichung die Differentialglei- 
chung (5) befriedigen , da dieselbe durch Einsetzen von _ 4 — waphea ahs 
x’? dx da™ 
in eine algebraische Gleichung in 2, itibergeht, deren Coefficienten 
den Charakter derjenigen der Gleichung (6) besitzen; nehmen wir so- 
mit wieder an, dass ¢, durch algebraische Irrationalitaten darstellbar 
ist, so folgt, dass jeder Theil dieses algebraischen Integrales wieder 
rational durch die algebraischen Integrale eben dieser Differential- 
gleichung ausgedriickt werden kann. 


Wien, im November 1882. 





Berichtigung. 


S. 322, Anm. Z, 2 v. u. lies ausgefiihrt statt angewandt. 

















Ueber die Curven auf der allgemeinen Flache dritter Ordnung. 
Von 


Rupotr Srurm in Minster i./W. 


Im Folgenden beabsichtige ich vor allem, die Grenzen fiir das 
Geschlecht der auf der allgemeinen cubischen Fliche befindlichen 
Curven gegebener Ordnung, so wie die Zahl der Arten zu untersuchen. 

Schicken wir, zur Vergleichung, eine kurze Bemerkung iiber die 
Curven auf den Flichen 2. Ordnung voraus, und ebenso werden, im 
Anhange, zwei specielle Flichen 4. Ordnung kurz besprochen werden. 

Auf den Flichen 2. Ordnung ist das Geschlecht einer Curve R* 


n'* Ordnung, welche den einen Geraden in @ > 3 , den andern in 
n — @ Punkten begegnet, bekanntlich 

P= e(n — @) — (w— 1), 
also am gréssten bei geradem n, wenn @ = ~ 


9? 
at 1 Jenes entspricht dem vollen Schnitte der F'? mit 


bei ungeradem x, 


wenn 9 = 
n 


einer F'*, dieses dem durch eine Gerade zum vollen Schnitte ergiinzten 
n+l 


Schnitte mit einer F * . Das Maximalgeschlecht ist in beiden Fiillen 
1 
iz (n — 2)"|, 
wenn, in der iiblichen Weise, hierdurch die ganze in i (n — 2)? ent- 


haltene Zahl ausgedriickt wird. Das niichste Geschlecht unter dem 
Maximum ist um 1,2 kleiner als dasselbe bei m gerade, ungerade. 
Im Allgemeinen bewegt sich das Geschlecht sprungweise. Das niedrigste 
Geschlecht ist 0, welches sich, wie nothwendig, bei ge = n — 1 ergiebt, 
und das nichst héhere erst n — 3, bei 9 = n — 2. 

Die Mannigfaltigkeit oder Miichtigkeit, d. i. der Grad der Unend- 
lichkeit, in der die Curve auf der F? auftritt, ist bekanntlich: 
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t, = o(n—o) +n=—p-+ 2n— 1. 
Die Zahl der Arten ist 
(s}— 
2 


Gehen wir nun zu der Oberfliche 3. Ordnung. 


I. 
Das meist getroffene Dupel von zwei windschiefen Geraden der Flache. 


1. Zwei windschiefe Geraden g, g', der cubischen Fliche — ein 
,Dupel* nach der von mir in meinen ,,F lichen 3. Ordnung“ (Leipzig 
1867) benutzten Benennung — werden bekanntlich von fiinf andern 
gegen einander windschiefen Geraden 1,, 1,, ls, 1,, ls getroffen.**) 

Eine Curve n” Ordnung R" auf der Fliche (ohne vielfache Punkte) 
begegne den beiden Geraden g, g' bez. in s, s’ und den fiinf Geraden 
liye ery 1, bez. in Qi> Io» Ws» Uy Us Punkten. 

Setzen wir gleich fest, dass dies auch die Grissen-Reihenfolge der 
qi Sei, 80 dass: 

Ue 2h 2% > 4% = 9; 
ebenso, dass: 

s>s. 

Eine Gerade, welche an R",g, g hingleitet, erzeugt eine windschiefe 
Fliche vom Grade 2n — (s + s’), fiir welche g, g’ bez. (n — s’/)-, 
(m — s)-fache Leitgeraden, die J; aber q;-fache Erzeugende sind. Da 
im Allgemeinen jede Erzeugende der R* einmal begegnet, so hat R" 
dasselbe Geschlecht wie diese Fliiche, oder auch ein ebener Schnitt der- 
selben , ndimlich :. ° 


p= + (2n — (s+s') — 1] -[2n —(s+s') —2] — } (n—s)(n—s—1) 
“ - (n — s’) (n—s' —1) — : 24i(%—1) 
= (n—s—1) (n—s'—1) — 5 Eq(qi—1). 


Ferner bilden g, g’, die J; und R” die volle Schnittcurve der Regel- 
fliche mit F'*; demnach erhalten wir die fiir das Folgende werthvolle 
Relation: 

3n = 2(s+s’) + Lqi; 


welche sich auch in anderer Weise ergiebt: 


*) Cf. Pliicker, Crelle’s Journal Bd. 34; Cayley, Philos. Magaz. Juli 1861; 
Chasles, Comptes rendus, Bd. 53, S, 985, 1077, 1203; P. H. Schoote, omtrent 
Ruimtekrommen, Vers]. en Mededel. der Akad. van Wetensch, 2 Reihe, 14. Theil. 
**) Vergl. hierfiir und fiir Nr. 3 a. a. O. Kap. IJ, Nr. 21 ff. 
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Eine der beiden Geraden g, g’, z. B. g als doppelte, die andere 
g als einfache Leitgerade, die fiinf Geraden 1; als Erzeugende be- 
stimmen eindeutig eine cubische Regelfliiche,*) welche sich mit der F° 
lings der einfachen Leitgeraden beriihrt, weil sie sich in 5 Punkten 
dieser Geraden, niimlich den g’ 1;, tangiren, wahrend sie bei einfachem 
Schnitte sich nur viermal beriihren kénnten.**) Die sieben Geraden 
bilden nun den vollen Schnitt beider Flaichen, und die 3n Schnitte 
der A" mit der cubischen Regelfliche, die sich auf sie vertheilen, 
fiihren zur obigen Relation.***) 

Wir fiihren aber lieber v, v' ein statt s,s’ vermittelst: 

s=n—v, S=n—vV; 
also: 
viv; 

dann lautet die Relation: 
(1) 2Q(vty)=—n+ Dy. 


Ferner ist die Formel fiir das Geschlecht von R: 


p = (v—1) (vr —1) — 3 Za(u—1), 
oder, wegen (1): 


(2) p= 5 {2vv' — (n—2) — Eq}. 


2. Die Mannigfaltigkeit t, der Curven R" auf F*, welche sich in 
der geschilderten Weise gegen die sieben Geraden verhalten, ist gleich 
der der windschiefen Regelfliichen vom Grade v + v’, welche diese 
Geraden in der oben erwihnten Vielfachheit zu Leit-, bez. erzeugen- 
den Geraden haben; also: 


’ , 1 7 
h=vy +v+v— > 2Ga(a+1), 


oder, wegen (1): 
(3) t, = 5 (2vy +n— 2g). 


Folglich ist: 
i=—=p+n—l, . 
oder, wenn ¢ den Rang der Curve 2” bezeichnet: 


1 
i, = 9" 


Weil die Anzahl der Dupel auf F* eine endliche ist (216), so wird 


*) Cremona, Sulle superficie gobbe del terz’ ordine Nr. 7 (Atti dell’ 
Istituto Lombardo vol, II, 1861); Em. Weyr, Geometrie der cubischen Regel- 
flichen (Leipzig 1870) S. 139. 

**) Cf. meine ,,Flichen 3. Ordnung Nr. 60. 
***) Cf, Borchardt’s Journal Bd. 88, 8, 238. 
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t, die Méchtigkeit der Curven R” auf F* sein, welche sich gegen irgend ein 
Dupel und seine schneidenden Geraden in der erwihnten Weise verhalten. 

Da eben jede R* auf der F'* eine Regelfliiche vom Grade v + 1’ 
hervorruft, welche die g, g’, 1; zu v-, v-fachen Leitgeraden, g,-fachen 
Erzeugenden hat und diese dann eindeutig in einer festen Ebene eine 
Curve (v-+v’)'* Ordnung einschneidet, welche in den Spuren jener 
Geraden v’-, v-, g-fache Punkte hat, so ist ja klar, dass wir aus so 
beschaffenen Curven der festen Ebene die Curven auf F'* in der 
richtigen Mannigfaltigkeit erhalten; denn auch jede Curve (y+ 1’)! 
Ordnung in der festen Ebene mit diesen Spuren als Punkten in der 
genannten Vielfachheit wird eindeutig mit g, g° als Leitlinien eine 
windschiefe Regelfliiche erzeugen und diese in F* eine Curve R* ein- 
schneiden, welche sich gegen die g, g,, J; in der beschriebenen Weise 
verhalt.*) Aber vielleicht ist folgende Betrachtung nicht iiberfliissig. 

Ks sei in der festen Ebene eine Curve m'* Ordnung C™ gegeben, 
fiir welche die Spuren von g, g’, l; bez. i-, ¢-, q-fache Punkte sind. 
Sie und g, g' als Leitlinien liefern eine Regelflache vom Grade 2m—(i+7’), 
auf welcher g, gy’, die 1; resp. (m—7)-, (m —i)-, qgfach sind. Der 
Restschnitt mit F* hat die Ordnung 

n= 4m —2(¢+ 7) — 2qQ. 
Auf g erhilt man durch die Punkte, welche je Beriihrungspunkte der 
namlichen Ebene durch g mit den beiden Flichen sind, eine Corre- 
spondenz [m—i, 2(m—v7)]; die 3m — i — 27 Coincidenzen derselben 
beweisen, dass g so viele Schnittpunkte mit dem gesammten iibrigen 
Schnitte hat, folglich kommen deren auf R" 3m — i — 27 — Ly, 
was ‘unser bisheriges n — v ist; also: | 
, . vy =m—i, 
und ebenso: ; ‘ 
v= m—i?. 

Die Gerade auf F’*, welche g, 1; zum vollen ebenen Schnitte ergiinzt, 
hat mit der Regelfliiche auf g, 1; zusammen m — i’ + q;, also auf R* 
m—i—q; Punkte gemein, folglich kommen auf 1; n—(n— v)—(m —-i- qi) =i 
Punkte von R". 

Wenn mithin vy = m — i, v = m—7 ist, so geben die Curven 
m'* Ordnung der festen Ebene, welche in den genannten Spuren 
i-, i-, q-fache Punkte haben, auf F* Curven derselben Art — d. h. 
derselben Ordnung und von demselben Verhalten gegen unser Dupel 
und seine fiinf Schneidenden —, wie diejenigen, welche sich aus 
Curven (v-+’)'* Ordnung ergeben, die in den Spuren v’-, v-, q;-fache 


*) Diese Abbildung ist schon von Clebsch, Math. Ann, Bd. V, 8S. 419 be- 
handelt; eigentlich ist sie ja schon in der ,,schiefen Projection‘ von Steiner, 
System, Entw. Nr. 59, enthalten, 
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Punkte haben; aber im Allgemeinen nicht von gleich hoher Miichtigkeit. 
Bei den letzteren fanden wir die Miichtigkeit: 


vv tute — > Saath) 


die der Curven m'* Ordnung und der aus ihnen abgeleiteten Curven 
n' Ordnung ist: 


ym(m+3)— > ii+1)— 4 (+1) —) Laat. 


Zieht man diese Zahl von jener ab, nachdem v, v’ durch m — i, 
m —v@ ersetzt sind, so ergiebt sich: 


ym — G+ E)}- {m— G+) +41}, 


eine Zahl, welche immer > 0 ist. 

Z. B. durch Curven 3. Ordnung in der festen Ebene, welche durch 
die Spuren von g, g’ einmal, durch die der J; gar nicht gehen, erhiilt 
man auf #3 Curven 8. Ordnung, welche die g, g’ je sechsmal, keine 
der J; treffen, aber nur in siebenfach unendlicher Mannigfaltigkeit, 
wihrend sie thatsiichlioh in achtfach unendlicher Miichtigkeit auf F° 
vorhanden sind. (Vgl. Abschnitt V). 

3. Wir haben bekauntlich 5 Gerade auf F°, welche g treffen und 
nicht 9’; thre ,,Schnittzahlen“ mit R" sind offenbar v — q;, weil jede 
mit g und emer der /; in einer Ebene sich befindet; ebenso sind die 
Schnittzahlen der 5 nur g' treffenden Geraden bez. v' — q;. Endlich 
die 10 iibrigen Geraden, welche yegen g, g° windschief sind, bilden je 
mit g, g ein Tripel, dessen zum _,,Doppeldrei‘‘*) und vollen Schnitt 
mit einer J? ergiinzendes Tripel durch 3 Geraden J; gebildet wird. 
Wir haben also die 10 Summen von je drei q, von v + v' abzuziehen, 
um die Schnittzahlen dieser Geraden zu erhalten. Die grésste ist daher: 


v+v — (qs +4 + 4%), 
y+v — (q+ G+ 4)- 


Unter den Dupeln wollen wir nun fiir jede Curve ein solches aus- 
suchen, dessen zwei Gerade in ihrer Schnittzahl von andern Geraden 
der E> wohl erreicht, aber nicht, iibertroffen werden, ,,das meist ge- 
troffene Dupel der Curve“. Giebt es mehrere gleichartige, dann nimmt 
man ein beliebiges unter ihnen. 


die kleinste: 


*) Ich bin mir spiter bewusst geworden, dass ich dies Wort in meinem 
Buche tiber die Flichen 3, Ordnung fiir eine Configuration von Geraden gebraucht 
habe, die doch nicht analog ist zu der schon vorher von Schlifli Doppelsechs 
genannten Configuration, Doppeldreien im Schlifli’schen Sinne hat Clebsch 
(Math, Ann. Bd. 3, 8, 75 Anm.) auf der Fliiche 5. Ordnung, die eine Curve 
5. Ordnung mit dreifachem Punkte zur Doppelcurve hat, gefunden. 
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Wir machen ein gegebenes Dupel zum meist getroffenen, wenn wir 

die Bedingung einhalten: 
(4) q + 2 < v, 
welche fiir das Folgende von Bedeutung werden wird. 

Es sei, wenn eine bestimmte Curve R" auf F’* vorliegt, g die 
Gerade der Fliche mit der gréssten Schnittzahl n — v, ,,die meist- 
getroffene Gerade“ (oder eine von ihnen, wenn mehrere mit gleicher 
Schnittzahl existiren); sodann sei g’ diejenige unter den 16 gegen g 
windschiefen Geraden mit der zweitgréssten (oder gleichen) Schnitt- 
zahl n — vw, so dass v >v, Also sind nun schon alle 5 Zahlen 
vy’ — q und alle 10 Zahlen v + v — 24 <n — v’, mithin auch 


yvt+y—Gtuta)<n—--, 
daraus folgt, wegen (1): 
it mS; 
d. i. (4). 
Und umgekehrt folgt aus (4), dass die genannten 10 Zahlen alle 
<n —v’ sind. 
Ferner ergiebt sich aus (4), da g, > q.>q,>4q: 


hh + 2+ 9 + Wy 52%; 
hieraus aber und aus (1): 


v—q,cn—vV; 


nun ist aber v — q, die grésste der 10 Schnittzahlen der Geraden, 
welche blos eine der beiden Geraden g, g treffen; also ist der Beweis 
fiir diese gefiihrt, und es bleibt noch derjenige fiir die 5 Geraden /,, 
welche g und g’ jreffen, iibrig. 

Setzen wir: 


(5) v+v—, 
so ergiebt sich: 
(6) vpr=eE<on. 


Denn aus (1) und (4) erhalt man: 
Btatqg¢S2v +v—n; 
aus q, > q, und (4): 
Go < = Vv; 
also, da qs, Gy» 4s < qs! * 
W+tUAHS ; Vv; 
folglich : 


3 , 
3 YV22v+v—n, 


oder: 
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(7) 2 < n+ yy, 
Demnach wegen (5): . 

2§-—-—2v<n+ ; Vv, 
oder: 


2g—n< =». 


Nun ist aber, ebenfalls wegen (5) und weil v’ > v: 


v< - g, 

also : 

2g—n<-+ f, 
oder: 

f< 3% 

Aus v<v' und (7) folgt: 

vsyn i Vv, 
oder: 
(8) vgn. 


Ersetzen wir aber umgekehrt in (7) v durch v’, so haben wir: 
2v°< n+ + v; 

oder: 

(9) v< = n. 


Also hat € die obere Grenze & n| und beide Summanden v, v’ 
haben die obere Grenze 5 n| 


Nachdem diese auch fiir sich wichtigen Beziehungen (6), (8), (9) 
erhalten sind, wollen wir nun zeigen, dass die grésste der Zahlen 
qi nicht die kleinere der beiden Schnittzahlen der Geraden des meist- 
getroffenen Dupels iibertrifft, also: 


q<n-—v. 
Wir fanden in (7): 


se 1 
v $3 n+ 7 
Ist nun sogar v’ <3 nm, so ist um so mehr vy < = n; ferner auch 
n—v> > m; gq, <v wegen (4); folglich: 
qcn—y. 


Ist aber »° =1n-+ 2, wo x >, aber <j wegen (7); so ist: 
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Sq=2(v+v)—n 


wegen (1) 
= 2(v + 2); 
W3> U1» Us <% < =o 


+ 4(v —Q) => 2K 


wegen (4); also: 


oder 
> 2(v + 2), 
mithin: 
2 
"Sy (v— 2) 
und 
n—v¥—g>n—v'—= (v — a) 
> s n— uo — 5 (¥— 4), da v' = 
. 1 2 C2 
> *—-3 v=— 3 x 
2yzn— Zr, weil esq, 
2 
>0, da voz; 
demnach: 
n—v>q.— 


Aus (1) folgt, da ja &q;> 0 sein muss: 
(10) f=vp+y >in; 


so dass wir nun auch eine untere Grenze fiir € haben. 


Sodann sehen wir, dass, wenn v gegeben ist, v' gebunden ist an: 


v< . n+ + Vv, 
wegen (7) und (10). 


, 1 
v>—n—v 


Wir haben jetzt folyendes Verfahren, um alle Curven n‘ Ordnung 


auf F° zu ermitteln: 


Wir nehmen alle ganzen Zahlen §, welche der Bedingung geniigen: 


4 
37% aba : n. 


Jedes dieser € zerlegen wir in zwei ganze Summanden yr, v’, fiir welche 


O<v<v<in; 


sodann zerlegen wir 2 — m= 69 in 5 ganze Summanden (Nullen ev. 
eingeschlossen) g,;, G2, Y3> > Gs, Scheiden aber alle diejenigen Zer- 
legungen aus, bei denen die Summe der beiden gréssten Summanden 


di + G2. > »v ist. 


ya+e, 
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Jedes erhaltene System v, v’, 9), G5 %3» G4) G5 liefert uns Curven 
n'* Ordnung, welche ein gegebenes Dupel zum meist getroffenen haben 
und seine Geraden in » — v, » — v’ Punkten, die 5 dieselben schnei- 
denden in g,, ..-, g, Punkten treffen. 


Geht man mit € tiber <n oder mit g, + q, tiber » hinaus, so 


reproducirt man schon erhaltene Fille: man erhalt dann Curven, welche 
zwar nicht das gegebene Dupel zum meist getroffenen haben, sondern 
ein anderes und bei diesem sich schon ergeben hiitten und also gleich- 
artig sind mit schon beim gegebenen Dupel vorgekommenen Curven. 

Man vermeidet demnach, wenn man die obigen Bedingungen ein- 
hilt, Wiederholungen gleichartiger Curven, freilich’ nicht gleichartiger 
gegen dasselbe, sondern im Allgemeinen gegen verschiedene Dupel; 
was jedoch keinen Unterschied macht. 

Dass v, v' > O sein miissen, ist klar, weil die Curve die Geraden 
g,g och héchstens in » — 1 Punkten treffen kann. 

(10) bewirkt, wie gesagt, 2q;—= 90> 0, so dass wir immer q; 
bestimmen kénnen, welche > 0 sind. Dass alle v — q, v' — qg,>0 
sind, folgt aus (4), da » — q, die kleinste unter ihnen ist. Und die 
kleinste Schnittzahl] der 10 gegen g, g’ windschiefen Geraden ist 


vty — (+ & + 4s); 
da aber gq, + a, <v<v' und g, <q, so ist: 
Kent acvty. 


Im Folgenden (ILL) soll nun gezeigt werden, dass fiir keines der 
erhaltenen Systeme (v, v’, q;) der obige Ausdruck fiir p in Formel (2) 
negativ wird und da ¢;=p-+mn—1, so folgt (fiirm>1), dass: 

ts > @,. 
Die Geraden sind demnach die einzigen Linien der F'ldche, welche nur 
in endlicher Zahl vorhanden sind. 

Nun ist aber ¢, die Zahl der noch verfiigbaren Constanten fiir die 
Regelfliche vom Grade v + v’ oder die Curve dieser Ordnung in der 
festen Ebene, welche zur Curve auf /’* fiihrt; so dass unter den ge- 
nannten Bedingungen stets solche Curven fiir jedes der 216 Dupel 
mdglich sind. 

Bemerken wir hier nebenbei, (was spiter von Werth werden wird), 
da die Curve in der festen Ebene sonst durch lineare Bedingungen 
— gewisse Vielfachheiten in gegebenen Punkten — bestimmt ist und 
die schiefe Projection von der Ebene auf die Fliche und umgekehrt 
eindeutig ist, dass die Mannigfaltigkeit ¢, aussagt, dass durch ¢, be- 
liebige Punkte der F’* stets eine und nur eine Curve geht, die gegen « 
ein bestinmtes Dupel und seine Schneidenden in einer gewissen Weise 
sich verhilt. 
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Die Frage concentrirt sich demnach auf die Ermittelung der Grenz- 
werthe von p, und zwar nicht blos, wie wir eben erwahnten, des 
untern, sondern auch des obern. Dazu aber miissen wir in einem be- 
sondern Abschnitte einige arithmetische Sitze einschalten. 


ll. 
Arithmetische Hiilfssatze. 


4. Es handelt sich zunichst darum, unter den Zerlegungen einer 
(ganzen positiven) Zahl © in 4 ganze Summanden, welche > 0 sind, 
diejenige aufzufinden, bei welcher die Summe der Quadrate der Summan- 
den cin Minimum ist. 

Es si O=ai+ 8, wo a, B solche ganze Zahlen sind, dass 
a>0, 4>B>0 ist; dann existirt eine Summandenreihe, bestehend 
aus B Summanden a + 1 und 4 — B Summanden a. Dijese fiihrt zwm 
Minimum der Quadratsumme. 


Ks sei q,,%,--+, da eine andere Summandenreihe, und 2, , %,,...,%, 
seien die positiven oder negativen Ueberschiisse der f ersten iiber 
+1, ¥%, Yo,-+-, Yas die der 4 — B iibrigen iiber @; so dass: 

22+ Sy =—0. 
Die beiden Quadratsummen sind: 


B(« + 1)? + (4 — B)a? 


und 
(ep 1 ay) OH 1p as) + (OHH Het); 
der Ueberschuss der letzteren iiber die erstere also: 
2a} Ly? +227. (a+1)4+2Ly.a 
= 22? + Ly + 222 = A(z2+ 1 + 2y’? — B. 
Setzen wir x +1—42,;, so dass 22+ Ly— 68, so haben wir zu 
zeigen, dass Xz? + Ly? > B, oder einfacher: 
aw? >B, wenn 2w=—6. 
Die absoluten Werthe der w seien w; so ist Dw? = Sw? und 


Sw > Zw, = nur davn, wenn unter den w sich keine negativen be- 
finden; d. h. kein a << —1, kein y <0 ist. Da es sich um ganze 


Zahlen handelt, so ist Sw? > Sw, — nur dann, wenn die w nur aus 
1,0 bestehen, also die x nur aus —2, —1,0, die y nur aus —1,0,1. 
Mithin 2w? > 2w oder > 8, = nur dann, wenn unter den w nur 


— 1,0, unter den y nur 1,0 vorkommen; da aber 2x + Ly = 0, 
so sind dann unter den y so viele +1, als — 1 unter den z und 
auch unter beiden gleich viele 0; d. h. es gehen ebensoviele a in «+1 
iiber, als « + 1 in @; oder die zweite Summandenreihe unterscheidet 
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sich nicht von der ersten. Sobald also die zweite Summandenreihe von 
der ersten verschieden ist, ist ihre Quadratsumme grésser, und damit 
die Behauptung bewiesen. 

5. Bei der Frage nach derjenigen Zerlegung, bei welcher die 
Quadratsumme ein Maximum ist, haben wir nicht blos das absolute 
Maximum aufzusuchen, sondern auch das unter gewissen Bedingungen 
stattfindende. 

Das absolute Maximum ist leicht zu finden; es entspricht der 
Zerlegung 

6, 9,6, 6.9, 2.0 
denn, ist wiederum q,, q., --.., qa eine andere Zerlegung, nach der 
Grésse geordnet; so dass mindestens q,, q, > 0 sind; so ist 

C=—GtRt +HP OM +a? te +H? 
um mindestens 2q, q-. 
Die nichst grésste Quadratsumme*) ergiebt sich bei: 

Sa a eee 
Man findet zuniichst leicht, dass alle Zerlegungen 

© —i,i,0,0,0,... 
bei denen 7 > 1 ist, eine kleinere Quadratsumme haben. Also bleiben 
diejenigen Zerlegungen, bei denen mindestens g, > 0. 

Nun ist: 

O° > 2G + 24,% + 24,9 — 2q,’, 
denn es fehlt rechts die Summe der doppelten Producte aus q,, q;,-.- -} 


also: 
@?> Bq? + 24,0, 


da 
sali W192 = 43°3 
mithin: 
@? — 20> 2¢?, 
weil 


q,9 = 9; : 
(O—1)?+1> 2q?. — 


Wenn wir bei einer Zerlegung: ¢,, q2,-. +, @,, WoO wiederum nach 
der Grosse geordnet ist, den gréssten Summanden g, um «, erhdhen, 
die iibrigen zusammen um eben so viel erniedrigen, bez. um 2,...,%2} 
so also, dass 2, > 0, %,%,...>0, und 4, =a, + a, -+---; dann 
nimmt die Quadratsumme zu, denn der Ueberschuss der neuen iiber 
die alte ist: 


2 (G4 — G2) Xo + 2 (GQ; —G3)¥3+ +s +2 (Gy — Ga) Ma ayes +2, 


was sicher > 0 ist, da ja mindestens zwei der x; > 0 sind. 


folglich : 


*) Diese wird im Folgenden bei der cubischen Fliche selbst nicht benutzt, 
sondern bei der ersten der beiden im Anhange behandelten Flachen, 
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Demnach ist die Maximal-Quadratsumme unter den mit q, anfangen- 
den Zerlegungen grisser als diejenige unter den mit q,° beginnenden Zer- 
legungen, wenn q, > 4q,. Folglich ist auch die grisste Quadratsumme 
unter den Zerlegungen, bei denen die Summe der i (< 4) grissten Sum- 
manden q, + q3-+---+ Gi = v*), grisser als die unter den Zerlegungen, 
bei denen gq, + 4 +---+4@< v. Denn man kann ja q, um so viel 
erhdhen, bis g, +---+ 4; =v erreicht wird, und 941, Gi42,---) M2 
zusammen um ebenso viel erniedrigen. Dies ist méglich, denn es sei 
der Werth von g, +---+q;—v—ux, so dass um « erhdht, bez. 
erniedrigt werden muss; dann ist 


Gut Geet -+tun=—9—(v—2z)—(90—»r)+4+2, 
also > az, weil O> v. 
Ebenso vergréssert sich die Quadratsumme, wenn der kleinste 


Summand q um 2, erniedrigt, die iibrigen zusammen um ebenso viel 
erhéht werden; denn der Ueberschuss der neuen Quadratsumme ist: 


2 (9) — Ga) ® +2 (G2 — Ga) 2 +2 (Ga — Ga) a1 FHP a, 
was > 0 ist. 

Ist nur fiir den untersten Summanden q, eine gewisse untere Grenze 
y vorgeschrieben (welche, wie man leicht findet, $5 sein muss, 
denn diesen Werth kann gq, hochstens erreichen), so ist wiederum 
das Maximum der Quadratsumme bei den Zerlegungen, wo q, = y ist, 
grésser als bei denen, wo q, > y. Nun ist qi> q, mithin ist y 
auch untere Grenze fiir q,,;. A!so muss bei derjenigen unter den Zer- 
legungen mit gq, = y, welche die grésste Quadratsumme hat, q,1—y 
sein, u. s. w.; folglich muss sie aus © — (A — 1)y als erstem Sum- 
manden und 4 —‘l weiteren Summanden y bestehen. Dies umfasst 
den am Anfang dieser Nr. erhaltenen Satz, indem man y = 0 setzt. 

6. Suchen wir, fiir beliebigen Werth von 4, den kleinsten Werth 
der Summe der 7 gréssten Summanden gq, + g,+---+ qi, wenn 
0 =ia+ 6 gegeben ist, und umgekehrt, wenn jene Summe gegeben 
ist, den gréssten Werth von 0, bei dem sie noch méglich ist. 

Nehmen wir an, q,;,4,---,@ seien die ¢ gréssten Summanden 
derjenigen Zerlegung von ©, bei welcher die Quadratsumme ein Mini- 
mum ist, also lauter « + 1, wenn i< #, oder 6 Summanden a + 1 
und ¢— 6B Summanden a, wenn i > #; seien hingegen q,, q,-. - gi 
die ¢ gréssten Summanden irgend einer andern Zerlegung. Es kann 
niemals 2g; < Yq; sein. Denn dazu miisste es doch mindestens einen 
Werth h<i geben, so dass q,< qi; also da gq, =a + 1 oder a, q,<a. 


*) Wo v < 9, aber > als eine gewisse untere Grenze, die von O abhiingt 
und in der folgenden Nr. besprochen werden soll. 
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Ferner miisste sein: qi+1 + Giz2 +e + > Gini tigate + a; 
letztere Summe ist aber > (4 — i)a, je nachdem i < B oder > @ ist. 
Also wire ¢j4:-+-++-+@, >(4—i)e@ und dazu nothwendig min- 
destens q;,; > «, als der grésste von diesen 4 — i Summanden; dem- 
nach gi41 > q,, was der Reihenfolge widerspricht. 

Folglich hat diejenige Zerlegung von O=—iAa-+t B, welche das 
Minimum der Quadratsumme giebt, zugleich die Eigenschaft, dass, fiir 
jeden Werth voni, der < A ist, die Summe der i grissten Summanden 
bei ihr immer den niedrigsten Werth hat (der wohl bei andern Zer- 
legungen erreicht, aber nicht unterschritten werden kann), wnd dieser 
niedrigste Werth der Summe der i grissten Summanden ist: 


i(a1), bee. B(a+1) + (i—f)a = ia + B, 
je nachdem i < B oder > B ist. 

Wir kénnen demnach diese Zerlegung mit Grund die Minimal- 
zerlegung von © nennen. 

Es sei umgekehrt der Werth der Summe q, + g, +---+q ge- 
geben gleich v, und v =iy-+ 0, wo y, 0 solche ganze Zahlen sind, 
dass y>0, 1 >02>0. Es sind dann die kleinsten Werthe der Summe 
der i gréssten Summanden: 

v—d =i(a-+ 1), wenn Bp >i, 
Sa te Nn wenn ne 


gy iat (8+1), 1 wenn p=—d +1, 


v =ia-+d0, wenn B=), 
vy—l Se eee 
v—d = ia, wenn pects 
In den Fallen, wo B > 0, ergiebt sich « = *— 8 — 1, in den 


v =¢ 


iibrigen aber a = ; also fiihren letztere zu grésseren © als 


erstere, und unter ihnen wieder 6 = 0 zum grdéssten: dann ist auch 
v die kleinste Summe selbst. Dieser grésste Werth von © ist 


— 
4-2" +d dy +. 


Also ist dus grisste ©, welches sich so in 4 Summanden zerlegen 
liisst, dass die Summe der i grossten Summanden den gegebenen Werth 


vy=iy+ 6 hat, ‘ee 
y ‘ 


Im Falle 4 = 5, i = 2 erhalten wir daher, fiir gegebenen Werth 
vy =2y, 2y +1 der Summe der beiden gréssten Summanden, als 
groéssten Werth von © bez. 5y, 5y + 1. 
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7. Das Problem, unter den Zerlegungen von 0, welche der Be- 
dingung q, + @. +---+4:<-» geniigen, diejenige mit der gréssten 
Quadratsumme aufzusuchen (wofern v < © nur grésser als die oben 
angegebene untere Grenze), ist in Nr. 5 auf die Aufsuchung der Zer- 
legung mit der grissten Quadratsumme unter denen, welche 


UEP tue 


geniigen, zuriickgefiihrt worden. Selbst noch in dieser Form scheint 
es bedeutenden Schwierigkeiten ausgesetzt, ja sogar durch die Speciali- 
sirung auf den vorliegenden Fall: 4 =5, i=2 scheint es noch nicht 
an Einfachheit zu gewinnen. In diesem speciellen Falle sind zwei Fiille 
zu unterscheiden, nimlich: 0 < 2v, O > 2». 

Im letzteren ist es mir gelungen, die Zerlegung mit der gréssten 
Quadratsumme nachzuweisen; im ersteren Falle hingegen schien die 
Unterscheidung so vieler Unterfille néthig, dass es fraglich wurde, 
ob das Resultat wirklich Von Werth sein méchte, ob nicht dann die 
Beantwortung unserer eigentlichen Frage nach dem Minimum des Ge- 
schlechts, in Folge der Discussion aller dieser Fille, sehr umstindlich 
werden wiirde, wenigstens umstindlicher als die Art und Weise, wie 
ich sie, mit einer gewissen Umgehung des arithmetischen Problems, 
doch erledigt habe. 

Ich begniige mich, darzuthun, dass im ersten Falle die grdsste 
Quadratsumme in drei verschiedenen Formen auftreten kann. 

Denken wir, die beiden ersten Summanden seien fest: v — q,, G3 
wir suchen also die Zerlegung mit der gréssten Quadratsumme unter 
den mit v — q,, q, beginnenden auf. Zuniichst folgt aus: v — gq, > q, 
dass q,< > 


Ferner ist q, + 4, +4, =9—~v und q,<q,. Das Maximum 
der Quadratsumme tritt dann ein, wenn S’=—gq,?+ q,?+ q,? am 
gréssten ist. 

1) Ist nun O —-v<q,, dann kann qg, den Werth 0 — vy an- 
nehmen und das Maximum von S’ findet statt, wenn qg, ihn hat und 
dW; = % = ist. Also die Zerlegung von © mit der gréssten Quadrat- 
summe ist: 

Y¥— des Qe» 8—», 0, 0, 


und diese grésste Quadratsumme erreicht dann wieder ihr Maximum, 


wenn (v — q,)* + q,* es erreicht, wobei q, zwischen ; und 0 — vy 


sich bewegt; also wenn vy — q, am gréssten, g, am kleinsten ist, d. h. 
wenn q, = 90 — v, q, = 2v — QO, so dass wir es mit der Zerlegung: 


2v—0,O0—v, O—», 0, 0 


za thun haben; diese hat also die grésste Quadratsumme, niimlich: 
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6v? + 30? — 3v0, 
unter allen mit 0, 0 schliessenden Zerlegungen von 0, bei denen 
1 + % =v ist. 

2) Ist O— v>q,, aber < 2qg,, mithin © — v — g, < q,; dann 
haben wir das Maximum von S’ bei denjenigen Zerlegungen von 
© —v, bei denen gq, seinen gréssten Werth g, hat (Nr. 5), aufzu- 
suchen und unter diesen hat diejenige die grésste Quadratsumme, bei 
welcher g¢, = 9 — v—q,, q,=0. Also hat in dem jetzigen Falle 
unter den mit v — q., q, beginnenden Zerlegungen die Zerlegung: 


Y— G2» G21 V2, 9— VY — Gq, O 
die grésste Quadratsumme; und diese ist: 

v? + (O—v)*? — 2q,(0—24,). 
Beachten wir, dass der Subtrahend V = 2q, (0 —2q,) > 0, denn 
O>47,@< 7 aber q, > 0. 


3) Wenn 0 — v > 2q,, also O — v — gq, > qo; dann ist, bei der 
gesuchten Zerlegung, wie bei 2), g, = q,, aber unter den Zerlegungen 
von 9 —v— q,inq, q, hat, da q,<q, und also 0 — »v — gq, nicht 
erreichen kann, q, = q, ¢; = 9 — v — 2q, den grissten Werth von 
q;7 + 4,?; mithin erhalten wir als Zerlegung mit der gréssten Quadrat- 
summe: 

VY — Io) Ge» Gs Ia) 9— ¥ — 24; 
und diese Summe selbst ist: 
v + (Ov)? — 24,(20—v— 44,). 
Auch hier ist der Subtrahend V = 2q¢,(20—v—4q,) > 0; denn, wenn 
8 — v > 2q,, so ist: 
20 —2v>4q@, 
also: 
20— v>4q. 

Nun miissten wir in 2) und (3) je die grésste Quadratsumme er- 
mitteln, wenn q, die zulissigen Werthe durchliuft, und dann die drei 
Maxima bei 1), 2), 3) vergleichen. Wie gesagt, ein einfaches Resultat 
scheint sich nicht 2u ergeben. Fiir unsern Zweck geniigt es, die drei 
Formen der gréssten Quadratsumme gewonnen zu haben. 

8. Im eweiten Fall hingegen: 0 > 2v ldsst sich die Zerlegung mit 
der grissten Quadratsumme in einfacher Weise ermitteln. Ist zundchst 
v =2y, dann fanden wir (Ende von Nr. 6) O<5y. Wir setzen also: 
O0=—4y+0, so dass y>d>O0. Die grisste Quadratsumme ergiebt 
sich bet der Zerlegung: 

¥, V9 Ys VY» é. 
Denn, es sei 4,, 4») 43) Q4) YZ; eine andere Zerlegung, bei welcher 


v 


di + % = 27, so ist gq, = 7 + %, = 7 — %, wobei x, > 0, weil 
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G: 24%; ferner ¢, = 7 — Ys, We= 7% — Yq, WO Y, DY, > HX, weil 
91 S43 SL %; endlich g¢,=d+2,, wo a =y,+ y,, da ja gs+ +4, 
=2y+0. «2,=—0 wige y, = y,—2,=—0 nach sich und die neue 
Zerlegung wire von der ersten nicht verschieden; also x, > 0. Da 
aber gq, < q,, 80 ist 


6+2,<57—%) 


t+ yy, <7 — 9.*) 

Multipliciren wir mit der positiven Zahl 2a, = 2(y, + y,), so 
ergiebt sich: 
(@) 2,7 + 2y,y, + 2y,? < 2(y — 9) a;. 

Der Ueberschuss der neuen Quadratsumme iiber die friihere ist: 

22,7 + 93? + yy? + 25? — 2r (ys; + y,) + 202, 
= 24,7 + 93? + y+ 2,” — 225(y — 9). 
Aus: 2,<y¥, <y, folgt: 


22,7 + ys? + yy? S2ysy, + 2y,’, 
also auch: 


22,7 + 95? + 9° + 2? < 2434, + 2y,? + 22,7, da x, >0, 
und um so mehr 


oder 


< 2(y i> 0) a; 
wegen (a). 


Demnach ist der Ueberschuss negativ. 

Ist aber v=2y+1, so ist O<5y+1; wir setzen dann: 
06 = 2(2y+1)+ 90, so dass y—1>0>0. 

Die Zerlegung mit der grissten Quadratsumme ist: 

y+ti,ywyO+1. 

Bei einer andern Zerlegung, bei welcher g, + q, = 2y + 1, sei 
W=r+ti+2, @=y7—-2,; mithn 1+ 2, > —2z,; also, daz, 
ganz sein muss, z,>0. Wenn ferner g,=y—¥Y,, G=Y—Yy 
q = 9+ 1+ 2, so ergiebt sich, wie vorhin, x, = y, + y, > 0, 
Y¥,>¥,>2,. Und aus 


d+14+a,<y—y,™) ; 


folgt: 
(#’) Qa,? + 2y,y, + 2y,? <2a,(y —- 8 — 1). 
Der Ueberschuss der neuen Quadratsumme iiber die alte ist: 


22,7 + yy? + y,? + u,? + 2a, — 24,(y — 9 — 1). 





*) Ist d=y, also O=5y, so ist y, y, y, y, y die einzige Zerlegung, bei 
der q+ % = 2y.- 

**) Bei d= y — 1, also O= 5y +1, ist die obige Zerlegung die einzige, 
bei welcher q+ q = 2y +1. 








a 


4? 


Be, 
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Da 2, << Y¥, <y,, 80 ist, wie vorhin: 


22,? + ys? + yy? < 2(ys? + yy?) < 2yy (ys + y4)5 
ferner: 
22, S93 + yy, <4 < 2,5 


22,7 + ys* + yy? + 2? + 2a, < 2a,? + 2y, (yy + y), 
demnach umsomehr < 22,(y — 8 — 1) wegen (c’). 
Das Gleichheitszeichen ist unterdriickt; damit es giilte, ware noth- 
wendig: 


also: 


L,=Y,=—Y,, L, = 1 (weil — z,?); 

aber 
Y=%, %=—1, wt+y—-2,; ° 

sind fiir ganze Werthe von y,, y, nicht vereinbar. 

Also ist der Ueberschuss negativ. 


IIT. 
Obere und untere Grenze des Geschlechts der Curven »** Ordnung auf 7’* 


9. Wir fanden in Nr. 1 F. (2): 
p= > {2vv' — (n — 2) — Bq}. 

Ist nun vy + v = € gegeben, so erreicht p sein Maximum, wenn 
vv’ am gréssten und 2q;* am kleinsten ist. Jenachdem nun £ = 20 
oder = 2g + 1 ist, ist das Maximum von 2vv’ bez. 29? oder 2e(9+ 1) 
und wird, wenn ¢ um 1 wichst, iibergehen in 2e¢(g+1), bez. 2(e+1)?; 
der Zuwachs betrigt mithin 29, bez. 2(9+ 1), oder £, bez. + 1. 

0 = 2—n= 2q¢, = 5a+ B nimmt bei derselben Veriinderung 
von § zu um 2 und geht also iiber in 5a + (6+2), bez. 5(a+1) 
+(8—3), jenachdem 6 < oder >3 ist. Die Minimal -Quadratsumme 
war vorher nach Nr. 4: 


B(a-+1)' + (6—8) a, 
(B+2) (a+ 1)? + 6—f—2) at, 
(B—3) («+2) + 6—B+3) (@-1)% 


Die Zunahme betriigt im ersten Falle 4a@ + 2, im szweiten 
4a+ 26 — 4, also 4a -+ 2 oder 4a +4 4, jenachdem 6B = 3 oder 4 
ist; mithin in beiden Fiillen 4a + 2, wenn 6 < 4, und 4a-+4 4, 
wenn Bp = 4. 

Beweisen wir nun, dass der Zuwachs des Maximums von 271’ 
nicht kleiner ist, als der des Minimums von 2q;’. 


Es ergab sich in Nr. 3 F. (6): 
| t< 5m 


und ist jetzt: 


bez. 


Mathematische Annalen, XXI. 
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da wir aber hier noch von € zu €+ 1 steigen wollen, brauchen 
wir blos: 

é< fn, 
also 

n> ; £. 

Folglich ist © = 2§—n <= § Nun ist «<= 0, also 4a<§; 
demnach, im Falle £=209, €—2 oder 4a<209—2, also 4a+2<2o, 
im Falle aber =20+1, 4a<§—1 oder < 29, also 4a+2<2(0+1); 
2o und 2(g+1) sind aber die Zuwiichse des Maximums von 2vv’, 
wenn € von 1.wiichst. Mithin ist die Sache fir 0 —=5a-+ 6, B<4 
schon erledigt. Wenn aber 0 = 5a 4, dann ergab sich der Zu- 


1 4 
; o> . also 


4a+4=— ; 0+ - <¢€+ -, demnach jedenfalls <§€-+ 1, aber 

im Falle = 20, muss 4a + 4 als gerade Zahl < € oder 20 sein. 
Demnach kann, wenn § wiichst, der Maximalwerth von p nicht 

ablnehmen, und wir erhalten den grissten Werth von p bei dem grissten 


Werthe von §, d. t. bet 
4 


10. Um ihn zu ermitteln, miissen wir die 3 Fille unterscheiden: 
n=3y, n=3y+1, =3y+ 2. 
1) Wenn xn = 3y, so ist ( —4y; das zugehirige O —5y; die 


Minimalzerlegung y, y, y, y, y; Maximum von 2vy' gleich 2(2y)?, 
demnach héchster Werth von p 


p=, (87? — dy + 2 — Dy’) 
=, 7v—)+1. 


2) n=3y+1; (%—4y+1; Maximum von 2’ ist 2-2y(27+1); 
8 = 5y+ 1, Minimalzerlegung » + 1, y, y, y, vy; demnach héchster 
Werth von p 
1 , ‘ ¢ 9 
p=, {47(27+1) — 37 —14+2— (+1) — 47"} 


1 ‘ 


wachs von 2q;* gleich 4a+ 4; nun ist aber «= 


wow = 


Freilich ist hier die Bedingung q, + q,<¥v nicht eingehalten 
(q,=yvyt1, @=v, v=2y); doch wird man leicht erketnen, 
dass fiir die vorliegende Betrachtung dies nicht nothwendig ist: man 
hat nur dann die Curve nicht dem meistgetroffenen Dupel zugewiesen 











)5 


er 
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und eine gleichartige beim betrachteten Dupel schon erhalten. Bei 
der Aufsuchung der Maximal- und Minimalwerthe sind ja Wieder- 
holungen unbedenklich: man kann bei den Beweisen die oben be- 
sprochenen Beschrinkungen verwerthen, wie es ja hier in dem vorher- 
gehenden Artikel geschehen, braucht es aber nicht. Sie sind hier ein 
Vortheil, aber nicht nothwendig. 

Wenn man aber will, kann man die beschrinkenden Bedingungen 
einhalten. Blieben wir bei £ —4y-+ 1, so bliebe noch der Werth 
von ©, und jede andere Zerlegung geniigt ebenso wenig oder noch 
weniger der Bedingung g, + q,<v, da nach Nr. 6 g, + q, bei der 
Minimalzerlegung am kleinsten ist; andere Zerlegungen aber von 
€=4y+1 als in v= 2y, v’ = 2y + 1 liefern wegen vy < v’ noch 
kleineres v. 

Also ( —=4y; dann vy =v’ =2y; O=5y—1; Minimalzer- 
legung y, Y, Y, Y, y — 1; mithin grésster Werth von p 


Die . . , 1 
= 5 {2- 47? — 3y —14+2 — 47 — (y—1} = 5 vr — D), 


wie oben. 


3) n=3y +2; { —4y42 45 v=v=2y+1, O0=5y+ 2; 
Minimalzerlegung: y+ 1, y+ 1, y, y, y; also grésster Werth von p 


p= x {2(2y4+1)? — By — 24 2— 2y41)? — By} 
=F, 787+); 


oder, da hier eine thnliche Bemerkung gilt: 
Co 4y+ 1, v=2y, vy =2y4+1; =5y; Minimalzer- 
legung y, y, Y; ¥; 7; groésster Werth von p 
1 F ‘ ae 1 
p= % {4v(2rv+1) — 387 — 57? =F yvBr+)). 


Fiihren wir wieder n ein, so erhalten wir folgenden Satz: 
Das Maximum des Geschlechts fiir eine Curve n‘ Ordnung auf 
einer cubischen Fliiche ist: 





p® == {(n—1) (n—2) +4) oder = 1 (n—-1) (n—2), 


jenachdem n durch 3 theilbar ist oder nicht; oder, fiir beide Faille: 
(nm —1) (n—2) 4+ 4 —3) 
na [sant] —[s + 


: 1 21 ¢n 
Das absolute Maximum [ "7 (n—2)*] fiir Raumeurven n' Ordnung 


(denn das sind ja, sobald » > 3, alle Curven auf F'*) wird demnach 
im Allgemeinen nicht erreicht. 


82* 
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Rechnet man das Resultat fiir die Anzahl der scheinbaren Doppel- 
° punkte um, so ergiebt sich als deren Minimum in den 3 Fiillen 1), 2), 3) 
bez. 3y(y—1), y(3y—1), y(Bv+1), also in allen 3 Fiillen: 

























he) =| 5 (n—1)(n—2)| oder h® = y(3y+2e—3), 


wenn n= 3y + «.*) 

11. Wenden wir uns nun zur Ermittelung der untern Grenze. 
Wir denken uns v gegeben und ein dazu mégliches 0 (Nr. 6). Es ist: 
2(v + v)—n=69, 

also: 
v= > (n+ 0— 2»), 
und weil v > v: 
n+ 0 —2v>2p, 

oder : 
(11) n>4v— 0. 

Damit haben wir, wenn v, © gegeben sind, eine untere Grenze 
fiir diejenigen n, bei welchen diese Combination v, 9 méiglich ist. 

Ferner ist nach F. (2) in Nr. 1: . 


p= ; {2vv —n + 2 — 2q,*\ 


| 


> {y(n +0 —2n) —n+2— Zqeh, 
(12) p= 5 {n(v—1)+v0—2v?42 — Eq}. 
Fiir den Fall: » — 1 reducirt sich diese Formel auf: 


1 , 
: p=, (9 — 2@). 

*) Halphen, Comptes rendus, Bd, 70 (1870) S. 380, ohne Beweis; H. Va- 
lentiner, Bidrag til Rumeurvernes Theori, Diss. Kopenhagen Dec. 1881, S. 43, 
mit allgemeinerem auf beliebige Flichen beziiglichen Beweise. Mein obiger Be- 
weis stammt aus dem October 1881. -- Herr Halphen hat a. a, O., ebenfalls 
ohne Beweis, den Satz mitgetheilt, dass das héchste Geschlecht fiir Raumcurven 
net Ordnung (im engern Sinn) nicht 

1 1 n—1\2 n — 2\2 
= anil = i oe fae 
; (wm — 1)(m— 2), sondern : (n —1) (n ) [( " )'] [ $ | 
ist, d. i. dasselbe, welches auf einer F'? méglich ist. Eien Beweis hierfiir oder 


vielmehr fiir die entsprechende Minimalzahl iC] der scheinbaren Doppel- 


punkte gab Herr G. Kohn (Sitzungsber. der Wiener Akademie Oct. 1880) in 
einem im Uebrigen nicht fehlerfreien Aufsatze; sodann Herr Valentiner a. a, O. 
Noch bevor ich Kohn’s Aufsatz kennen lernte, auf den mich Herr Reye auf- 
merksam machte, habe ich (Dec. 1880) selbststandig einen Beweis gefunden, den 
ich vielleicht bei anderer Gelegenheit mittheile; cf. Report of the British Asso- 
ciation held at York Aug., Sept. 1881, S. 440. 
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Nach Nr. 6 ist aber O< 1, wenn v=—1; fiir die beiden még- 
lichen Werthe 0 = 0,1 ist 2¢;? — 0,1; also: 
p=. 

Folglich ist fiir v= 1 das Geschlecht stets 0, wie dies ja auch 
geometrisch einleuchtet, da g dann eine (m — 1)-mal treffende Se- 
cante ist, 

Aus: 

2v+v)—=O0+n 
folgt weiter, dass © immer gleichzeitig mit n gerade und ungerade ist ; 
mithin haben wir, je nachdem » gerade oder ungerade ist, nur 0 =0 
oder nur 0 = 1. 

Also giebt es von jeder Ordnung nur eine Curvenart v =1, d. i. 
die threr hichst getroffenen Geraden in n — 1 Pumkten begegnet. 

Die einzige Zerlegung von 0 = 0,1 ist 0, 0, 0, 0, 0, bez. 
1, 0, 0, 0, O; und nach Nr. 3 finden wir, dass, wenn n gerade ist, 


a ° . n . n 
die Curve von 1 Geraden in n—1, von 1 in 5 +1, von 10 in 7 


° . n 
und von je 5 in 


; — 1, 1,0 Punkten getroffen wird; wenn aber n un- 


gerade ist, es eine Gerade mit n — 1, 5 Gerade mit a , 10 mit 
und je 5 mit 1, O Schnitten giebt. Doch tritt 





n—1 ° 
= 1 mt 


n—3 
dieses Gesetz erst bei » > 5 deutlich hervor, indem vorher diese 
6 Schnittzahlen theilweise gleich werden. 

Von diesem Falle y= 1 kénnen wir kiinftighin absehen und 
demnach v > 1 voraussetzen. 

12. Ist © < v, dann ist nach Nr.5 Anf. 0? der grésste Werth von 
2q;*; also ergiebt sich, wenn n, v, 0 < v gegeben sind, als kleinstes p 


(13) p = {n(v — 1) — 20? + 2 4 O(y — ©)}. 


Der letzte Summand O(v — O) ist > 0, = nur dann, wenn 0 =0 
oder © = vy ist; demnach, wenn n, v beide gerade sind, in beiden 
Fiillen; wenn m gerade, v ungerade, nur im ersten Falle; wenn beide 
ungerade sind, nur im zweiten. Ist endlich m ungerade, v gerade, 
so sind beide Fille unméglich und der kleinste Werth von O(v — 0) 
ergiebt sich bei 0 = 1 oder 0 = vy — 1, nimlich v — 1. 

Wenn demnach n, v fest sind, O<-y ist, so ist das Minimum 
des Geschlechts: 


oo 1 
(14) p’ = 4 {nv — 1) — 202 4 21; 
ausser, wenn ” ungerade, v gerade ist, wo es dann ist: 


(14 1) py” => {nv — 1) — 20° + 240-1). 





















478 


R, Srurm, 


Freilich ist dabei nothwendig, dass die Bedingung: 0 > 4v — n 
0 <-v zulisst und mindestens derjenige der beiden obersten Werthe 
v, y—1 von © modglich ist, der mit » gleichartig ist. Dann erst 
wird das niedrigste Geschlecht p”, p,” méglich, 

p,’ ist die gréssere dieser beiden Zahien. Wir wollen nun nach- 
weisen, dass alle p, die sich bei denselben n, v und bei 0 > vy er- 
geben, grosser als p,” sind, und um so mehr als p”. 

Wir unterscheiden die beiden Fille: 0 > v, < 2v und O> 2». 

Im ersten Falle haben wir (Nr. 7) 3 Formen der gréssten Quadrat- 
summe gefunden. 

1) Wenn 0 —v<q,, dann ergab sich fiir alle derartigen Zer- 
legungen als grésste Quadratsumme 6v? + 30? — 80v; setzen wir 
dies fiir 2q;* in (12) ein oder in: 


X =p — p= 5 {vO — Ly? —(v— D}, 
so erhalten wir: 


x> 3 {9v0 — 6v*? — 36” — (vy — 1)}. 


Nun ist aber ° =v+pu, wo v>u>O0; also ist: 
ee ie ' 
X> ys {8e(v—#) — (vw — DU}; 
der kleinste Werth von w(v — mw) ist aber vy — 1, wenn uw = | oder 
=v — 1; demnach ist X > 0. 
2) Wenn O—v>q,, < 2q,, 80 ergab sich als zweite Form 
v? + (0 — v)*? — 2q,(0 — 2q,). Es ist in Nr. 7 bewiesen, dass 
V = 2q4,(0 — 2q,) stets > 0 ist; sei V, der kleinste Werth von V, 
der sich ergiebt, wenn g, die zulissigen Werthe durchliuft, sodass 


v?+(0—v)?— V, die grosste Quadratsumme in diesem Falle ist; 
wir anes dieselbe wieder in X ein und erhalten: 


x> = {s8.— 9° — (@ — vo}? + V, — (» - 1} 


> Fz {ae — a) + % — (w— dhs 


da aber, wie eben bemerkt, w(v — uw) >v—1 und V, > 0, so ist 
X > 0. 

3) Ist © —v > 2q,, so ergab sich als dritte Form der gréssten 
Quadratsumme v* + (0 — v)*? — 2q4,(20 — v — 4q,). Wir fanden 
ebenfalls, dass der Subtrahend > 0 ist; nennen wir wiederum V, 
seinen kleinsten Werth, so erhalten wir genau ebenso wie in 2): 
X>0. 

Im zweiten Falle: © >2v hatten wir in Nr. 8 gefunden: 

Ist v= 2y und O=4y 4 0, so hat die Zerlegung y, y, y, Vy t) 
die grésste Quadratsumme von dehen, welche der Bedingung: 4, +-4,<v 








en 
en 
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geniigen; ist hingegen v = 2y + 1 und O = 4y + 2+ 3, s0 hat die 
Zerlegung y+ 1, y, y, vy, 0+ 1 die grésste Quadratsumme. Setzen 
wir diese Quadratsumme wieder fiir 2q;* in X ein, so erhalten wir, 
wenn v = 2y: 


a {27(4y + 8) — 47? — 8 — 2y — 1} 
> 3 2727 —1) +14 827-0), 


wenn aber vy = 2y+ 1 ist: 


x > 


X>F {27+ (4v+240)— (y+)? — 87? — (8+ 1)? — 2y)} 
=z {47(v +1) +927 —8—-1}; 


beide Klammern aber sind >0O, da vy >1 und O<d<y, bez. 
0<d<y—1. Also ist beidemal X >0, und somit in allen 
Fallen 0 >¥v: p> p,’, und umsomehr > p”. 

Demnach ergiebt sich folgender Satz: 

Wenn n und v (> 1) gegeben ist, also Wenn wir uns auf die Be- 
trachtung der Curven n*’ Ordnung auf F* beschriinken, welche ihre 
hichstgetroffene Grade in n — v Pumkten schneiden, so haben wir als 
untere Grenze des Geschlechts 


— 


p= ; {(v— 1) (n — 2v — 2)}; 


Diese untere Grenze ist selbstverstiindlich werthlos fiir solche yr, 
bei denen ‘» — 2v — 2 < 0, 

Aber auch dann, wenn p” > 0, wird sie nicht erreicht, sobald 
die beiden Bedingungen, dass 9 > 4v — nm und dass © mit m gleich- 
artig sein muss, 9 ganz aus dem Spielraum: © < v ausschliessen, 
oder wenigstens ys Werthe 09 =0, O=»y nicht gulassen. Ist min- 
destens 0 =v méglich, dann ergiebt sich p” als erreichte untere 
Grenze; ist weder 0 = 0, noch 0 = v méglich, wohl aber 0 = vy — 1 
oder © = 1, dann wird blos p,” = ; (v — 1) (n — 2v — 1) erreicht. 
Sonst ist p> p,". So ist, wenn n= 20, wo v< 12 ist, in den 
Fallen v = 2, 3, 4, 5, 6 die wirklich erreichte untere Grenze des Ge- 
schlechts 7, 13, 15, 18, 15; in den Fiillen v = 7, 8, 9 die nicht er- 
reichte untere Grenze 15,10, 4. Fiir » = 10, 11, 12 wird der Satz 
werthlos. 


13. Fassen wir zunichst v = 2 in’s Auge. Fiir gerade n, welche 
> 8 sind, wird: 0 >4v —~n von selbst erfiillt: O—0 und O=v—2 


sind méglich, bei n = 6 wenigstens 0 = 2. Also wird p” = 5 n—3 
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erreicht, Fiir ungerade n, welche >7 sind, ist O—1—v—1 
moglich; also wird p,” = $ (nm — 5) erreicht. 

Mithin erhilt man bei den Curven von hiherer als fiinfter Ordnung, 
welche der hichstgetroffenen Geraden in n — 2 Punkten begegnen, als 


kleinstes Geschlecht = "| ] . 





Beachten wir, dass ae = (0, wenn » = 6; dass also bei der 


6. Ordnung auch noch der Fall vy = 2 eine Curve vom Geschlecht 0 
liefert, und nur eine, weil 0 = 0 nicht méglich ist. 


Vergleichen wir nun dieses Geschlecht Fe] mit solchen p” 


2 





oder p,", die sich bei v ergeben, welche > 2, aber immerhin noch 
so beschaffen sind, dass sie Werthe 0 <v ermdglichen, bei denen 
p’, p, sich ergeben. 

Wir bilden also die Differenz: 


Y= —|*>*], bez. Y=» ~[*F*]. 


2 
a 
1) Wenn , v beide gerade sind, dann kann © = vr sein; damit 


dies méglich sei, muss 4y —< y sein, oder » >3yv. Wir haben 
dann, den Werth von p” einsetzend: 


Y = = {nv — 2) — 2(v? — 1) 4 6}; 
oder wenn wir » durch seinen kleinsten W erth 3v ersetzen: 
1 — 
£2 Ge — fF — 1}; 


d.i., da’y jetzt > 3 ist, 
Y>0. 


2) m gerade, v ungerade; © kann nicht vy sein; damit v — 1 
erreicht werde, muss n >3yv-+ 1 sein. Wir erhalten: 


¥, = 5 {nv —2) — (w—1) v4 1) + 6} > 5 {(v—2? + 1} > 0. 
Ist aber » > 4yv, so wird © = 0 erreicht; dann haben wir: 
Y == {n(v — 2) — 2(v? — 1) + 6}, 


wie in 1); aber nun kann » durch 4v ersetzt werden; also: 
Y>(v—2y>0. 


3) m ungerade, v gerade; damit »—1 erreicht werde, muss 
n>3v-+1 sein. , 


Y¥, => {m(v—2) — (v—1) 2v41) +5} > + (v2)? > 0. 
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4) nm ungerade, v ungerade; damit © = y sei, muss n > 3,y sein. 
, 1 5 t 

Y= + (n(o—2) — 201) + 5} Df fw —3" — 2} > 0, 


wenn v > 5. 


Bei v = 3 ist | {v — 3)?—2}—= —1; damit nm Y=—1, 
ist nothwendig: n = 3v = 9, ferner © = y=3 und dass die 
Maximalzerlegung 3, 0, 0, 0, 0 von 3 gewahlt wird. Da bei n= 9, 


v=3 @=O ausgeschlossen ist und sonst p> p”, also 


also > — 1, oder >0O ist, fiir » >3v aber Y>O wird, so ist 
n=9, v=3, O=3, g, = 3, === %—0 der einzige Fall, 


wo p< wa . 
Abgesehen von dieser einen Art einer Raumeurve 9' Ordnung ist 
in allen Fallen, wo v(>1) mit  gleichartige Werthe von © zuliisst, 


welche <v sind, das Geschlecht > ae ; 


14. Dasselbe wollen wir nun beweisen fiir alle Werthe von 


ss . . . n—5 
v(> 2)*); nur miissen wir dann p direct mit = 


) 
- 


vergleichen, 
wihrend im Vorhergehenden zwei Stufen gemacht worden sind, indem 

- ” ” ” ” n—5 
zuniichst p>p” oder p,”, und dann p” oder p,’ > es | nach- 
gewiesen wurde. 

Ist @< v, also je nach der Art von m mindestens © = v oder 
© = v—1 méglich, dann ist ja mindestens eins der beiden Ge- 
schlechter p”, p,” méglich. Mithin brauchen wir im Folgenden nur 
© >-v anzunehmen. Es geniigt die Vergleichung mit der gréssern 


, —& ; ; 
der beiden Zahlen “—°, — —3; wir setzen also: 


2 2 


5 5 € © M 
Z=p— 2+ > = 4 {n(v—2) + vO — 20? 4+ 7 — Bq} - 
Wir unterscheiden wieder die beiden Fille 0 >v, < 2v und 
0 > 2». 
Im ersten Falle hatten wir (Nr. 7) 3 Formen der gréssten Quadrat- 
summe 24@;’. 


*) Fir diesen Beweis sind, weil er alle Werthe von » zulisst, die auf 
98>» beziiglichen Betrachtungen in Nr, 12 nicht nothwendig; doch haben sie 
ihren Werth gehabt fiir die Erlangung des Satzes tiber die untere Grenze des 
Geschlechts bei gegebenem v. 
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1) 0—v<4q,; daraus folgt, da g, < =. O0< * und n< ae 


Die grésste Quadratsumme war: 6v* + 30? — 80»; wir setzen sie 
fiir 2g;? ein und erhalten: 


Z> = nv — 2) — 40° + 3 Ov — ©) + 


rel oo no] a 


In dem Intervalle von O=v+1 bis O= | hat 0 (3v— 90) 


seinen kleinsten Werth bei © = v + 1; er ist 3v? + + (vy —1). Er- 
setzen wir es dadurch und zugleich » durch seinen kleinsten Werth 
ae, , 80 ergiebt sich: 
y 1 si ated 9)\2 
Z>7(v— 24+ 1>0. 
2) O—v>q, <2q. Darays folgt: © — 2g, > v — qy, 
8 < 2q,+ 7; also n>3v — 2q. 
Aus 9—v>0 folgt g,> 0, also auch g, > 0; da nun aber 
sogar 9 — vy > q,, so muss 9 > v+ 1 sein. 
Die Form der gréssten Quadratsumme ist jetzt: 
v? + (8 — v)? — 29,(8 — 24q,); 


dies setzen wir in Z ein und erhalten: 
Z' = Fv — 2) — 2v + 5 O(3v— ©) + (8 — 2m) + J 


Sei, wihrend q, die zuliissigen Werthe durchliuft, 7, das kleinste 
der Z’, das also der gréssten Quadratsumme entspricht, die bei den 
den obigen Bedingungen geniigenden Zerlegungen vorkommt; so ist 
Z>Z,. Konnen wir nun fiir jeden beliebigen Werth von g, beweisen, 
dass Z > 0, dann ist auch Z, > 0, Z> 0. 

In dem Intervalle von O=v-+2 bis zu O=—2yv —1 nimmt 
; 0(3v — O) seinen kleinsten Werth bei 0 = 2v — 1 an, niamlich 


1 : ' ‘ , 
zy 2» —-1I) w+). Hierdurch ersetzen wir es, ferner x durch seinen 


kleinsten Werth 3v— 2q, und © —2q, durch die kleinere Grosse 
v — q; es ergiebt sich: 
Z> a (v — 2) (v — 3) — @2(q — 2). 


Ist q, = 1, dann ist die rechte Seite positiv; ist aber g, > 1 
und also q,(q, — 2) >0, dann ersetze man q, durch seinen gréssten 


Werth = und erhalt: 


Z> 7 (v—3 + $>0. 
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3) O—wv>2q,. Dann ist: 20 —v—4q,>». Ferner ist 
9—-v=—=g+44+% <3q; also O< 3g, + und n> 3v —3gq,. 
Die Form der gréssten Quadratsumme ist hier: 


v? + (0 — v)? — 2q,(20 — v — 4q,); 
also: 


4’ = (v—2) — 20? + 5 O(3v—@) + g,(20—v—4q,) + 4. 
Wir substituiren > (2v — 1)(v+1) fir : O(3v — 0), wie in 
2), sodann 3v — 3q, fiir m und vy fiir 20 — v — 4q, und haben: 
Z'> + (v — 2)(v — 3) — > qo(v — 6). 


2 . v tee 
Ist v > 6, dann setzen wir ; fiir g, und erhalten: 


Z'>-= > (v1 +> -> 0, 


Im zweiten Falle: © >2v kennen wir nach Nr. 8 die grosste 
Quadratsumme. Wir erhalten also, wenn wir 2q,? durch dieselbe er- 
setzen, in den beiden Fallen v = 2», 2y +1: 


1) v=2y, O=4y + 4, grosste Quadratsumme 4y* + 6?; also: 
4 = nly — 1) + yd — 27° — 50? + Je 
Wir setzen fiir » seinen kleinsten Werth 4y — 0 und haben: 
4’ >27(y—2)— FO -2+5>.0, dasd<y. 
2) v=2y+1; O=4y +24 06; groésste Quadratsumme 
(y+ IP + 37+ (8+ 1% nd4y 42-0. 
4’ =. n(2y—1) + 5 ry +1) 8— 27? —y—- Fh + 3, 
Z>2y —y—-ZeH+5>0, da d<y—1. 
Demnach ist bei den Curven auf F'* von der Ordnung n> 5, 
welche ihrer meistgetroffenen Geraden hichstens in n — 2 Punkten be- 
gegnen, das niedrigste Geschlecht ice - Hine Ausnahme bildet nur 


eine Curve 9. Ordnung, welche die beiden Geraden des meistgetroffenen 
Dupels in je 6, eine der 5 Schneidenden in 3 Punkten, die tibrigen gar 


nicht trifft; bei thr ist das Geschlecht = naa = —1=1. 





an =0Q fir n=6 und nur fir n=6. Bei der 6 Ord- 


nung giebt es noch eine zweite Curve vom Geschlechte 0 und bei thr 
allein. 
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Fir n= 7, 8 ist 8 - = 1; also erst von n = 10 ab entsteht 


eine Liicke hinter dem Geschlechte 0 bis } Diese ist kleiner als 
die Liicke von 0 bis n—3 auf F?. Das Geschlecht 1 ist vong der 
10. Ordnung ab, das Geschlecht p > 1 von der Ordnung 2p + 7 ab 
nicht mehr vorhanden. 

Haben wir nun fiir alle Combinationen (n, v, v’, q), die sich 
durch das in Nr. 3 beschriebene Verfahren ergeben, p < 0 gefunden, 
so folgt, wegen F. (3) in Nr. 2, ¢, > 0, und damit, dass alle nach 
Nr. 3 construirten Curven miglich sind (vergl. Nr. 3 gegen Ende). 


IV. 
Anzahl der Arten der Curven n»‘* Ordnung auf F’*. 


15, Als verschiedene Curven sehe ich im Folgenden solche Curven 
n'” Ordnung an, welche, wenn sie auch in p(oder h) iibereinslimmen, 
sich verschiedenartig gegen die 27 Geraden der Fliiche verhalten. 

Es liuft also die Frage darauf hinaus, zu einem gegebenen n die 
miglichen v, dann zu jedem v die méglichen 9 zu bestimmen (oder 
umgekehrt) und fiir jede Combination v, 0 die Zahl der Zerlegungen 
von 8 in 5 Summanden zu ermitteln, welche der Bedingung q, + q, << ¥ 
geniigen. Jetzt ist diese Bedingung unerliisslich, weil unbedingt 
Wiederholungen zu vermeiden sind. 

Dass man zu einer allgemeinen Formel gelange, ist nicht zu er- 
warten; ich will wenigstens ein Verfahren angeben, durch das man, 
wenn »-nicht zu hoch ist, durch eine missige Rechnung die Anzahl 
erhilt. 

Wir verstehen unter p(Q) die Anzahl der Zerlegungen der (posi- 
tiven ganzen) Zahl © in 5 ganze Summanden q,, G2, %3» Us» Us tber- 
haupt, welche >0O sind, hingegen unter (9, v) die Zahl derjenigen 
Zerlegungen, bei denen die Summe der beiden grissten Summanden 
1+ 4 <-v ist. Ist O< v, dann ist offenbar p(O, v) = p(O). 

Wenn nun die Ordnung n gegeben ist, so bestimme man fiir jeden 


Werth von v von v=1 bis v= as n| (wegen F, (8) in Nr. 3), je 

nachdem n gerade oder wngerade ist, die geraden (inclus. 0) oder un- 

geraden Werthe von ©, welche den Bedingungen geniigen: 
O@>4v—n, 


und: 


0 < 5y fir v= 2y, 


6<5y+1 fir v—2y+1 
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(Nr. 6 und F. (11) in Nr. 11), suche dann fiir jede solche Combination 
von v und © die Zahl »(O, v) und addire alle diese p(®, v); so hat 
man die Zahl der verschiedenen Arten von Curven n” Ordnung auf F°. 
Addirt man blos diejenigen fiir denselben Werth von v, so hat man die 
Zahl der Arten von Curven n°” Ordnung, die ihrer meistgetroffenen 
Geraden in n — v Punkten begegnen. 

Als einfaches Beispiel, bei dem sich die (0, v) leicht berechnen 
lassen, sei 


n= 8 
gewiahlt. 

v .) (9, v) Summe 

1 0 1 1 

2 0, 2, 4 1, 2, 1 4 

3 4, 6 2,1 3 

4 8, 10 2,1 3 
7- 


zu v==5, das noch < [ 8], giebt es kein den obigen Bedingungen 


geniigendes zugehiriges 0. 

Es giebt demnach 11 verschiedene Arten von Curven 8'* Ordnung 
auf F’* und davon schneiden 1, 4, 3, 3 die héchstgetroffene Gerade 
in 7, 6, 5, 4 Punkten. Ausfiihrlicheres iiber diese Ordnung folgt im 
nichsten Abschnitte. 

Sobald, bei gegebenem v, n > 4v — 1 wird, wird die Bedingung: 
© > 4v — n von selbst erfiillt: man bemerke, dass fiir » —4v — 1 
als ungerades » ja © nicht 0 sein kann. Also sind dann simmtliche 
zu dem v gehérigen © zulissig, und zwar die -geraden oder ungeraden, 
je nachdem n ist. Daraus folgt: 

Die Anzahl der Arten von Curven gerader Ordnung n auf F’°, 
welche ihre hichstgetroffene Gerade in n — v Punkten schneiden, ist 
von n unabhingig, sobald n > 4v — 1; und dasselbe gilt fiir die Curven 
ungerader Ordnung. 

So haben wir, wie schon friiher gefunden, fiir »—1 (von 
n = 3 ab) nur eine Curvenart; fiir v= 2 von nm =7 ab 3 Arten von 
Curven bei jeder ungeraden und 4 Arten bei jeder geraden Ordnung; 
fiir v = 3 von m = 11 ab in beiden Fiillen 6 Curvenarten; fiir » = 4 
von » = 15 ab bei ungerader Ordnung 12, bei gerader 15 Arten; fiir 
v =5 von m= 19 ab in beiden Fallen 21 Arten. Fir v= 4 z. B, 
sind die beiden Zahlen (1) + (3) + (5, 4) + (7, 4) + @(9, 4) 
=143+444341=12, bez. 90) + 92)+ 9(4)+ 96,4 
+ 9(8, 4) +-9(10, 4) =1 424544424 1— 15. 


Ob wirklich durchweg, bei ungeradem v, die beiden Zahlen fiir 
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gerade und ungerade Ordnung einander gleich sind, d. h. ob durchweg, 
wenn v = 2y + 1, 
P(0,¥) +9 (2,¥)+ --- + 9(0,r) = pl, v) + 9(3, ») + --- + (0",”) 
ist, wo 0’, ®” die héchste gerade, ungerade Zahl ist, welche <5y +1, 
mag noch dahingestellt bleiben. — 

Betrachten wir die 3 Fille n= 3y, 3y 4 1, 35y +2, so sind 


die héchsten Werthe 5 n| von v bez, 2y, 2y, 2y +1; mithin 
liefern die beiden obigen Bedingungen fiir 0: 


O>5y, 5y—1, 5y +2, 
O< dy, 5y, Sy + 1; 


wenn also n= 3y + 2, so ist der héchste Werth & n| = 27+ 1 


von v unbrauchbar, wie schon sich oben bei » = 8 zeigte. In den 
beiden andern Fillen » = 3y, 3y + 1 liefert der héchste Werth 2y 
von v, da ja zudem © mit m zugleich gerade und ungerade sein muss 
und nur 5y — 1 mit 3y-+ 1 gleichartig ist, als einziges zugehériges O 
Hy, bez. 5y — 1. 
Der nichstniedrige Werth von v giebt: 

v 2y—1, 2y — 1, 2y, 

O>5y — 4, 5y — 5, Sy — 2, 

0 < 5y — 4, 5y — 5, 5y; 
also in den beiden ersten Fiillen wieder nur je einen Werth von 0, 
5y — 4, bez. 5y — 5, im letzten aber zwei 5y — 2, 5y, denn 5y — 1 
ist nicht mit 3y + 2 gleichartig. In diesem Falle erniedrigen wir v 
nochmals um 1, also zu 2y —1, um auch hier die beiden hédchsten 
v zu betrachten, und erhalten als zugehérige 0 5y —6, 5y — 4. 
Mithin haben wir in allen 3 Fallen zu den beiden hiéchsten v die zu- 
gehorigen 0: 
n 3y sy+1 3y+2 
v 2y— i, 2Qy 2y—1, 2y a 2y 
© 5by—4, By 5y—5, by—1 5y—6, 5y—4 5y—2, 5y. 











Bemerken wir also zuniichst, dass in den 3 Fiillen n = 3y, 
3y +1, 3y +2 die hichsten Werthe von © sind 5y, 5y —1, 5y, 
der von v aber durchweg 2y ist; beobachten wir auch das Ausfallen 
von Dy — 2, 5y — 3 in den beiden ersten Fillen. 

Ferner sind fiir die beiden héchsten v in den 3 Fallen die Arten- 
anzahlen leicht zu finden. Wir haben, fiir » = 2y — 1, 


y(5y—4, 2y—-1), p(5y—5, 2y—1), p(5y —6, 2y—1)+- (5 y—4, 2y—1), 
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Curven aut Flichen 3. Ordnung. 


oder, wenn wir lieber y durch y’ + 1 ersetzen: 


pSy +1, 27 +1), vy, 27+), 
p(5y —1, 27 +1) + py +1, 27+ 1), 
d. i., wie man bei diesen einfachen Beispielen leicht direct findet, 
1,2, 3+1—4, 

Ebenso fiir den héchsten Werth »v = 2y: ' 

p(5y, 27), pOy—1, 27), pOr—2, 27) + (57, 27), 
d. i. 

1,1, 2+1—3. 

Demnach giebt es in den 3 Filla n=3y, 3y+1, 3y +2 
stets 1, 2, 4 Curvenarten, bei denen die hichst getroffene Gerade 
n—2y+1 Schnitte hat, und 1, 1, 3 Curvenarten, bei denen die 
Zahl dieser Schnitte n — 2y ist. Weniger Schnitte kann keine Curve 
mit threr hichstgetroffenen Geraden haben. — 

Soll nach © angeordnet werden, so hat man fiir gecailen n alle 
geraden, fiir ungerades n alle ungeraden Werthe von 0 von 0 = 0 bis 
© = dy, 5y — 1, 5y, je uachdem n=3y, 3y +1, 3p + 2 ist, zu 
nehmen, jedem dann diejenigen v von v = 1 ab zuzuordnen, welche 
den Bedingungen geniigen: 


v>ve, v>- STs, 


wo v@ der kleinste zu einem 0 = 5a + 6 gehdrige Werth von ry ist, 
d.i. nach Nr.6 2a+ 2, 2a-+ 1, 2a, je nachdem B >2, = 1, = 0. 
Durch die jetzige obere Grenze von v, in Verbindung mit der von 0, 


wird bewirkt, dass*y niemals ls n| iiberschreitet. Fiir jede Combi- 


nation von 0, v ist p(O, v) zu ermitteln und alle diese (0, v) sind 
zu summiren. 

16. Die Functionen (0, v) und (QO) fihren wir auf andere 
Functionen zuriick. Wahrend bei g(O, v) nur verlangt wurde: 
G1: + & <v, sei ¥(O, v) die Zahl der Zerlegungen von O in 5 Sum- 
manden, bei denen q, + do =v; so dass, wenn vy > O, (0, v) = 0 
ist. Ersichtlich ist: 

~) 


a) (9, v) = ¥(0,v) in allen Fallen; 
"0 


l 


, 


4 


b) ~@)=9(@, ®) = ao. vs 90, = 9) wenn » >. 


%=V@ 
Wir verstehen unter |x|, je nachdem x eine ganze Zahl “ist oder 
nicht, x selbst oder die nachst héhere ganze Zahl, also [aj + 1. 
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Ist nun 4,, %,.93> Gy» GY eine Zerlegung von ©, bei welcher 
dG; + % =; so ist g, +9, +9, —9—-v. Nothwendig ist: 


y = 
c) qs =| — 





und da q,> q;, auch: 
|O—yr } 
d) a >|—— |i 
so dass wir fiir diese beiden Zahlen dieselbe untere Grenze haben: 
= - Die obere Grenze fiir g, ergiebt sich offenbar: 


e) GS og . 

Sei nun (q,) die Anzahl der méglichen Werthe von q, zwischen 
den beiden Grenzen, also (q.) = [=| a : 5 4 | +1. 

Bei q, hingegen ist die obere Grenze nicht so einfach. EHinerseits 


ist gy < q., andererseits g, <09-—v. So lange demnach g, <0 —», 
ist g, obere Grenze von q,; wird g,>O—v, dann wird O— vy 
obere Grenze. Ist aber 0 — v > [=] , dann kann letzteres nicht 
geschehen, und obere Grenze ist immer g, und oberste wird & - Was 


also die oberste Grenze anlangt, so ist: 


f) dq; <<O—v, oder <[+]: 
je nachdem © — vy oder § die kleinere Zahl ist, und die Anzahl 
(q,) der moéglichen q, ist in dem einen Falle 0 — v — = = \+ 1 


d. i. & (8 — »)| +1, im andern (q,). 

Fiir jedes der méglichen g, aber ergiebt sich je als obere Grenze 
von q, die kleinere der beiden Zahlen g,, 0 — v. 

Bedeutet weiter 4(9 — v, g,) die Anzahl der Zerlegungen von 
© —v in drei Summanden, deren grisster <q,, so ist, wenn 


oO > 0 — », fiir alle g,, welche > 0 — » sind, 


g) 1(9 — v, qo.) = 4(0 — v, O — »). 
Ferner ist: 
n=[5] 


h) v (0, v)= ba 1(9 — Y, qo). 


oO—y 


el 











1 
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Endlich seien noch die Grundfunctionen eingefiihrt: 

(6) sei die Anzahl der Zerlegungen von 6 in zwei Summanden 
(immer 0 eingeschlossen) und (6, t) die Anzahl derjenigen unter ihnen, 
bei denen der grissere <t ist; so dass wiederum, fiir t > 6, 

@ (6, tT) = @(6). 

Man findet ohne Schwierigkeit: 


(i) o()=|s]+1, 
(k) o(,r) =| 5] +1—(—»), 
wenn i sia 


Ist O—v> [= |> so gilt fiir alle méglichen g,, wenn aber 


@—Vv< 8 nur fiir die q,, welche <0 — v: 


(1) u(@ — 4) = S00 —¥ — as, 4) 
‘(=-— 


3 
im letzteren Falle: © —- v < 8 ist fiir die tber 0 — v befindlichen 
da wegen (g): : 
a—ov- 
HOF = MO— 0, 89) ea 


a3 = 





3 | 

setzt man aber fest, dass @(o, rt) Null ist, sobald o negativ wird, 
dann kann man auch fiir diesen Fall die Formel (1) benutzen. Mit jeder 
Kinheit , um welche g, wiichst, nimmt die Summe in (1) um ein Glied 
zu (das, nach der eben gemachten Festsetzung, auch Null sein kann). 
Setzt man nun die Ausdriicke fiir die 4 aus (1) in (h) ein, dessen 


Summe (q,) Glieder hat, so findet man, dass das dem untersten Werthe 


qs = °— a entsprechende Glied (i (e—»)|, : = = ) (q,)-mal, 


das niichste @ (3 (QO — »)| —1, o-* + 1) {(qo) ee 1}-mal auf- 
tritt, und so fort, und es ergiebt sich fiir ~(, v) folgende Formel: 
(m) ¥(0,v) = 24 - w(G,7), 
worin 6 + t = 0 — v ist, » und 6 im ersten Gliede den Werth 
v O—» 25 
(a) = [3 ]—|S 5" |+1, bee. [50-9] 


haben und mit jedem folgenden Gliede um 1 abnehmen: die Reihe bricht 
dann ab, wenn entweder » Null oder 6 negativ wird. 








Mathematische Annalen, XXI. 33 
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So ist z. B. 
w (31,19) = 6@(8,4) + 5@(7,5) + 4@(6) + 3@(5) + 2@(4) + @ (3) 
=64+104+164+94642=49; 
(31,26) = 12@(3,2) + 11@(2) + 10@(1) + 9a(0) 
= 124+ 22+ 10+ 9=53. 
Fiir die dem © niichsten v findet man aus (m) sehr schnell: 


»(0,0) = ((>]+ ') . (0) -[3]+ 1 = (6), 


wie man auch direct einsiebt; 


e—4 =) ae 
- | —7, wenn = [> 3, U. Ss. W. 


Wenn die Bedingungen nicht erfiillt werden, wird niimlich y schon 
friiher 0. 
Doch wichtiger fiir unsern Zweck sind der unterste Werth v@ von 
v und die Nachbarwerthe. Z. B. fiir die Berechnung der Arten- An- 
zahlen der Curven bis zur 20. Ordnung geniigen, mit sehr wenigen 
Ausnahmen, die Werthe ¥(0, ve), ¥(9, ve + 1), ¥(O, vg + 2). 
Wir haben zuniichst: 
© 5a, 5a+1, 5a+2, 5a+3, 5a+4, 
ve 2a, 2a+1, 2a4+2, 2a+2, 2a+42, 
O--veg 3a, 3a, 3a, 3a+1, 3a+2, 


O—vre 
rs «, «, a, «e+1, e«+1, 


v%6 | 
= a, a, etl, «+1, «+l, 


“ 


Ausser, wenn 0 = 5a-+ 2, hat demnach q, nur einen Werth bez. 

a, a@,a+il,a-+1; (q.)=—1; mithin ist in diesen 4 Fiillen nach 

Formel (m): 

¥(90, ve) = @(2a,a), w(2a,a), a@(2a,e¢+1), a(2e+1, a+ 1) 
om 2, 2, 8,03 

nur im dritten Falle auch 1, wenn «a = 0, weil dann 2a <a+1. 
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Ist aber 0 = 5a-+ 2, dann erhilt man zwei mégliche Werthe von 
G2, niimlich a, « + 1; also ist (q,) = 2 und: 
¥(9, ve) = 2. a@(2a,a)+ a(2ea—1,4@+1)—2.14+2—4; 
ausgenommen @=1, wo @(2a—1, «+1)—1, und a=0, wo 
es = 0 ist. 
Demnach ist: 


O0=5a, 5a+1, 5a+2, 5a+3, 5a+4 


v(0,ve) = 1, a5 4, 2, 1, wenn «>1], 
=-_ 1, vs 3, 2, 1, wenn a—1, 
(ss 1, 2, 1, wenn «0, 


Ebenso findet man: 
O@=—5a, 5a+1, 5a+2, 5e+3, 5a+4 


v¥(9O,voe+1)— 1, 5, 5, 4, 2, wenna>2?, 
=-_ 1, 4, 4, 4, 2, wenn a—2, 
- |, 3, a 3, 2, wenne=1,— 
-_ 2, 1, wenn «0; 


bei den drei fehlenden wiirde vg + 1 > © sein. Und endlich: 
O@=5a, 5¢+1, 5a+2, 5a+3, 5a+4 


~(0,vo+2)=— 7, 7, 5,, 13, 11, wenna>5, 
= 7, 7, 16, 13, 11, wenn «=5, 
=-_ 7, 7, 15, 12, 11, wenn a=—4, 
= 6, 6, 12, 11, 10, wenn «=3, 
= 5, 5, 3, 8, 9, wenna=2, 
= 2, $, 3, 5, 6, wenna=1, 


= ; 3, wenn a=(), 
Sind nun die ¥(0,¥v) berechnet, so erhalten wir vermittels der 
Kormel (a) die (©, v); alle m(©,¥v), bei denen » > 0, sind, wie 
gesagt, gleich »(O, 0) = (OQ). Hat man z. B. gefunden: (5, 2), 
w(5, 3), w(5, 4), (5, 5) bez. gleich 1, 1, 2, 3, so giebt das erste allein, 
die Summe der 2,3 ersten, aller 4 bez. m (5,2), p (5, 3), (5, 4), 
(5, 5) = (5); (5,6), (5,7), ... sind alle p(5); wir erhalten 
B,D, 4, Ba Ba Se, 4+ 
17. Wir geben z. B. die eingehendere Behandlung von 





n= 15. 
© Vv | yw Q aan Vv (6) | *. ‘mona 
1/1,23,4| 12 |1,1,1,1) 4 J1] 1 | 1 1 
3| 23,4 | 1,2 | 1,33 | 7 |2] 1,35 | 11,1 | 8 
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8; »v | v | Pp 
5 2,3,4,5.1,1,2,3/ 1,2,4,7| 
7: 4,5 | 3,3 3,6 
9 45,6 | 1,2,6 | 1,3,9 
ll 5,6 1,4 1,5 
13, 6,7 2,4 | 2,6 
15 6,7 11 | 1,2 
17° 8 eS 
19 8 ae 
21. «9 eS 
25 10 1 1 





Summe 


14 
9 
13 
6 
8 
3 
4 
Ps 
1 
1 


71 


v | 


Pp 


| Summe 
3, 1,35 | 1,3,2 6 
4) 1,3,5,7,9 | 1,3,4,3,1| 12 
5| 5,7,9,11 | 7,6,3,1 | 17 
69,11, 13,15] 9,5,2,1 | 17 
7| 13,15 | 62 | 8 
8, 17,19 | 4,1 | 5 
= fete ee 
10 25 | 1 | 1 
| 71. 


Ferner, indem wir die ausfiihrlichere Besprechung der Curven bis 
zur 10'° Ordnung dem niachsten Abschnitte vorbehalten, geben wir 
in der folgenden Tabelle die Zahlen der Arten der Curven auf F® fiir die 
11 bis 20" Ordnung und zwar sowohl die Zahlen der Arten der Curven 
n** Ordnung, welche der hichstgetroffenen Geraden in n — v Punkten 
begegnen, als auch die Gesammtzahlen. 





10 
11 
12 


Gesammt- 


zahl 











n 
11 | 12 | 13 | 14} 15 | 16 | 17 |-18 | 19 | 20 
ER ew iSceis 1 | 1} 1] 4 
3.1 41 3/ 4] 3] 4] 3] 4/ 383] 4 
6 6 6 6 6 6 6| 6 6) 6 
8 12) 11 | 14] 12} 15/ 12 | 15 | 12 | 15 
4 7 10/13) 17/18) 20} 20} 21 | 21 
3 5) 8| 12] 17 | 22 | 26 | 32/ 33 | 37 
1; 2| 4] 8/ 12] 18 | 25 | 32 | 38 
1; 1] 3] 5] 9/18 23 | 97 | 38 
11} 2| 4] 8|13| 20 
} 1} 1) 3] 5] 9] 4 
we } ¥| 2] 4 
| | 1/1] 8 
(2 37 42 | 57 | 71 | 90 106 | 139 160 | 201. 


Es giebt demnach z. B. 106 Arten von Curven 17'** Ordnung und 


bez. 1, 3, 6, 12, 20, 26, 18, 13, 4,3 Arten von solchen unter ihnen, die 
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der héchstgetroffenen Geraden in 16, 15, 14, 13, 12, 11, 10, 9, 8, 7 
Punkten begeguen. 
Die in Nr. 15 ausgesprochenen Gesetzmiissigkeiten kann man in 
dieser Tabelle erkennen. 
V. 
Genauere Beschreibung der Curven auf F* bis zur 10‘ Ordnung. 


18. Am interessantesten sind jedenfalls die niedrigsten Ordnungen, 
und bis n = 10 habe ich die verschiedenen Curvenarten, in Bezug auf 
ihr Verhalten gegen die Geraden der Fliche, ihr Geschlecht p oder 
Zahl h der scheinbaren Doppelpunkte, ihre Machtigkeit t, auf der Fliche 
und thre Méchtigkeit u., im Raume untersucht und theile die Resultate 
in den folgenden Tabellen mit. Unter dem uw, einer Curve (m, p) ist 
nicht die Miachtigkeit der allgemeinen Curve n'** Ordnung vom Ge- 
schlechte p, sondern der auf ciner cubischen Fliche befindlichen gemeint. 

Jene Michtigkeit wiirde ich mit w bezeichnen*); sie ist im All- 
gemeinen > wu, sobald n > 6. Verstehen wir, wie a, unten a. O., 
unter f, die Anzahl der Punkte einer auf einer cubischen Fliche 
méglichen Curve, durch welche eine F'* gelegt werden muss, um die 
ganze Curve zu enthalien, unter v die Miichtigkeit der durch die Curve 
zu legenden L'*, so ist v= 19 — fy. 
v>O nur fir die Curven, welche ganz oder theilweise den Schnitt zweier 
F’S bilden, und fiir diese — ausser (6,0)' und (7,3) —ist f, in Nr. 73 meiner 
,,Fliichen 3. 0.‘ oder a. eben a. O. zu finden; sonst ist v =O (d. h. es geht 
nur eine J’ durch die Curve) und dann im Folgenden nicht angegeben. 

Kerner ist: u, =t, +19 —v. 

Die Curven sind als (n,p) nach Orduung und Geschlecht bezeichnet 
und, solche, die in m und p (und dann auch in h, ¢,) tibereinstim- 
men, durch Accente unterschieden. Dieser Bezeichnung folgt in den 
Tabellen das Verhalten gegen das meistgetroffene Dupel: vor dem 
Semicolon stehen die Zahlen » — v, »n—v der Schnitte mit den 
Geraden des Dupels selbst, hinter ihm die g; der Schnitte mit den 
5 Schneidenden. Nach Nr. 3. sind dann leicht die Schnittzahlen mit 
den 20 iibrigen zu ermitteln: die Colonne g; giebt die Zahl der é-mal 
getroffenen Geraden. Die letzten Colonnen geben h, ¢,, us (eV. 0). 











n=. 
aye meistgetr.Dupel_ tn 91 | nal >| Us 
1) (3,0) ‘99: 1,0,0,0,0 6 | 15 6) ‘2/9 1 
| 
- 2) (8,1) |1,151,1,1,1,1) [27 }o}3|10| 12. 





*) Was ich in Borchardt’s Journal Bd. 88, S. mn 235 mit u bezeichnet 
habe, ist das jetzige us. 
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m= 4, 
meist getr.Dupel 9s \ Io| 91 I h t, | v | Us 
1) (4,0) |3,3;0,0,0,0,0| 2|10/10]5 3/3) 6) 16 
2) (4,1) | 2,2; 1,1,1,1,0| (10/16) 1 2/4/7/ 16. 
n=5. 
| meistgetr.Dupel| g, | g, d2\Ii\ go h\ t\ 0) wg 
1) (5,0) 4,3; 1,0,0,00'1|5/10! 615 1614/3! 20 
2) (5,1) |3,3;1,1,1,0,0 5/10)10)2,5)5|4 20 
3) (5,2) 3,231,1,1,1,1 1 10/16 416|5| 20. 
nm=6. 
meistgetr.Dupel! g-) g,| gs! go 9: gy hi ts) v0, tt, 
1) (6,0) 5,4;0,0,0,0,0)1/1 10 5 5 5 :10/5/1) 23 








2) (6,0) 4,4;2,0,0,0,0) | 6 15 6 10! 5 24 
3) (6,1) (4,451,1,0,0,0/ (3/6) 9) 6/3) 9/6 \1 24 
4) (6,2) 4,35 1,1,1,1,0) 1) 8) 9) 8) 1) 8/7) 2) 24 
5) (6,3) |3,3;2,1,1,1,1] 6|15} 6| | 7|8|3| 24 
6) (6,4) | 2,2; 2,2,2,2,2) a7; | | 6|9\4| 24. 
n=7. 

meistgetr.Dupel gy, 9;| 91's 2 I | o h| t, | us; 
1) (7,0) (6,4; 1,0,0,0,0)1) (5/10) 1) 5.515 6 25 
2) (7,1) 5,5;1,0,0,0.0) |2 4 6) 8| 3/4 14, 7:26 
3) (7,2) 5,4;1,1,1,0,0) |1)4 8 6| 6/2 13 8 27 
4) (7,3 (5,331,1,1,1,1) |1! (16) |10, 12) 9/27 
5) (1, 3)” | 4,4; 2, 1,1,1,0} 5 | 6|10| 5.1 12) 9.28 
6) (7,4) |4,4; 1,1,1,1,1/ 2 10/10) 5 11! 10/28 
7) (7,5) \3,3;2,2,2,21) | 10°16) 1 1011/28: 





Bei 4), 6), 7) ist v = 1, 1,2. 
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n= 8. 

meistgetr.Dupel 9g, | g, | 95 Is | 9s | 92 Goh | ts | Us 
1) (8,0) |7,550,0,0,0.0 1, 1 10| 5| |5 5 21] 7/26 
2) (8,1) | 6,6;0,0,0,0,0) | 2| {10 10}. | 5 | 20) 8|27 
3) (8,1)" 6,5;2,0,0,0,0) | 1/5) |10) 5] 4 5 20) 8/27 
4) (8,2) 6,5;1,1,0,00) |1/2]| 6] 6| 5|/4/3 /19| 9/28 
5) (8, 3) |6,4;1,1,1,1,0! | 1 | | 8| 8| 1\8 11 18/10/29 
6) (8, 3)" 5,5;2,1,1,0,0, | | 4| 3] 8] 6/4 |2 18 | 10 29 
7) (8,4) 5,5; 1,1,1,1,0 | 2] 6] 6) 8) 4/1 /17/11]30 
8) (8,5) 5,432,1,1,1,1 1/1) 5/10, 6) 5 16/12/31 
9) (8, 5)” 4,452,2,2,2.0) | |10] ja6) | 1 | 16) 12) 31 
10) (8,6) 4,452,2,2,1,1, | | 5|10)10]/2) 15/18} 32 
11) (8,7) |4,3;2,2,2,2,2 | | 1/16/10! | | 14/14/32. 

Bei 11) ist v = 1. 
n=Q. 

meist getr. Dupel | Is | 91 | I¢ | Is | 9s | Is | 92 EZ | o | h | ts | Uy 
1) (9,0) 8,5; 1,0,0,0,0 1 | | 15 (10] 1} | 5/5 [28] 8\27 
2) (9,1) 6,6;3,0,0,0,0 6 | 115 6 |27| 9} 28 
3) (9,2) 7,6;1,0,0,0.0, |1/1/4]| 6) 4 5| 2 4/26/10! 29 
4) (9,3) |7,651,1,1,0,0) |1| |4] 8) 4| 216 2 (25/11 30 
5) (9,3) 6,6; 2,1,0,0,0 |3|3| 3] 9| 3] 3/3 |25]11 30 
6) (9,4)'/7,4531,1,1,1,1) | 1 16) | 19) 24/12) 31 
7) (9,4) 6,6; 1.1, 1,0,0 2/3] 6| 5| 4 3) 2 | 24) 12/31 
8) (9,5) |6,5;2, 1,1, 1,0 1 4 5| 7) 5| 4/1 |293/13/32 
9) (9,6) 6,5; 1,1,1,1,1 1/1/10 5| 5| 5| || 22 | 14) 33 
10) (9,6)"|5,533,1,1,1,1 | |6| |15} | 6! |a2}14]33 
11) (9,6) 5,5; 2, 2,2, 1,0 | |5| 5| 5|10| 1 1 | 22) 14/33 
12) (9,7) |5,5;2,2, 1,1,1 3| 6| 9| 6 | 3) 21/1534 
13) (9,8) 5,452,2,2,2,1 lt} 8) 9| 8) 1) 20 16/35 
14) (9,9) 4,45 3,2,2,2,2 | 615 6| | /19/17|36 
15)*) (9,10) | 3,3; 3,3,3,3,3 | 27) | [1s|1s 36. 

Nur bei 15) ist v= 1. 


*) Im Report of the British Association for 1881 habe ich irrthiimlich nur 
von 14 Arten von Curven 9. Ordnung gesprochen. 
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n = 10. 





ee 
. 


meist getr.Dupel gy, y, 9; Ie\ Is 919s 92) Ii) Jo\ hb \ ts | Us 



































1 (10,0) 9,6;0,0,0,0,0 1) E 10! 5 5 5/36) 9\28 
2)(10,2y |8,7;0,0,0,0,0) 1,1] {10 5 5) 5/34 11/30 
3) (10,2)” | 8,6; 2,0,0,0,0; | 1 | 5 | 10| 6|}1 4 34) 11/30 
4)(10,3y |8,6;1,1,0,0,0) |1) |2] 6 6 2) 3) 4 3 33) 12/31 
5) (10,3)” | 7,7; 2,0,0,0,0) | i 6| 8) 1/2 4/33) 12)31 
6)(10,4) | 8,5;1,1,1,1,0) 1 8 8| | 1|8/|1 |32\13|32 
7)(10,4)” | 7,7; 1, 1,0,0,0) 2|1| 6) 3| 6| 4} 2 | 3 |32\13/32 
8)(10,5) | 7,652, 1, 1,0,0) 1)5| 7) 7| 2) 1/2) 2/31 14| 33 
9) (10,6) | 7,6; 1,1,1,1,0) 1} 1| 6) 5| 5) 8 1 |30 15|34 
10) (10, 6)" | 6,6; 3,1, 1, 1,0| 5} 1 5/10 ° 1 |30 15 | 34 
11) (10,6) | 6, 6; 2,2,2,0,0) | 5 | 10, 10 2 130 15 | 34 
12)(10,7) | 7,5; 2,1,1,1,1| 1 | | 5/10) 1) 5|5 | |29) 16) 35 
13) (10,7) | 6,6; 2,2, 1, 1,0] 13| 4, 5| 6| 6|2| 1 |29 16|35 
14) (10,8)' | 6 6; 2,1,1,1,1) |2| 4| 6| 8| 3)4| |28/17/36 
15)(10,8)” | 6,5; 2,2,2,2,0) 1} 8 1) 8| 8 1 |28 17/36 
16) (10,9) | 6,5; 2,2,2,1,1) 1| 4, 8} 6| 6|2| |27/18|37 
17) (10,10) | 6,4; 2, 2,2,2, 2| . 16 10 26 | 19} 38 
18) (10,10)"| 5,5; 3,2,2, 2,1! | 5} 6/10\-5]} 1 26 19| 38 
19)(10,11) | 5,55 2,2,2,2,2) | | 210/10) 5 [25 20) 39 
20)(10,12) | 4,45 3,3,3,3,2 | 10/16) 1 24 21/40. 


Zwischen 1) und 2) haben wir die Liicke: das Geschlecht 1 fehlt. 


19. Wir verweisen hier auf die zweite Curve 6. Ordnung und die 
zweite Curve 9. Ordnung als die beiden, die im Abschnitte III eine 
vewisse Ausnahmestellung einnahmen, — 

Dass diejenigen Curven aus den vorhergehenden Tabellen, deren 
v > 0 ist, wirklich die beim Schnitte zweier F* vorkommenden Curven*) 
sind, ergiebt sich einfach. Zuniichst giebt die Vergleichung des im 
Kap. V meines Buches Gesagten mit den Tabellen die Uebereinstim- 
mung der Werthe g;, h, und zwar so, dass die Curven 3, O. 1) und 
2) der cubischen Raumecurve und der ebenen Curve 3. Ordnung; die 
Curven 4. Ordnung 1), 2) den Raumeurven 4. Ordnung zweiter und 


*) Vergl. Kap. V meines Buchs iiber die Fliichen 3. Ordnung (und Borchardt’s 
Journal Bd, 88, 8. 213 Abschn. V). Cf. auch Herrn Cremona’s Abhandlung iiber 
die cubischen Flichen (Borchardt’s Journal B, 68, S. 1) Kap. VIII. 
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erster Species; die 3 Curven 5. Ordnung 1), 2), 3) den Curven, welche 
zum vollen Schnitte zweier F’* durch eine cubische Raumcurve und 
eine sie nicht schneidende Gerade, durch eine Raumcurve 4, Ordnung 
zweiter Species, eine solche der ersten Species ergiinzt werden; die 
Curven 6. Ordnung 3), 4), 5), 6) den Curven, welche 3 windschiefe 
Gerade, einen Kegelschnitt und eine ihn nicht treffende Gerade, eine 
cubische Raumeurve, eine ebene Curve 3. Ordnung zu ihrer Erginzung 
haben; die Curven 7. Ordnung 6), 7), die Curve 8. Ordnung 11) den 
Curven entsprechen, welche durch zwei windschiefe Gerade, einen 
Kegelschnitt, eine Gerade vervollstindigt werden, und endlich die 
Curve 9. Ordnung 15) dem vollen Schnitte selbst. 

Aber das genannte Kap. V bietet auch hinreichend Material, um 
fiir diese Schnittcurven ein meistgetroffenes Dupel und die Schnitt- 
zahlen der Geraden desselben und der Schneidenden zu ermitteln und 
die Uebereinstimmung zu constatiren. 

Daraus folgt, dass unsere jetzigen Curven die Schnitteurven um- 
fassen (denn die jetzige Ableitung ist die allgemeinere); da unsere 
Curven aber auch mit den Schnittcurven in der Michtigkeit ¢, auf der 
Fiche iibereinstimmen, wie die Vergleichung mit Borchardt’s Journal 
Bd. 88, S. 234—235 zeigt, und, fiir ein bestimmtes Dupel als meist- 
getroffenes, von den jetzigen Curven durch ¢, Punkte der Fliche nur 
eine geht, wie in Nr. 3 am Schlusse bemerkt wurde, so miissen die 
aufgezaihiten Curven mit den Schnittcurven identisch sein, 

v > O haben aber auch die beiden Curven (6,0) und (7, 3); diese 
Curven gehiren auch zu den Schnittcurven zweier F*; ich habe sie in 
der That an beiden erwiihnten Orten iibersehen*) und muss hier noch 
den Beweis nachholen. 

Wenn zwei F* sich lings einer Geraden g beriihren, so haben sie 
ausserdem eine Curve 7. Ordnung R’ gemein; da die von jeder Ebene 
durch g aus beiden Flichen ausgeschnittenen Kegelschnitte die g in 
den nimlichen Punkten treffen, so wird A’? von der Ebene ausserhalb 
g nur in den beiden weiteren Schnittpunkten der Kegelschnitte ge- 
troffien und hat mit g selbst 5 Punkte gemein. Die 10 Geraden auf 
einer der beiden Fliichen, welche g begegnen, beriihren die andere 
dort und haben demnach mit R’ nur einen Punkt gemein; die 16 
iibrigen Geraden aber ersichtlich 3 Punkte; also hat R’ dieselbe 
gi- Reihe, wie (7, 3). 

Haben beide Flichen noch eine weitere Gerade g' gemein, die 
gegen g windschief ist, so zerfaillt R’ in diesé Gerade und eine Raum- 


*) Erst durch die vor kurzem im Journal fiir Math, erschienene Abhand- 
lung des Herrn Néther (Bd. 93, S. 271, insbes. § 15) bin ich darauf aufmerksam 
geworden, Febr, 1883. 
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curve 6. Ordnung R*, welche g, eben so wie R’, fiinfmal, g° hin- 
gegen, wie bekannt, viermal trifft und von der man leicht findet, dass 
sie mit (6, 0) in der g-Reihe iibereinstimmt. Beriihrung beider Flichen 
lings g, und Schnitt liings g’, gy” wiirde bewirken, dass auch die drei 
9, 9, 9° treffenden Geraden der einen Fliche auf der andern ligen. 
Ich unterdriicke den Nachweis, dass die beiden so erhaltenen Curven 
R? und R* auch dasselbe p haben wie (7, 3), (6, 0)’. 

Beweisen wir nun, dass sie auch in der Michtigkeit ¢, auf ge- 
gebener Fliche F* mit ihnen iibereinstimmen; dann folgt aus den fiir 
die andern Schnitteurven eben angefiihrten Griinden die Identitat. 

Eine gegebene cubische Fliche F,* liings einer Geraden g derselben 
zu tangiren, ist fiir eine andere F* eine neunfache Bedingung. Denn, 
wenn wir uns auch F’ durch den Ebenenbiischel um g und einen pro- 
jectiven Flichenbiischel 2. Ordnung erzeugt denken, so muss letzterer 
in g dieselbe Involution einschneiden, wie bei F,°, und je den 
beiden Fliichen der erzeugenden Biischel von J,° und F'*, welche das- 
selbe Punktepaar einschneiden, muss die nimliche Ebene im Biischel 
g entsprechen. Dass aber F* durch g geht, sind 4 Bedingungen; dass 
der Fliichenbiischel die gegebene Involution einschneidet, sind 2 Be- 
dingungen: niimlich im Ganzen giebt es ja co'® Flichenbiischel 2, Ord- 
nung; legen wir aber durch zwei Paare der Involution je die oo’ Flaichen 
2. Ordnung, so constituiren diese co Biischel. Ist nun ein Biischel, 
welcher dieser doppelten Bedingung geniigt, gewiihlt, so ist durch die 
obige Vorschrift iiber das Entsprechen der Ebenen und Flachen die 
Projectivitait festgelegt, was also wiederum 3 Bedingungen macht; also 
haben wir im Ganzen 9. 

Man kann auch so sagen: Man legt F'? durch 4 Punkte von g 
und durch 5 Punkte der F,°, welche unendlich nahe an g liegen; beide 
Flichen miissen sich dann in 5 Punkten von g beriihren, also lings 
der ganzen Geraden, da bei einfachem Schnitte nur 4 Beriihrungen 
mdglich sind. 

Die oo! Fliichen F’’, welche also F,° liings g tangiren, schneiden 
demnach oo” der obigen Curven FR’ ein, da durch jede co' Flichen 
gehen, und die co’ J’, welche liings g beriihren und liings g’ schnei- 
den, co® Curven R®. Also ergeben sich dieselben Michtigkeitsgrade 
fiir R’, R® auf F%, wie fiir (7, 3)’ und (6, OY. 

Dass durch (6, 0) oo! Flichen 3. Ordnung gehen, zeigt sich auch 
so: Jede F%, gelegt durch je 4 Punkte der fiinfmal und der viermal 
treffenden Geraden der (6, 0)’ und durch 10 Punkte der Curve selbst, 
enthalt von letzterer 19 Punkte, also die ganze Curve. — 

Da die Curve (6, 0) diejenige vom Geschlechte 0 ist, welche’ ihre 
analoge bei jeder andern Orduung hat, so ist sie gewissermassen die regel- 
missige. Sie scheint aber die weniger bekannte zu sein; meistens wird nur 
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die andere Curve 6. Ordnung vom Geschlechte 0 erwihnt*), welche ein 
Sextupel viermal schneidender Geraden besitzt. Ihre Existenz ist von Herrn 
Noéther™) nachgewiesen, der a. a. O. zeigt, dass es je oo® "+5 Raum- 
curven n'* Ordnung giebt, welche eine (n — 1)-punktige Sehne haben. 
In dem Aufsatze im Journale fiir Math. bezeichnet er (6, 0) als Special- 
fall von (6, 0)"; auf der F'* kommt dies freilich nicht zur Erscheinung, 
da beide in gleicher Miachtigkeit auf ihr vorhanden sind. — 

Bedeutet g die Anzahl der Geraden einer solchen Gruppe auf EF’, 
wie sie von mir in Nr. 21, 22 meiner ,,Flichen 3. Ordnung“ unter- 
sucht worden sind, und g,; die Zahl derjenigen unter den 27 — g 
iibrigen Geraden der Fliiche, welche i Gerade der Gruppe schneiden, 
so fand sich dort folgendes, indem wir hier noch den Complex aus 
einem Kegelschnitt und einer ihn nicht treffenden Geraden der Fliche 
hinzunehmen. 





3; 8] 6] 4/2 


19 | Go| G2 | 9s | 9s | 9s 
Kine Gerade | 1 16 10 | | 
Dupel 12 }10/10| 5} 
| 
Tripel 13 | 6] 9| 6] 3 
(Quadrupel | 4 | 
5 | 


Quintupel | 











Quintupel II | 5 | 10 10 2 
Sextupel 16 | 15 | 6 
Kegelschnitt mit Gerade | 1| 8] 9] 8] 1 


Die Zahlen beim Quintupel II, d. h. mit zwei alle fiinf Geraden 
schneidenden Geraden, sind dieselben wie beim Dupel, weil eben 
dasselbe stets mit einem Dupel und umgekehrt jedes Dupel mit einem 
Quintupel Il verbunden ist. Auch die Symmetrie* der Zahlen beim 
Tripel und beim letzten Gebilde ist leicht, einzusehen, 

Man wird bemerken, dass diese Zahlenreihen, wenn auch nicht 
in derselben Reihenfolge, in den Reihen der g; unserer Curven auf- 
treten. Es wird sich daraus eine Beziehung zwischen der betreffenden 


*) Cremona, im eben erw. Aufs. Nr. 1830; Em. Weyr iiber rationale Raum- 
curven. Sitzungsber, der k. béhm, Ges. der Wiss. April 1882, Bei der Cremona’- 
schen Abbildung entsteht die Curve (6,0) aus einer Curve 3. Ordnung der Abbildungs- 
ebene, welche durch einen der sechs Fundamentalpunkte zweimal, durch einen 
zweiten einmal, durch die tibrigen nicht geht. 

**) Math. Ann. Bd. III, 8. 161, § 4. 
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Curve und Gruppe ergeben, so wie auch zwischen Curven, bei denen 
dieselbe Zahlenreihe auftritt. — 

Ein Ebenenbiischel und ein Flachenbiischel 2. Ordnung erzeugen 
in projectiver Beziehung die F%. Die Michtigkeit der Geraden und 
der Raumcurve 4. Ordnung erster Species im Raume ist 4, 16 (letzteres 
aus der Theorie der F? bekannt), auf gegebener F* hingegen 0, 4, 
(was oben ohne die Constantenzahl 19 der F* gefunden ist); die pro- 
jective Beziehung involvirt auch 3 Constante; also ist die Constanten- 
zahl der F* 


4+164+3—(044)—19. 


20. Das eindeutige Entsprechen der Punkte auf Ebene und cubischer 
Flaiche bei der schiefen Projection gestattet die Zahl der Begegnungs- 
punkte zweier Curven auf F’* anzugeben: man hat ja nur die ausser- 
halb der Spuren von g, g’, |; befindlichen Schnitte der entsprechenden 
Curven in der Ebene abzuziihlen. Ist also das Verhalten einer zweiten 
Curve von der Ordnung n, gegen das niimliche Dupel — das dann 
freilich im Allgemeinen nicht fiir beide meist getroffenes sein wird — 
durch v,, Vy’, Git, - ++, Qs, Charakterisivt, so ist die Zahl z der Be- 
gegnungspunkte beider Curven: 


(1) g=vvy, + v'v, —- 2qQi4dir- 


Bilden beide Curven zusammen einen vollstindigen Schnitt der F% mit 
einer F'™, so ist: 


v, =2m—v, vf =2m—V, Gi =m — Qi; 


also ist, wenn F. (1) in Nr. 1 benutzt wird; 


(2) . z= mn — 2vv' + 2q?; 
verwerthet man aber nun noch F. (2) in Nr. 1, so ergiebt sich: 
(3) z= n(m — 1) — 2(p — 1); 


aber natiirlich auch: 

= n,(m — 1) — 2(p, — 1); 
und daraus folgt: 

1 
(4) Py — p= J (m — n) (m — 1). 
Diese Formel aber lasst sich, da n+, —3m, auch aus der all- 
gemein fiir einen vollen Schnitt (/'™, /’™) aus zwei Curven geltenden 
bekannten Formel: 
2(Ih, — bh) = (m, — n) (m — 1) (m, — 1)*) 

ableiten. 


*) Salmon-Fiedler’s Raumgeometrie Bd. II, Nr. 108 der 3. Aufl. 
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Man sieht, dass gleiche Ordnung beider Curven gleiches p und h, 
gréssere Ordnung grésseres h und p nach sich zieht. 
Vermiége der Formel: 
r = 2p + 2(n — 1) 
hat man noch: 


(5) r, — 7 = (nm, — n) (m + 1) 
und 
(6) ts: — ty = 3 (n, — n) (m +1). 


Die Reihe der g; muss offenbar bei der einen zweier solchen Er- 
gdnzungscurven stets die umgekehrte scin, als bei der andern; und wenn 
beide Curven gleichartig sind, so muss sie in sich symmetrisch sein. 
Die Beziehung zu einer Geradengruppe pflanzt sich von einer Curve 
zur andern itiber, so z. B. die Beziehung zu einem Sextupel (oder zu 
einer Doppelsechs) von (3,0) zu (6,3) und von dieser zu (9,9), mit 
der sie einen vollen Schnitt (#'*, F') bildet. 

Fiir zwei solche Ergiinzungscurven hat man noch: 


(7) p+p+2— > m(m—1)+2, 
(8) t, +t: + 2=— ; m(m + 1); 


die letztere aber ist, weil der Michtigkeitsgrad stets die Hilfte vom 
Range ist (Nr. 1), mit der bekannten Formel identisch: 


r+r,+22=—3m(m-+ 1), 
in der die rechte Seite der Rang der nicht zerfallenden Curve 
(F3, F) ist. 
Im Folgenden geben wir Tabellen von einen vollstdndigen Schnitt 


(F3, F4), (F3, F°), (#°, F°) bildenden Curven: die unter zwei zusam- 
mengehirigen Curven stehende Zahl ist die ihrer Begegnungspunkte. 


(F3, F*). 
(2,0) |(3,0) (3,1) |(4,0) (4,1)|G,0) (1) 6,2)| 
(10, 12)|(9,9) (9,10)| (8,6) (8,7) |(7,3)” (7,4) (7,5) 
8 11 9 14 12 











17 15 13 


(6,0)" (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) 
(6,0)" (6,1) (6,2) (3) (6,4) 
20 18 16 14 12. 
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(F%, F°). 
(5,0) (5,1) 2) (6,0 6,0)" (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) | 
(10, 10)” (10, 11) (10, 13) | (9,6)” (9,6)" (9,7) (9,8) (9,9) (9,10) 
22 20 18 |% 0% 2 2 2 18 | 
(7,1) (7,2) (7,3) (7,3) (7,4) (7,5) 
(8,3)” (8,4) (8,5)" (8,5) (8,6) (8,7) 
2 6 2% M8 %@ 2. 


(F%, F°) 
(8,1y (8,1)” (8,2) (8,3) (8,3)” (8,4) (8,5) (8,5) (8,6) (8,7) 
(10,6)” (10,6) (10,7) (10,8)” (10,8) (10,9) (10,10)” (10,10) (10,11) (10,12)) 
40 40 38 = 336 36 34 #8 32 32 3. 0 8 
(9,1) (9,3) (9,4)” (9,5) (9,6)” (9,7) (9,8) (9,9) (9,10) 
(9,1) (9,3)’ (9,4)” (9,5) (9,6) (9,7) (9,8) (9,9) (9,10) 
45 41 39 37 35 33 = 3i1 29 27 .*) 


Wir fiihren noch mehrere Beispiele von vollstiindigen Schnitten an, 
die aus 3 oder mehr Bestandtheilen bestehen, darunter Geraden: 

Eine Curve (F, F'*) bildet: (6, 0) mit ihrer g®) (wenn wir so die 
fiinfmal getroffene Gerade nennen) und einer (5,0); (7,1) mit ihren 
zwei g® und einer (3,0); (7, 2),°(7,3) mit je der g® und bez. (4, 0), 
(4, 1); (8,3)” mit den vier g®), (8,4) mit den zwei g® und einem 
Kegelschnitt, (8,5) mit ihrer g® und einer (3,0). 

Kine (F'%, F) entsteht durch (7,0), ihre g® und (7,3)”"; durch 
(8,1), ihre zwei g® und (5,1); durch (8,1)”, (8,2), (8,3), je ihre eine 
g® und bez. (6,0), (6,1), (6,2); durch (9,1) und ihre sechs g, welche 
ein Sextupel bilden; durch (9,3)”, die drei g® und (3,0); durch (9,4)”, 
die zwei g® und (4,0); durch (9,5), (9,6), je die eine g® und bez. 
(5,0), (5,1); dureh (10,6)” und (10,6)” mit je den fiinf g®, die im 
ersten Falle ein Quintupel mit einer Schneidenden, der einzigen g, 
im zweiten ein Quintupel mit zwei Schneidenden, den beiden g®, 
bilden; durch (10,7)”, die drei g® und (2,0); durch (10,8)’, die beiden 
g® und (3,0); durch (10,8)”, (10,9), (10,10)’, je die eine g® und bez. 
zwei sich nicht begegnende (also durch dieselbe Gerade von J’ er- 
giinzte) Kegelschnitte, eine (4,0), eine (4,1). 

Endlich eine (#'*, £'°) entsteht durch (8,0), die g und (9,6); 
durch (9,2), (9,3), (9,4), je die eine g™ und bez. (8,3)”, (8,4), (8,5)"; 
durch (10,3)", (10,4)”, je die beiden g™ und bez. (6,0)”, (6,1); durch 
(10,5), (10,6), (10,7), je die eine g™ und bez. (7,1), (7,2), (7,3). U..s. w. 


*) Herr Cremona erwiihnt (a. a. O. Nr. 131) von diesen 9 Fiillen zweier einen 
vollen Schnitt (#°,#%) bildenden Curven 9, Ordnung den ersten. 
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Zu diesen Resultaten gelangt man durch folgende Ueberlegungen. . 

Wenn eine Gerade zum vollstiindigen Schnitte zweier Flichen 
I, F™ gehért, auf welchen sie einfach ist, so begegnet sie dem 
iibrigen Bestandtheil des Schnittes im m+ m,-—- 2 Punkten; denn 
durch diejenigen Punkte der Geraden, in- denen je dieselbe Ebene beide 
Flichen beriihrt, entsteht eine Correspondenz (m— 1, m, — 1). Im 
Falle (1, £') ist diese Zahl demnach m + 1. 

Wird nun durch eine Curve (n, p, r) auf F%, welche e Gerade 
gt» hat, eine '™ gelegt, so enthiilt dieselbe diese e Geraden und da 
jede von ihnen schon der gegebenen Curve in m+1 Punkten begegnet, 
so hat sie mit dem Restschnitte und mit den andern Geraden keinen 
Punkt mehr gemein. Sei (”,, p,, 7,) die Erginzungscurve von (n, p, 1), 
und (”,, ., %) der nach Abscheidung der e Geraden iibrig bleibende 
Theil derselben. Weil die Bestandtheile von (n,, p,, 7;) keine Be- 
gegnungspunkte haben und alle, ausser (m,, p,, 7), Gerade sind, also 
vom Range 0, so ist r,—7,; denn der Rang einer Curve zerlegt 
sich, wenn sie zerfillt, in die Rangzahlen der Bestandtheile und die 
doppelte Zahl der Begegnungspunkte. Nun ist wegen F. 5): 

r, =r, = 7+ (nm, — n) (m+ 1) =r + (Bm — 2n) (m+ 1); 


fiihrt man nun wieder: 


r—2(n—1+p), 
vy == 2(n, — 1+ p,) = 2(3m — n —e —1+4+ p,) 
ein, so ergiebt sich: 


(9) Po =pt+ : (m — 1) (8m — 2n) +. 


Giebt es blos eine Curve (8m —m — e)'* Ordnung von diesem Ge- 
schlechte p,, so ist die Sache erledigt; nicht so im andern Falle. 
Bisweilen macht es sich einfach, wie z. B. dass zu (10,7) und ihrer 
g® als Ergiinzung zu (F°%,£'°) (7, 3)” und nicht (7,3) gehért, ist 
sofort zu erkennen, da fiir diese Ergiinzung die g™ von (10, 7) eine 
g® sein muss und (7,3) keine Gerade g® hat. 

Legen wir beispielsweise klar, dass (9,2) mit ihrer g™ zu (#3, PF’) 
durch (8,3)” ergiinzt wird. Von den 10 Geraden der F’*, welche g® 
treffen, sind, wie man nach Nr. 3 leicht findet, 4 Gerade g®, 2 Ge- 
rade g® und 4 Gerade g® fiir (9,2); dadurch aber, dass sie g schnei- 
den, werden sie fiir [(9,2), g] Gerade g®, g®, g@ und fiir diesen 
Complex haben wir also: 1 Gerade g™, 1 g®, 4g, 6 g®, 8 g®, 
3g, 4 g, keine g®; fiir die Ergiinzungscurve wird g™ eine g® und 
die g, g®, ..., gehen tiber in g®, g®, ..., g®; mithin hat sie 2 g, 
4g, 6 g®, 8 g®, 3 g®, 4 g®, und diese Zahlenreihe kommt (8,3)” 
zu, nicht (8,3). — Mithin bildet (9,2) mit ihrer g™ eine Ausartung 
von (10,8)’. 
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Bei der Ergiinzung von (10,8)” und ibrer g zu einer (F'%, F') 
ergiebt sich aus (9) eine Curve 4. Ordnung vom Geschlecht — 1, mit- 
hin eine zerfallende, und da sich fiir diese Erginzung eine g“, 16 
g”, 10 g® finden, so muss auf zwei Kegelschnitte, welche dieselbe 
gerade Ergiinzung haben, geschlossen werden. 

Zu bemerken ist noch, dass -durch eine Curve 9. und 10. Ordnung 
im Allgemeinen nicht eine Fliche 4. Ordnung, wohl aber Fliichen 5. 
und 6. Ordnung zu legen sind. Es ist aber jedenfalls zu vermuthen, 
dass #4 méglich sind durch die letzten vier Curven 9. Ordnung, und 
der Restschnitt besteht, wenn wir von der letzten heraufgehen, bez. 
aus einer ebenen Curve 3. Ordnung, einer cubischen Raumcurve, aus 
der Geraden g® und einem Kegelschnitte, aus den 3 Geraden g, und 
analog werden (10,12) und (10,11) zu einer (F*, F'*) durch einen 
Kegelschnitt, bez. die beiden Geraden g® ergiinzt. Die Zahlenreihen 
der g; bei diesen Curven machen dies fast zweifellos. 

Dass aber durch (9,6) z. B. keine #'* mehr geht, ist ersichtlich, 
denn diese wiirde ja noch die 5 Geraden g) enthalten, was nicht 
moglich ist. 


Vi. 
Eine andere eindeutige Abbildung der F’* auf eine Ebene. 


21. Wir denken eine der cubischen Raumcurven r*® der F°* fest- 
gelegt. Ihr ist bekanntlich*) ein Sextupel von Geraden 1,, 1,, 1, , l,, 1;, 
l, gugeordnet, die sie zweimal treffen; die Geraden des conjugirten 
Sextupels treffen sie gar nicht, und die 15 iibrigen Geraden begegnen 
ihr einmal. Line beliebige Curve R" der F* begegne der r*° in 2n—v 
Punkten; denn da durch r* Flichen 2. Grades méglich sind, so kann 
die Zahl der Schnittpunkte nicht > 2n sein; die 1; treffe R" in q; 
Punkten. : 

Gleitet an R* eine die r*® stets zweimal treffende Gerade hin, so 
entsteht eine Regelfliiche vom Grade 2y, auf welcher die r* eine v-fache 
Leiteurve ist und die 1; bez. g,-fache Erzeugende sind. Der Schnitt 
beider Fliichen fiihrt zu der Relation: 


(1) svn + 2G; 
so dass: 
n 


Folglich kann keine Curve R auf F* irgend einer cubischen Raum- 


; 5 : 
curve derselben in mehr als [| Punkten begegnen. 


*) Cf. z. B. meine ,,Fliichen 3. Ordnung“ Nr. 58. 
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Das Geschlecht der Curve R* ergiebt sich: 


(2) 2p = v* — (n — 2) — 2q?; 
die Zahl der Schnittpunkte zeweier Curven ist: 
(3) s=>Vy, — 2H 4i,1- 


Wir wollen wieder jeder Curve R* eine meistgetroffene cubische 
Raumceurve r* zuweisen. Dazu aber miissen wir die verschiedenartigen 
cubischen Raumcurven auf F'* in ihrem Verhalten gegen r* zuniichst 
betrachten. 

Es ist bekannt,*) dass zwei cubische Raumcurven, welche gar 
keinen, resp. 1, 2, 3, 4, 5 Begegnungspunkte haben, 10, 6, 3, 1, 0, 0 
gemeinsame Bisecanten besitzen, die sie in 4 getrennten Punkten 
treffen. Liegen nun beide Curven auf derselben F°, so gehéren dieser 
auch die gemeinsamen Bisecanten an; aber von den Geraden einer F° 
treffen nur 6 eine auf derselben liegende cubische Raumcurve; mithin 
ist der erste Fall auf einer cubischen Fliche nicht méglich. 

Also haben wir ftinferlei Verhalten der iibrigen cubischen Raum- 
curven zu r: die Zahl der Schnitte ist 1, 2,3, 4,5 und das zugehirige 
Seaxtupel der zweimal treffenden Geraden hat mit dem von r° alle Ge- 
raden, 3, 1,0,0 Gerade gemein. 

Ks ist demnach bez. v=5,4, 3,2,1, also O—= 2 g;,—3v— n=—3v—3 
resp. 12, 9,6, 3,0 und da wir die Zahl der Summanden 2 unter den 
qi kennen, so haben wir die 5 Faille: 

2, 2, 2,2, 2,2; 2,2,2,1,1,1; 2,1,1,1,1,0); 1,1, 1,0, 0,0; 
0, 0, 0, 0, 0, 0. 
Die Curven der letzten Art haben gerade das conjugirte Sextupel zu 
ihrem zugeordneten; nennen wir sie zu r* und iiberhaupt zu denen der 
ersten Art conjugirt: je zwei conjugirte (mit 5 Schnittpunkten) liegen 
bekanntlich auf einer J’?. 

Wir finden sofort, wenn r* die meistgetroffene cubische Raum- 

curve fiir R” ist, eine obere Grenze fiir v: 

(4) von; 

denn, wenn v > » wire, also auch > 2 — v, dann wiirde jede der 
r> conjugirte Curve, weil sie in v Punkten getroffen wird, in mehr 
Punkten getroffen als r°. 

Ferner haben wir nun auch als untere Grenze fiir die Zahl der 
Schnittpunkte einer R" mit einer cubischen Raumcurve: 


bm] | |, 
eel ae 
*) Cremona, Borchardt’s Journal Bd. 60, 8. 188; Sturm, Annali di 
Matematica ser. II, Bd. 3, 8. 28. 
**) 1,1, 1,1,1,1 im dritten Falle fiihrt zur ebenen Curve 3. Ordnung. 
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Die Zahl der Begegnungspunkte der R* mit einer cubischen Raum- 
curve der ersten Art ist, nach der obigen Formel (3): 
a= 5v — 2 2q = Sv — 2(3v — n) = 2n— v, 


also, wie zu erwarten, dieselbe wie mit 7°; so dass man r* durch jede 
Curve der ersten Art ersetzen kann, da ja auch das Sextupel das- 
selbe bleibt. 

Was die Schnitte von R" mit den cubischen Raumcurven der 
zweiten Art anlangt, so sind auf alle méglichen Weisen die 6 Gréssen 
Gi>- ++) J mit 2,2,2,1,1, 1 bez. zu paaren und die Producte der 
gepaarten zu addiren, Setzt man wieder voraus, dass q, > q. > q;---, 
so erhilt man offenbar als die kleinste Productensumme 


2(d4 + 45 + Ie) + 1 + G2 + 4s; 
und demnach als grésste Schnittzahl: 
4v—2(9,+ 95 + 4%) — (G1 + + Gs) = 44 —22G4+404+H4+% 
=2n—27+q4+H%+4%- 
Soll dies < 2 — y sein, so muss sein: 
(5) GVtER+SSY. 
Als grésste Schnittzahl von 2" mit einer cubischen Raumcurve der 
dritten Art ergiebt sich: 
3v—24.— (Got Is +FUtG) = 3¥ — 22g: + (20 +92 +%+ G+ 45) 
=2n—3v+ (2G ++ %+%+%)5 
soll dies < 2” — y sein, sO muss sein: 


24 +H+tH+U + S24, 
was aber schon mit: 


“tetas 


Gs + Gs S % + 4s- 
Als grésste Schnittzahl der R" mit einer Curve der vierten Art 
ergiebt sich: 


2y — (G+ 4% +) = — Yt + G2 + 453 


wir kommen zu: 
Utht&<, 
was aber aus (4) und (5) folgt. 
Bei den Curven der fiinften Art findet man auch mit unserer 
Formel als stindige Schnittzahl die schon oben genannte »v. 
Die Curve r*° wird also zur meistgetroffenen fiir R", wenn die 
beiden Beziehungen (4) und (5): , 


von, GYER+tEGSY 


erfiillt wird, da 


eingehalten werden. 











r 
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Entwickelt man beispielsweise die Curven der 6. Ordnung, so 
findet man bei v = 2 die Curve (6,0)” nach der obigen Bezeichnung, 
bei v = 3 die Curven (6,0), (6,1), bei » = 4 die Curven (6,2), (6,3), 
bei v= 5 keine, bei v =6 die Curve (6,4), und damit noch einen 
charakteristischen Unterschied der beiden Curven 6. Ordnung vom Ge- 
schlechte 0: wiihrend (6,0)” in der Zahl der Schnitte mit den cubischen 
Raumeurven der F* bis 10 steigen kann, kann (6,0) nur 9 erreichen. 

Ferner giebt es keine Curve 6. Ordnung auf F%, welche eine 
ihrer meistgetroffenen cubischen Raumcurven in 7 Punkten schneidet. — 

Die Ermittelung der gréssten Werthe fiir das Geschlecht ist hier 
ebenso einfach als oben; die Aufsuchung aber der unteren Grenze und 
der Zahl der Arten diirfte hier doch durch den Umstand, dass es sich 
um 6 Summanden handelt und die Bedingung (5) sich auf die 3 gréssten 
bezieht, umstiindlicher sein als oben; wihrend freilich andererseits eine 
Vereinfachung dadurch eintritt, dass man es hier nicht mit v und 1’, 
sondern nur mit v zu thun hat und zu jedem v nur ein © gehort. 

Wir wollen dies aber nicht weiter verfolgen, sondern in einem 
Anhange die wichtigsten analogen Resultate fiir zwei bekannte specielle 
Flichen 4. Ordnung mittheilen. 


VIL. 


Anhang: Die Flaichen 4. Ordnung mit einem doppelten Kegelschnitte, 
bez. einer doppelten Geraden. 


22. Auf der Fliche 4. Ordnung mit einem doppelten Kegelschnitte 
d*) giebt es bekanntlich 16 Gerade, welche alle den d? treffen und 
von denen jede von 5 andern gegen einander windschiefen geschnitten 
wird. Jede zwei dieser Schneidenden haben, ausser der erst genannten 
Geraden, noch eine zweite beide treffende, die vierte Gerade eines 
windschiefen Vierseits auf der Fliche, und die 10 Combinationen liefern 
in diesen zweiten Geraden die 10 noch iibrigen Geraden der Fiche. 

Wir greifen eine bestimmte aus den 16 Geraden heraus: g, die 5 
sie schneidenden seien l,, l,, ly, ly, |. 

Eine Raumcurve R" auf der Fliche trifft immer d@ in n Punkten; 
sie treffe g in n — v Punkten und 1; in q Punkten; die Schnittzahlen 
mit den 10 iibrigen Geraden erhdlt man durch Subtraction der 10 Sum- 
men von je zwei q; von v, indem jedes der obigen windschiefen Vier- 
seite mit d? den vollen Schnitt einer F? bildet, 


*) Kummer, Borchardt’s Journal Bd. 64, S, 66; Clebsch, ebenda Bd. 69, 
8. 142; Geiser, ebenda Bd. 70; Cremona, Rendiconti dell’ Istituto Lombardo 
9. und 23. Marz 1871; Sturm, Math. Ann. Bd. IV, S. 249 (Nr. 22ff.); H. G. 
Zeuthen, om Flader of fjerde Orden med Doppeltkeglesnit, Festschrift zum 
400 jihrigen Jubilium der Universitit Kopenhagen 1879. 


34* 
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das 


Regelfliiche vom Grade 2v mit d? und g als v-fachen Leitlinien, den 
1; als g,-fachen Erzeugenden giebt die Beziehung: 


(1) 3v — n= 24; 
also: 
v> s . 
Ferner: 
(2) p= {v? —(n — 2) — Za}; 
(3) = t(v +n— 2q7?) =p+n—l1, 


wie auf F°, 


(4) vin 

und 

(5) ‘thr S<Y, 

wenn die q,,%,--- wieder nach der Grossenfolge geordnet sind. 


hichste Werth des Geschlechts einer R" auf unserer Fliiche ist: 


Hier ist eine Combination von v, q; méglich, bei welcher p negativ 
wird ; nimlich, wenn n gerade ist und v= . a= ; » Io=93=9,=9,—=0. 


Diesen Fall miissen wir ausschliessen. Sonst liefert jede (den Bedingungen 
(4), (5) geniigende) Combination eine Curvenart, und wir erhalten, ganz 
analog wie auf der F°, von jeder Ordnung n nur eine Curve vom Ge- 
schlechte 0, und zwar, wenn n gerade oder ungerade ist, bei 


bez. 


ergiebt. 
cae) , mit Ausnahme von n = 3, 4, 5,9, wie bei der F'%, 


wandtschaft zwischen beiden Flichen zusammen, auf welche Herr 


RK. Srorm. 





Wir lassen an R*, d*, g eine Gerade hingleiten; die entstehende 


Soll g die meist getroffene Gerade sein, so erfordert dies: 


Wir erhalten durch aihnliche Ueberlegungen, wie bei F'°, dass der 


[enn — 4) +4]. 


n 


sales Eee “tant @=1, B=h=—=9, 


n—1 n—3 


re). 2 es = % = — 4% = 29. 


Eine Ausnahme bildet wiederum die 6. Ordnung, bei welcher sich 
Geschlecht 0 zweimal, niimlich noch bei 


y= 2,4 KH hH— BH 4 = 4 = 9 


Wir erhalten ferner auch hier, dass das ndichste Geschlecht hinter 0 ist 


Diese Analogie hingt natiirlich mit der eindeutigen Punktver- 








or 


ch 


ist 


rr 
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Geiser a. a. O, aufmerksam gemacht hat. Durch dieselbe geht jede 
Curve (”, p) auf der Fliche 4. Ordnung in eine Curve (nm, p) auf der 
Fliche 3, Ordnung iiber; aber nicht nothwendig umgekehrt, weil eine 
Rn auf F*® einem Kegelschnitte dieser Fliche nicht in » Punkten zu 
begegnen braucht. 

Daher die gréssere obere Grenze fiir p auf F? und die gréssere 
Zahl von Curvenarten. 

Ich schliesse mit einer Tabellirung der Curven von der 3. bis zur 
10. Ordnung. Die sechs Zahlen hinter dem Namen sind die Schnittzahlen 
mit der meistgetroffenen Geraden und ihren fiinf Schneidenden. 


n= 3. 





meistgetr. Gerade | g, | an Jo 


1) (3,0) | 2; 0,0,0,0,0 jt | '10| 5. 





n= 4, 





en Gerade | 92 | I 8 Jo 


1) (4,0) | 251, 1, 0,0,0 | 4 


2) (4,1) 131,1, 11,1 | 6 





n= 5, 





| meistgetr. Gerade | Is | Io | I | Jo 


4 











1) 6,0) | 3 1,0,0,0,0 4 l6| 5 
2) (1) 2 1,1,1,1,0| E 10| 1. 
n=6 
_meistgetr, Gerade Is 9| 92| 91 | Bo 


1) 6,0) | 4;0,0,0,0,0/1! |10 |5 
2) (6, 0)" 33 2,1,0,0,0) |4|4 4/4 
3) (1) | 85 1,1,1,0,0 2| 66/2 


4) G2) 221441) | | 8/8) 
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n = 7. 
























































| meistgetr. Gerade | | 9s | 9s | Go| 9 Io 
1) (7,0) | 4; 2,0,0,0,0/1 [alata 
2) (7,1) | 45 1,1,0,0,0)1]3| 6/3/38 
3) (7,2) | 3; 2,1, 1, 1,0 ‘a we oar 
4) (1,3) | 8; 1,1,1,1,1 1 10/5 | 

n = 8, 

meistgetr, Gerade | 9; | ¢ | 93 | I | 9; | Io 
1) (8,0) | 4; 3,1,0,0,0} lala! lala 
2) (8, 1 | 5; 1,0,0,0,0) 1 6 <b 
3) (8, 1)" | 4; 2, 2, 0, 0, 0 | 8) | 4 
4) (8,2) | 4;2,1,1,0,0] |2|4] 4 4|2 

i| 
5) (8,3) | 4; 1,1, 1, 1,1) 4|6\4)1 
6) (8,4) | 3; 2,2,1,1,1 4| 8\4 
7) (8,5) | 25 2,2, 2, 2,2 16| | 

nm = Q, 

a. Gerade I Is | rr 9s | 92) Io 
1)+ (9,0) |.5; 3, 0,0, 0,0 | non jala 
2) (9,1) | | 6; 0,0, 0, 0,0 | 1 Ps | 5 
3) (9,2) | 5;2,1,0,0,0) |1/3 a4 fn 
4) (9,3) | 5; 1,1,1,0,0] afi} "bs 2 
5) (9,4) | 4; 2,2,1, 1,0 Ap * 
6) (9,5) | 45 2,1,1,1,1 | 6| 5) 4 
7) (9,6) | 3; 2, 2, 2,2, 1 | | ore 

n = 10. 

| meistgetr. Gerade | I | 9 Is | 94 ‘9s | Io Io 
1) (10,0) | 5; 4, 1, 0, 0, 0 4|4 las 
2) (10,2y | 6; need Ay 6 5 | 4 



























Curven auf Flichen 3, Ordnung. 














meisigetr. Gerade | Jy | 95 | 94 | 93 | J2| 91 | Go 
3) (10,2)” | 5; 3,2,0,0,0) | 4 4| 4; |4 
4) (10,3! | 6; 1,1,0,0,0 1 3/6| 1/2\3 
5) (10,3)” | 5; 3,1,1,0,0) |2|4) 2| 2l4/}2 
6) (10,4Y | 5; 2,2,1,0,0) |2|2] 4| 4/2/2 
7) (10, 4)” | 4; 4, 1,1, 1,1 | 8 8 
8) (10,5) | 5;2,1,1,1,0) |1|3| 4| 4/3 )1 
9) (10,6) | 5; 1,1,1,1,1) [1] |10] 5 
10) (10, 6)” | 4; 3, 2,1, 1,1 | 4| 4/4 
11) (10,6) | 4; 2,2, 2, 2,0 | 6} |10) |1 
12) (10,7) | 4; 2,2,2,1,1) 2)\ 6| 6\2 
13) (10,8) | 3; 3, 2, 2, 2,2 | | 8] 8 




















Unter den (3,0), (4,1) befinden sich auch die ebenen Curven 3. bez. 
4. Ordnung auf der Fliche und unter den (8,5) die vollen Schnitte 
mit einer F'?, — 

Die Berechnung der Anzahl der Arten ist hier noch einfacher 
als bei der 3, — 

Auf unserer Fliche giebt es bekanntlich einfach unendlich viele 
Kegelschnitte, welche 10 Reihen bilden, so dass die derselben Reihe 
angehorigen sich nicht treffen. Seien k, k’ zwei Kegelschnitte derselben 
Reihe, so erzeugen die Flichenbiischel 2. Ordnung (d*, k), (d*, k’) in 
projectiver Beziehung die Fliche. 

Da nun 3 Kegelschnitte, von denen zwei den dritten zweimal, 
einander aber nicht schneiden, 8 + 2(8 — 2) = 20 Constanten, die 
projective Beziehung 3 Constanten involvirt, aber co? Paare (k, k’) 
moglich sind, so ist die Constantenzahl unserer Fliche 
20+-8—2=—21. 


23. Auf der Fliche 4. Ordnung mit einer doppelten Geraden d*) 
giebt es ebenfalls 16 Gerade, welche alle die Gerade d treffen, ferner 
128 einzelne Kegelschnitte S, welche d einmal treffen und zu je zweien 
S, S’ in einer Ebene liegen. Auf jeden dieser Kegelschnitte stiitzen 
sich 8 von den 16 Geraden, auf zwei mit « Begegnungspunkten stiitzen 
sich zugleich 8 — 2a Gerade. 

Es sei nun wieder einer der Kegelschnitte, S,, ausgezeichnet; 8,’ 


*) Clebsch, Math. Ann. Bd. I, S. 253, § 3ff; Sturm, ebenda Bd. IV, 
S. 249, Nr. 18ff, 











512 R. Srurm. 


sei seine Ergiinzung; die auf S, sich stiitzenden 8 Geraden seien 
l,,.-.,, und die iibrigen 1; stiitzen sich auf S,’. 

Eine Raumcurve nt” Ordnung R" auf der Fliche treffe d inn—eo 
Punkten (wo g nothwendig > 0 ist), den Kegelschnitt S, in n — v 
Punkten (wo v auch = 0 sein kann) und die l,,..., 1, im q,,--+5 Ys 
Punkten. 

Mit Hilfe der Regelfliiche, welche durch eine an d, S,, 2” gleitende 
Gerade erzeugt wird, erhalten wir die Relation: 


(1) 40+ 2v—n= 243 
also: 

‘ n 

20 +> =| 


ferner : 

y . S . , 

(2) p=; {e(@ + 2v + 1) — (n — 2) oie 242}; 
(3) it, =p+n—1—@; 


so dass hier ¢, = 0 auch bei » > 1 médglich wird; wie dies ja die 
Kegelschnitte S und die 448 einzelnen cubischen Raumeurven von 
Clebsch beweisen. 

Die Schnitizahl von R" mit S,' ist v; die Schnittzahlen der R" mit 
den 28 Kegelschnitten S, welche S, zweimal begegnen, findet man durch 
Subtraction der 28 Summen von je zwei q; von o@+ v, und ergdneat 
man diese Zahlen zu n, so erhilt man die Schnittzahlen von R" mit 
den S, nicht treffenden Kegelschnitten; zwei sich zweimal treffende 
Kegelschnitte S werden niimlich von denselben 8 Geraden getroffen 
und bilden mit ihnen und mit d den vollen Schnitt einer F?. 

Zieht man dagegen von 29 + v die 70 Summen von je vier Zahlen 
qi ab, so erhdlt man die Schnittzahlen von R” mit den 70 Kegelschnitten 
S, welche S, einmal treffen; denn zwei sich einmal treffende Kegel- 
schnitte S werden zugleich von 4 Geraden der Fliche getroffen und 
bestimmen mit diesen als Erzeugenden und mit d als doppelter Leit- 
gerade eine cubische Regelfliiche, deren vollen Schnitt mit der Fliche 
4. Ordnung wir so schon haben. 

Soll nun S, ein meist getroffener Kegelschnitt fiir R" sein, so muss: 


(4) v< : n 
und 
(5) Ute se 


sein, wenn auch hier 


: % = % => %--- 
ist. 
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Setzen wir 


49+ 2v—n=—0=8a+4 8, 
so ergiebt sich als kleinster Werth von 2q;?: 


B(« + 1)? + (8—f)a? = Q. 

_ Geht man nun, @ festhaltend, mit v in die Héhe, so nimmt, im 
Ausdrucke fir p, e(9 + 2v-+ 1) mehr zu als Q. Nun ist, fiir ge- 
gebenes g, der héchste Werth von 6, mit dem noch der Bedingung 
(5) geniigt werden kann, 49, bez. 49 — 3, je nachdem @ gerade oder 
ungerade ist; und daraus folgt, dass dann bez. v< : ; 
o< SS im 


Wir erhalten folglich , fiir jedes 9, das grésste p, wenn wir das grosste 


oder 





n n—3 — igs 
v nehmen, also t bez. a a und dann fiir Xq; das dem zugehdrigen 


© = 8a -+ 6 entsprechende Q = B(a + 1)? + (8 — B)e’. 
Wir haben demnach 4 Fille: 


n Q grésstes p 

24 26 (26 —1)(A—o)+1, 
2A 26+ 1 26(A — 6) —G, 
24+1 26 (26 — 1)(A— 6) + 6, 
24+1 26+1 26(4 — 6). 


Sodann unterscheiden wir n = 4y, 4y +1, 4y +2, 4y +3. 
Ist n= 4y, also A=2y, so wird, wenn g=26, (26—1)(2y—o)+1 
am gréssten, sobald 6 = y, und zwar 2y’—y+1; ist ge=206-+1, 
dann wird 26(2y—6)—o am grdéssten, wenn 6=y, und zwar 
2y? — y; also ist das gréssere Maximum bei 9 = 2y: 
ay? —¢ +h; 

ebenso ergiebt sich in den drei andern Fallen: 
27", 
2y°-+y+1, 
2y? + 2y +1. 


Das Maximum ergiebt sich in allen 4 Fallen bei v = [+]. in den 


2 
Der hichste Werth, den das Geschlecht einer Curve n‘*” Ordnung auf 
einer Fliche 4. Ordnung mit Doppelgeraden erreichen kann, ist 


[in (m — 2) + 1] . 


beiden ersten bei 9 = [z] » in den beiden letzten bei 9 = [*]+ 1. 
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Die Untersuchung der untern Grenze fiir p und der Zahl der Arten 
wird hier schwieriger, da die Beschrinkungen (4) und (5) ein Negativ- 
werden von p nicht verhindern. Die Anzahl der Arten scheint wesent- 
lich grésser als in den vorhergehenden Fiillen. — 

Es giebt auf der Fliche co! cubische Raumcurven, wilh die 
Doppelgerade zweimal schneiden; seien R’, R” zwei derselben, so er- 
zeugen die Flichenbiischel 2. Ordnung (a, R’), (d, R’) in projectiver 
Beziehung die Flache. Da nun eine Gerade und zwei sie zweimal 
schneidende cubische Raumcurven 4 + 2(12—2) = 24 Constanten in- 
volviren, so ist die Constantenzahl unserer Fliiche 


24+ 3 — 2— 25. 
Minster i./W., den 2. November 1882. 











Ueber einen das System zweier Flaichen 2. Grades betreffenden 
Satz und einen damit verbundenen Strahlencomplex 2. Grades. 


Von 


Frieprich Scuur in Leipzig. 


In den folgenden Zeilen will ich auf den nachstehenden Satz*), 
den ich in meiner Habilitationsschrift bewiesen habe, zuritickkommen: 

I. Enthilt die erste Erzeugung (g] einer Fliche 2. Grades G* ein 
Tripel einander conjugirter Strahlen in Bezug auf eine Fliche 2. Grades 
F*, so enthiilt sowohl diese Erzeugung [g] als die zweite Erzeugung [g'| 
von G? eine einfach unendliche Schaar solcher Tripel. 

Ks soll nimlich zuniichst meine Aufgabe sein, die simultane In- 
variante aufzustellen, deren Verschwinden die in dem Satze ausge- 
sprochene besondere Eigenschaft der beiden Fliichen 2. Grades aus- 
driickt. Da sich dieselbe als rational in den Coefficienten dieser er- 
weist, so wird die Forderung entstehen, die durch das Verschwinden 
der Invariante ausgedriickte besondere Eigenschaft der beiden Flichen 
2. Grades auch in rationaler Form auszusprechen, also auch in einer 
mit stets reellen Elementen operirenden Form. Dies gelang durch die 
Untersuchung desjenigen Strahlencomplexes 2. Grades, welcher von den 
die beiden Flachen in harmonisch getrennten Punktepaaren treffenden 
Geraden gebildet wird. Dieser Complex lisst sich bekanntlich als 
Summe der sechs Quadrate der gewoéhnlichen Liniencoordinaten dar- 
stellen, und seine Singularititenfliche kann die projective Verallge- 
meinerung der Fresnel’schen Wellenflache genannt werden**). Die 
Strahlen des Complexes treffen aber noch eine einfache Unendlichkeit 
von je zwei Flachen 2. Grades in harmonisch getrennten Punktepaaren. 
Die Flachen dieser Schaar gehéren nun zweitens auch so zu je zweien 
zusammen, dass die Tangentialebenenpaare derselben, welche von 
jedem Strahle des Complexes ausgehen, harmonisch getrennt sind, So 
gehoéren also zu jeder Flache G? dieser Schaar zwei andere: die eine F'? 


*) S. Math. Ann. Bd, XVIII, p. 9, 10. 
**) S. Painvin, Bulletin des sciences math. Bd. 2, p. 368 ff. 
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“wird von jedem Strahle des Complexes in zwei fiir G? conjugirten 
Punkten geschnitten, und die andere H? schickt durch jeden Strahl 
des Complexes zwei fiir G* conjugirte Tangentialebenen. Sucht man 
zu dieser H? wieder diejenige Fliiche der Schaar, welche von jedem 
Strahle des Complexes in zwei fiir H? conjugirten Punkten geschnitten 
wird, u.s. f., so friigt es sich, ob dieser Process sich einmal schliessen, 
ob man also wieder zu F’* zuriickkommen kann? Es zeigt sich nun, 
dass fiir das Fliichensystem, welches die im Satze ausgesprochene 
Eigenschaft besitzt, dieser Process sich stets nach sechsmaliger Wieder- 
holung schliesst. Hiermit wiire also die gesuchte rationale Eigenthiim- 
lichkeit unseres Flichensystems gefunden; freilich lisst sich dieselbe 
nicht so kurz ausdriicken wie die im Satz gegebene. 

Es ist klar, dass unser Complex die Geraden jeder Fliche unserer 
Schaar enthalten muss, er also ein Strahlencomplex 2. Grades ist, 
welcher beide Erzeugungen einer Fliche 2, Grades enthilt. Ich stellte 
mit desshalb die Frage, ob es unter den vierfach unendlich vielen 
geradlinigen Erzeugungen einer Fliiche 2, Grades, welche in einem 
jeden Strahlencomplexe 2. Grades enthalten sind*), stets zusammen- 
gehérige Paare derselben Fliiche giebt, und bin zu dem Resultat ge- 
kommen, dass der Ort derjenigen Strahlen, welche zwei Flichen 2. Grades 
in harmonisch getrennten Punctepaaren schneiden, der einzige Strahlen- 
complex 2. Grades ist, welcher beide geradlinigen Erzeugungen einer 
Fliiche 2. Grades enthdlt. Ausgenommen ist nur der aus zwei in In- 
volution liegenden linearen Complexen, von denen keiner speciell ist, 
bestehende Complex 2. Grades. Vorausschicken will ich der Voll- 
stindigkeit halber den etwas modificirten geometrischen Beweis des 
Satzes I. 


§ 1. 


Sind g,;, 92,93 drei einander fiir die Fliche F? conjugirte Geraden 
der Erzeugung [g] von G*, so treffen ihre reciproken Polaren ¢,, ¢,, ¢, 
die Geraden g, und g,, g, und g,, g, und g, resp. Nennen wir daher 
C? die reciproke Polare von G* und c‘ die gemeinsame Curve von G? 
und C*, so haben wir ein der c* eingeschriebenes Sechseck, dessen 
Seiten abwechselnd der Erzeugung [g| von G? und [c] von C? an- 
gehéren. Daraus folgt aber erstens, dass es eine einfach unendliche 
Schaar solcher Sechsecke giebt, und zweitens, dass die Verbindungs- 
linien gegeniiberliegender Eckpunkte derselben ebenfalls die Erzeugung 
einer Fliche 2. Grades D? bilden**), Ordnet man nun weiter jedem 


*) S. meine geom. Unters. iiber Strahlencomplexe 2. Grades, math. Ann. 
Bd. XV, p. 453 u. 456. 


**) S. meine Abh. itiber eine bes. Classe von Flichen 4, 0. math, Ann. 
Bd. XX, p. 264, 265. 
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Punkte von c', in welchem sich die Erzeugenden g; und ¢ von [g] 
und [ec] schneiden, den Schnittpunkt ihrer reciproken Polaren ¢; und 
gx 2a, so bilden die Verbindungslinien der so zugeordneten Punkte 
ebenfalls die Erzeugung einer Fliiche 2. Grades. Denn projicirt man 
die ganze Figur von einem Punkte S der c‘ auf dessen Polarebene o 
fiir F'*, so projiciren sich g; und ¢;, g, und c, in zwei Paare fiir den 
Kegelschnitt (6, F?) conjugirter Strahlen. Hieraus folgt leicht nach 
dem bekaunten Satze von Hesse, dass die Projection jeder Verbindungs- 
linie stets durch den Pol der festen Geraden geht, welche die Schnitt- 
punkte von 6 mit den Geraden der andern Erzeugungen g' und ¢ 
durch S verbindet. Es schneiden folglich unsere Verbindungslinien 
siimmtlich eine durch den beliebigen Punkt S von c! gehende Gerade, 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. Diese Fliche muss nun mit 
D* identisch sein, da sie mit ihr die Geraden [(9,, ¢.), (¢,, 9»)] 
(coy Js)» (Jos ¢x)]> [(Gs» 1)» (css 91)] gemein hat. Hieraus folgt, dass 
je zwei gegeniiberliegende Seiten jener Sechsecke reciproke Polaren 
fiir F'? sind, womit der erste Theil unseres Satzes bewiesen ist. 

Man zeigt aber zweitens leicht, dass die Geraden der Erzeugung 
[g’] von G?, welche durch die Punkte (g,, ¢;) (go, ¢), (93, €) gehen, 
ebenfalls drei einander in Bezug auf F? conjugirte Strahlen sind. 
Denn ist g, die Erzeugende durch (g,, c,), so muss ihre reciproke 
Polare c, in der Ebene [c,, g,] liegen, also die in derselben Ebene 
liegende Gerade g,' durch (g,, ¢,) treffen; da ferner g,’ in der Ebene 
[€3, Jo] liegt, so geht ¢,’ durch den Punkt (g,, ¢,), also trifft ¢,’ auch 
die g, durch (g,, c,) u. s. w. Hiermit ist also auch der zweite Theil 
des Satzes bewiesen. 

Da zwei Flichen F? und G* immer als reciproke Polaren von _ 
einander fir eine dritte Fliche 2. Grades angesehen werden kénnen, 
so enthalten auch beide Erzeugungen von EF? einfach unendlich viel 
Tripel von’ Strahlen, welche einander fiir G? conjugirt sind. 


§ 2. 
Um nun die analytische Bedingung dafiir zu finden, dass die auf 


ihr gemeinsames sich selbst conjugirtes Tetraeder bezogenen Flichen 
2. Grades: 


(A) A, 2,” + A,X? + s&s + a,x? = 0 
und: 
(B) b, #,? + b,a,? + ba? + bx)? = 0 


die im Satze ausgesprochene Eigenschaft besitzen, suchen wir zunichst 
nach einem analytischen Ausdrucke fiir die Geraden der Fiiiche (A). 
Wir erhalten denselben, wenn wir setzen: 
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(1) Pr = xV a34,, D3 = AV a,a,, Pig = HV ays, 
Psy = + *Va,4,, Py = + AV ayay, Pos = + uV a, a, 

wenn: 

(2) x + i+ ut =O, 


wo das obere Zeichen fiir die Geraden der einen, das untere fiir die 
Geraden der anderen Erzeugung gilt. In der That hat die reciproke 
Polare der Geraden q in Bezug auf die Fliiche (A) die Coordinaten: 
(3) OWik = A; A Vik, 
sodass die Geraden (1) die die Geraden der Fliche auszeichnende Eigen- 
schaft haben, sich selbst reciprok polar zu sein*). Dass fiir das obere 
Zeichen die Geraden der einen Schaar, dagegen fiir das untere die 
Geraden der andern Schaar resultiren, folgt leicht daraus, dass fiir je 
zwei soleche Geraden die Bedingung des Schneidens erfiillt ist. 

Sollen nun die Erzeugenden: 


(p) *, 4, Mm; 
(p) #, 4, ws 
(p") #”, a", 8"; 
einer Schaar von (A) einander fiir (B) conjugirt sein, so muss sein: 
4 


(4) bibs pie pix = 0, ete., 


i,k=1 


welches die Bedingungen dafiir sind, dass die reciproke Polare von p 
fiir (B) die Geraden p’ und p”, etc. schneidet. Diese Gleichungen 


gehen nun durch Substitution der Werthe von pi, pix, pix aus (1) 
iiber in: 


(5) x! (a, a,b, b, + a,4,b,b,) + 24’ (a,a3b,b, + a,0,b, b,) 
+ wy (a, a,b,b, + a,a,b,b,) = 0, ete. 
Stellt man diese Bedingung mit der folgenden: 
“+ /A4?+ nu? =—0, ete. 
zusammen, so sieht man, dass die Form x? + A? + w? zur Form: 
x? (dy 2 b3b, + a3a,b, b,) + 4?(a,a,b,b, + a,4,b, bs) 
a ae FH? (a, 440253 + 24 bb) 
conjugirt ist, d. h. es muss sein: 
(a, 4,b,b, + a,a,b, b,) (a,a,b,b, + a, a,b, b) 
+ (4,4, bb, + a5, b,b,) (@,4,b,b, + a, a5, b,) 
+ (4, 43 bb, + a, a,b, 3) (4,440.6, + a, 4,6,b,) = 0. 


*) Beziiglich der Bezeichnung vergl. man etwa Salmon-Fiedler’s Raum- 
geometrie 3. Aufl., I. Bd., Art. 51. 
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Setzt man: 
@,4,0;4,=A, 


b, b, b,b, = X’, | 
@, 34,6, + a,a, a,b, + aa, a,b, + a,a,a,b, = 0, | 
b, bb, a, + 63b,b, a, + b,b,b, a; + b,b,b,a, = ©, 


welches bekanntlich Coefficienten der Discriminante von A + vB sind, 
so findet man, dass diese Gleichung iibergeht in: 


(I) 00’ — 4AA’ =0. 


Die simultane Invariante, deren Verschwinden die im Satze aus- 
gedriickte Beziehuug der Flichen (A) und (B) anzeigt, erscheint also 
in rationaler Form, d. h. jene Beziehung gilt gleichmiissig fiir beide 
Erzeugungen der Fliiche (A) und zudem auch ebenso fiir beide Er- 
zeugungen von (B) in Bezug auf (A); denn jene Invariante ist sym- 
metrisch in den Coefficienten beider Fliichen. Es entsteht desshalb 
die Frage nach einer geometrischen Eigenschaft dieser beiden Flichen, 
welche unabhiingig von der Realitiit jener Erzeugungen ist. Nun fihrt 
die symmetrische Form der Invariante sofort auf den Complex der- 
jenigen Geraden, welche die Flichen (A) und (B) in harmonisch ge- 
trennten Punktepaaren schneiden. Die Gleichung desselben ist be- 
kanntlich: 


(6) > Aupi=0, 
wo: 
(7) Ajn= aj by + ax D;, 


und unsere Invariante lasst sich zunichst durch diese A;,; ausdriicken. 
In der That ist: 


Aj, Ag, = 4, 4;b,b, + a,4,b,b; + a, a,b, b; + a. 45b,b,, 
Aj, Ay, = 4, a, bb, + a, 446, b, + a, a,b,b; + a, a,b, b,, 
A,, Ay, = a, 2b,b, + 34,6, b, + a,43b,b, + a,4,0, 55; 
folglich wird: 
1 
A; Ay byb, + a5 a,b, b, = ry (— Aj_Agy + Ajy Age + Ayy Aes), 
1 
a, 36,6, + a,4,6,b, = z (Aj, Aggy — Ay3 Ago + Ayy os); 
1 
a, a, b,b, + a,a,b,b, = z ( Aj. gy + Ais Ay2 — Ajg A23), 


also wird: 


00 — 4AA' = — + {AG AS + AGAG + Ads 
a 2A, Ay, A; Ay,— 2 Ay, Ay, Ay, Ay, — 2 A,3 Ay, Ay, 423} : 
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Wir sehen hieraus vor Allem, dass alle Flichenpaare, welche in 
derselben Weise zu demselben Complexe fiihren, ebenfalls die im Satze 
ausgesprochene oder die noch zu findende Eigenthiimlichkeit besitzen. 
Wir wollen daher zuniichst alle diese Fliichenpaare bestimmen. 


§ 3. 


Es ist also die Aufgabe zu lésen, alle a; und d; zu finden, welche 
den Gleichungen: 


(1) a; by + a,b; == Aix 
gentigen, wenn die A, gegeben sind. Nun sieht man zuniichst, dass, 
wenn auch die a; gegeben, die a, eindeutig gefunden werden kénnen. 


Denn wir kénnen dann etwa zuerst b,, d,, b, aus dem Gleichungs- 
system : 


b, a3 + bsa, ° = A,;, 
(2) ba, + ba, = Ay, 
b, a, + bya, = Ag, 

berechnen, dessen Determinante: — 2a,a,a, als nicht verschwindend 


angenommen werde, und erhalten dann 0b, aus einer der tbrigen 
3 Gleichungen. Verschwindet die Determinante, also etwa a,, so kann 
man b,, b,, b, aus einem analogen Gleichungssystem berechnen, dessen 
Determinante bei allgemeiner Annahme der A;, nicht wieder ver- 
schwinden kann, weil sonst noch etwaa,, also auch A,, verschwinden 
miisste. Es wird also Alles darauf ankommen, die a; so zu wihlen, 
dass durch die aus (2) resultirenden Werthe von b,, b,, b, aus den 
drei iibrigen Gleichungen sich derselbe Werth von b, ergebe. Dies 
unsymmetrische Verfahren zur Bestimmung der a; ersetzen wir durch 
folgendes. Offenbar ist: 


a, a, As, + 4,4,A,, = 8, und 


(3) 
a, a, ? As Ay = 4, 
also: 
a,? a,” Ay, -- a,a,90 = — A,,A, 
woraus folgt: 
© + VO? —.4A,,A,,4 
(4) 2a,a,—= 2 Renee 
3t 
also: 
(5) Saya, — 2 FV tan dud | 
12 


Ganz analoge Ausdriicke erhalt man fiir die 4 iibrigen Producte 
der a; und durch diese sind ja die Verhiltnisse der a; eindeutig be- 
stimmt. Man sieht, wie zu jedem Werthepaar von 9 und A acht 
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Werthsysteme der a; gehéren. Wir haben also die a; als Functionen 
der beiden Parameter © und A dargestellt. Diese beiden Parameter 
sind jedoch nur scheinbar zwei. Setzen wir nimlich: 


A = 0 o?, 
so wird: 


2a,a, = + (1+ 71 — 40? A,, A,,), u. s. w. 


Es sind folglich die Verhiiltnisse der a; durch den einen Para- 
meter 6 dargestellt, sodass es einfach unendlich viel Flichenpaare giebt, 
die denselben Strahlencomplex als Ort derjenigen Geraden liefern, welche 
die Fliichen jedes Paares in harmonisch getrennten Punktepaaren 
schneiden. Dieser Parameter 6 oder vielmehr der reciproke Werth 
desselben hat eine bemerkenswerthe geometrische Bedeutung. Jeder 
der Tangentialeomplexe einer Geraden g von (A) fiir den Complex 
2. Grades hat niimlich mit demselben ein Strahlensystem 2. Grades 
gemein, welches einfach unendlich viel Erzeugungen von Flichen 
2. Grades durch qg schickt, und fiir je einen dieser Tangentialcomplexe 
muss auch je eine Erzeugung von (A) unter denselben sein.*) Nun 
haben alle Tangentialcomplexe von g die Gleichung: 


1 
(6) > Aura Vik — 2 t > pa din = 0, 
wo i,k, 1, m ixgend eine Permutation der Zahlen 1, 2, 3, 4 ist. Nun ist 
nach § 2, (1): 
Gio = Ay Va; 4) Ys4 = Ay V% @,, etc. 
Sollen also alle Geraden: 


Pig = 4 Vay ay, Pyy =A Vay My, ete. 
in dem Polarcomplexe (6) liegen, so muss sein: 
AA, (Ajoas@y + Agy@,@y) + we, (Ays A. a, + Ay, a, 5) 
+ ty (Ay yyy + Aggaya,) — TVA (AA, + we, + vY,) = 0, 
folglich ist nach Gl. (3): 


Wir sehen also beiliufig, dass in jedem Systeme zusammengehdriger 
Grundflichen unseres Complexes 8 Fliichen unserer Schaar vorkommen. 

Jede dieser Flichen kann aber auch angesehen werden als eine 
solehe, welche mit einer andern der Schaar den Complex als Ort der- 
jenigen Geraden erzeugt, von denen aus zwei harmonisch getrennte 
Tangentialebenenpaare an jene beiden Flichen gehen. Sind nimlich: 


*) Vergl. die Anm. pag. 516. 


Mathematische Annalen. XXI, 35 
= 
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©, Uy? + OU, + 3 Uy? + au? = 0, 


und: 
Ug” + Potty? + 73 Uy? + y,U,? = 0 


die Gleichungen dieser beiden Fliichen in Ebenencoordinaten, so ist ja: 


ment. 
o a; ? 
sodass wir die Gleichungen haben: 
ee ce 
a, + dg As,, a, + ds Aj,, ete. 
woraus folgt: 
A A 
a — in = 9,, 
34 he 


wo: 
Oy = OG, Oy Yy yyy Py Hy O, A, Y, + HH, a, yy. 
Setzen wir also: 
12) 
0; = DQ 


so geht diese Gleichuug in die erste der Gleichungen (3) tiber, sodass 
sich in der That aus diesen und den analogen dieselben Werthe fiir 
die a; ergeben. Dieser Schluss erleidet nur dann eine Ausnahme, 
wenn A verschwindet, wovon man sich auch leicht auf geometrischem 
Wege iiberzeugt. 





§ 4. 
Zu der in der Einleitung erwihnten Eigenschaft unserer Flichen- 
schaar kommen -wir nun auf folgendem Wege. Die beiden F lichen 
(A) und (B) schneiden sich offenbar in einer Curve 4. Ordnung c', 
welche auf der Singularititenfliche des Complexes liegt. Denn die 
Tangenten in jedem Schnittpunkte beider Fliichen an diese gehéren 
dem Complexe an. 
Es schneidet folglich z. B. (A) die Singularitiitenfliiche noch in 
einer zweiten Curve 4. Ordnung, welche die Schnittcurve von (A) mit 
der reciproken Polare von (A) fiir (B) ist, nimlich mit der Fliche: 


be 2.2 bP 2 4s . a 
a, ay" + a % ~ aT = x? = 0. 


In der That schneidet die Polarebene jedes Punktes dieser Curve fiir 
(B) die Flache (A) in zwei geraden Linien, welche mit diesem Punkte 
verbunden das Ebenenpaar liefern, in welches der Complexkegel 
degenerirt. Nun geht durch diese Curve, wie wir bereits in § I ge- 
sehen haben, eine Flache unserer Schaar, dort D? genannt. Sind in 
der That c; ihre Coefficienten, so miisste sein: 
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ap a hes a 


a; 
ferner aber: 


(1) Aya es ey + Agy Cy Cp = Ayg ge, + Ayo C, Cy = AyyCaCy + Ag ey Cy. 

Da nun diese Gleichungen jedenfalls fiir 4 — 0 befriedigt werden, so 
sieht man, dass, wenn iiberhaupt eins, es*nur noch ein zweites 4 
geben kann, welches diesen Gleichungen geniigt. Man kann sich nun 


iiberzeugen, dass: 
8 


A= 


die Gleichung (1) befriedigt. Dann wird nimlich: 


oe NO HHPO _— Ap Ary Are | 
— ae a, 0’ 
Folglich wird: 


A(A A 
Aj2 630, + Agy ey Co = Gr am + we “w.), 

Aj, Ay3 Ayy Agy Ayo Ay3 = A 

gesetzt ist. Es wird folglich: 
A:-0 

Ajy 630, + Agy0, 6, = ao? 

also sind in der That die Gleichungen (1) erfiillt. 
Nun gehért zur Fliche (C) eine Flaiche (D), welche mit ihr den 

Complex erzeugt. Man sieht, dass man den Gleichungen: 


Ajp = 6: ay + dicey 





wo: 


geniigt durch: 
Bh dis 0” Are Ais Arg (4,9 — 20,4) | 
t 2A a? 


Denn dann wird z. B.: 


A 20 ¢ 
c,d, +e, d, = 24,. kas — 24 a(t. ag + =F ) 


Ais 
"wie (0 — aga, Aj.) = Aj. 








Offenbar schneidet diese Fliiche wiederum die Singularitiitenfliiche 
in einer zweiten Curve 4. Ordnung, durch welche die Fliche (H) 
der Schaar: 
a? 


(H) eh — —o— aa 


geht, wo @ ein Proportionalititsfactor. 
: Andrerseits gehért nun auch zur Fliche (B) eine Fliche der Schaar: 


Aje Ajs A 
(E) oy ie as ? 


35* 
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welche sie in einer Curve 4. Ordnung schneidet, die auf der Singu- 
laritatenfliche liegt, und zu dieser wieder eine Fliiche: 





ie) Ajp Aj Ay, (b, 0" — 2.4, A’) 
(F) hi aa 12 “13 “44 5 1 
9, (a,°O' + b,°6) (b,0° — 24,4’) 
2A . be cies aeseaae’ 


welche mit (E) den Complex erzeugt. Es zeigt sich nun, dass diese 
Fliche (F) mit (H) identisch wird, falls 4AA’ 00’ ist. Dann 


miisste ja i, vom Index i unabhiingig sein; und diese Bedingung ist 
auch hinreichend fiir das Zusammenfallen. Nun ist: 
fi _ 9-e@ (aPO' + b,°0) (a,O — 2b, A) (b,0° — 24,4’) 


hy 2A a,b; 
_ Oe (a20’ + b20) (444' — 00’) 
ot genet as 
+-% an {a,b,90' — a2OA’ — b,27A0}. 


Hier geht nun das Product der Klammern iiber in: 
06’ {a,°O' + 5,50 —a,td’ — b,4A} — a,?b,2(0?A’ + 0A). 

Da nun aber: 

a,0'+b,20—a,'A’—b,'A 

= 47 b,? {aa ,byb, + a agbob, + 4,4 4bybs + a344b,b, + a,4,b,b3 + ayasb,b,\ 

= a,7b,?® 


wird, so wird schliesslich: 


f Qe (a,20' + 5,20) (4A A’ — 00’) fe) , — ‘ 
= —e Ge + 4 {90'>— 6?A’+0'A)}. 


Dieser Ausdruck wird aber dann und im Allgemeinen nur dann 
vom Index 1 unabhingig, wenn 4AA’ = 00’ ist, also wenn die 
Fliichen (A) und (B) gerade die Eigenschaft unseres Satzes haben. Wir 
kommen also zu folgendem Resultate: 

Der Complex derjenigen Geraden, welche zwei Flichen 2. Grades 
in harmonisch getrennten Punktepaaren schneiden , besitzt dieselbe Eigen- 
schaft in Beziehung auf eine einfach unendliche Schaar von anderen 
Fliichenpaaren 2. Grades. Jede Fliche der Schaar wird von der ihr gu- 
gehorigen und einer gewissen zweiten Fliiche der Schaar in Curven der 
Singularititenfliiche des Complexes geschnitten; dieser szweiten Fliiche 
gehirt wiederum eine dritte Fliche der Schaar zu, welche mit ihr ein 
Paar bildet; diese dritte Fliche wird wiederum von einer gewissen an- 
dern in einer Curve der Singularititenfliche geschnitten u. s. f. Schliesst 
sich nun einmal dieser Process so, dass er im Ganzen sechs Fliichen 
der Schaar umfasst, so schliesst er sich stets in derselben Weise, und 
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die geradlinigen Erzeugungen jeder Fliche der Schaar enthalten Tripel 
von Geraden, welche einander in Bezug auf die zugehirige Fliiche des 
Paares conjugirt sind. Umgekehrt zieht diese letete Eigenschaft die erste 
nach sich. 

Um dieselbe nun in diejenige Form zu kleiden, welche wir ihr 
in der Kinleitung gegeben haben, geniigt die Bemerkung, dass durch 
jede Gerade unseres Complexes je zwei harmonisch getrennte Tangen- 
tialebenenpaare der beiden Flichen C) und E) gehen. Denn es ist: 


* % 1, (abe + im) OO" _ 00" Ay, | 
C1 eg Cy Ay Ags Ayy Age Ags A 


Es bilden also auch in der sich schliessenden Reihe: 
B), A), C), D), F), £). 


die Flichen B) und D) sowohl als die Flichen A) und F) ein solches 
Paar. In der sich schliessenden Reihe: 


A), B), D), C), E), F) 


werden also je zwei auf einander folgende F'liichen wngerader Ordnung 
von den Geraden des Complexes in zwei harmonisch getrennten Punkte- 
paaren geschnitten, dagegen senden je zwei auf einanderfolgende F'liichen 
gerader Ordnung durch jede Gerade des Complexes zwei harmonisch ge- 
irennte Tangentralebenenpaare. 

Man sieht iibrigens, dass unsere Schliisse Ausnahmen erleiden, 
wenn etwa (A) ein Kegel, also A =O ist; denn dann muss wegen 
444 =00' auch 0'’=0 sein, doch bietet dieser Fall ja fiir sich 
wenig Schwierigkeit. 


§ 5. 

Offenbar enthalt unser Complex die geraden Linien aller Flichen 
unserer Schaar, d. h. er enthalt die Geraden beider Erzeugungen von 
einfach unendlich vielen Fliichen 2, Grades. Wir fragen uns daher, 
ob dies eine den Complex auszeichnende Higenschaft ist, d. h. ob 
iiberhaupt ein beliebiger Strahlencomplex 2. Grades C? beide Erzeugungen 
[g] und [g’] einer Fliiche 2. Grades G? enthalten kann. Nun schneidet 
jede Gerade von [g] sowohl als von [g’] die Singularitiitenfliche F' 
von C? in 4 Punkten, und es fragt sich nun, enthilt dann jedesmal 
eine der beiden zugehérigen singuliren Ebenen des Complexes beide 
Erzeugenden von G* oder jede derselben nur je eine. Ich werde zeigen, 
dass gerade immer zweimal das eine und zweimal das andre ein- 
treten muss. 

Sei niimlich g eine Gerade von [g], so legen wir durch g und [g’] 
irgend einen linearen Complex C, welcher mit C? ein Strahlensystem 
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2. Grades 2? gemein haben wird. Nun enthalt 2? bekanntlich*) 
5 Paare von Schaaren von Erzeugungen von Flichen 2. Grades, und 
alle Fliichen derselben Schaar schneiden sich in 8 singuliren Punkten 
von +*. Betrachten wir nunmehr diejenige Schaar, zu welcher auch 
[g'| gehdrt. Diese schickt ja auch eine [hk] durch den Strahl g von 
>", durch welchen dann die Fliichen G* und H? gehen, sodass irgend 
eine dritte Fliche der Schaar auf g zwei singuliire Punkte », und yp, 
von »? und somit auch von C? ausschneidet. Weil aber », und yp, 
singuliire Punkte von 2? sind, so geht die zugehdérige singuliire Ebene, 
welche ja auch eine von C? ist, durch g und die Erzeugende von ([g'] 
durch p, resp. p,; denn durch diese Geraden ist gerade die zu ), resp. 
p, gehérige Ebene des linearen Complexes C bestimmt. Wir sehen 
also, dass jedenfalls auf jeder Erzeugenden von G? zwei solche singu- 
lire Punkte von C? liegen, deren eine singuliire Ebene beide durch 
den singuliiren Punkt gehenden Erzeugenden von G? enthilt. Ich 
werde nun zeigen, dass diese Punkte eine Raumeurve 4. Ordnung 
1. Species erfiillen. 

Der Complex C hat niimlich mit [g] noch eine zweite Gerade g, 
gemein, auf welcher offenbar H? ebenfalls ein Paar Punkte der defi- 
nirten Art ausschneidet. Lassen wir nun-H? die Schaar des durch {h] 
gehenden Tangentialeomplexes von g durchlaufen, welcher [h] zugehort, 
so beschreibt gleichzeitig C ein Biischel von Complexen durch g und 
[g'], welches zu der Schaar der H? projectiv ist. Die g, werden also 
aus einer Geraden gy’ von [g'] durch ein derselben Schaar projectives 
Ebenenbiischel projicirt, welches mit dieser, da sie vom Index 2 ist**), 
eine Fliiche 4, Ordnung erzeugt. Diese-hat g und g’ zu Doppelgeraden. 
Von g’ ist die. evident; von g folgt es so. Der einzige specielle Com- 
plex unter den Complexen C, welcher also aus den g treffenden Ge- 
raden besteht, hat mit [g] g selbst als zweite Gerade gemein, mit 
dem Tangentialcomplexe von g aber nothwendig eine aus zwei Ebenen 
durch g bestehende H*, da sonst die Geraden von [h] die g, mit welcher 
sie zur selben Erzeugung gehéren, nicht schneiden kénnten. Es 
schneidet folglich unsere Fliche 4. Ordnung die G* noch in einer Raum- 
curve 4. Ordnung 1. Species c', welche der Ort der Punkte », und yp, ist. 

Schneide nunmehr die zweite durch p, gehende singulire Ebene 
des Complexes C? diese c' etwa in q, sodass p,q ein Strahl von C? 
ist, so sei F? die Fiiiche 2. Grades durch c! und yp, q. Dann ist 
augenscheinlich der Complex derjenigen Geraden, welche F’*? und G? 
in harmonisch getrennten Punktepaaren schneiden, mit C? identisch. 


*) S. meine geom. Unters. iiber Strahlencomplexe 1. u. 2. Grades, Math. 
Ann, Bd. XV, pag. 441, 442. 

**) S. Cremona, ebene Curven, deutsch von Curtze, § 14, Lehrsatz I, 
pag. 117. 
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Denn er hat mit C? erstens das Strahlensystem 4. Grades gemein, 
welches von den Tangenten der G? in den Punkten von c' gebildet 
wird, und ausserdem den Strahl », q. Hiermit ist also bewiesen, dass, 
sobald ein Strahlencomplex 2. Grades die Geraden beider Erzeugungen 
einer Fliiche 2. Grades enthilt, er der Ort derjenigen Geraden ist, welche 
zwei Fldchen 2. Grades in harmonisch getrennten Punktepaaren treffen. 

Unsere Schliisse erleiden nur dann eine Ausnahme, wenn es keinen 
linearen Complex giebt, welcher C? in einem eigentlichen Strahlen- 
system 2. Grades schneidet, d. h. wenn C? in zwei in Involution 
liegende lineare Complexe zerfillt; dann giebt es ja auch keine Singu- 
laritiitenfliche mehr. In diesem Falle kann C? dann und nur dann 
als Ort der Geraden betrachtet werden, welche zwei Flichen 2, Grades 
in harmonisch getrennten Punktepaaren schneiden, wenn einer der 
beiden linearen Complexe ein specieller ist, dessen Leitgerade also dem 
andern angehdrt. Dann ist die eine beider Fliichen irgend ein Ebenen- 
paar durch die Leitgerade, durch welche auch die andere Fiche 
gehen muss. 


Leipzig, im November 1882. 











Ein neues Uebertragungsprincip fiir binaére Formen, 
Ordnungszahl eine nicht prime ist. 


Von 


Franz Meyer in Tiibingen. 


1. Das im Folgenden dargelegte Princip in seiner -ganzen All- 
gemeinheit zu formuliren, begegnet einigen Schwierigkéiten, die 
namentlich sprachlicher Natur sind, und die nach Méglichkeit zu be- 
seitigen, durch einige voraufgeschickte Erklirungen und Siitze ver- 
sucht ist. 

Trotzdem das Princip als solches rein algebraisch ist, so fehlt es 
doch seinem Ausspruch, in algebraischer Sprache abgefasst, an Ueber- 
sichtlichkeit, sodass ein mehr geometrischer Ausdruck desselben geradezu 
geboten zu sein scheint. Denn die Worte, deren sich dieser bedient, 
sind durchweg Analogiebildungen, sodass ihrem Verstiindniss durch 
bekannte Dinge schon wesentlich vorgearbeitet ist. 

2. Bekanntlich lassen sich alle biniren invariantiven*) Bildungen 
nach Cayley**) auf die bilimeare Invariante zweier Formen gleicher 
Ordnung zuriickfiihren. 

Das gemeinte Princip zeigt nun, dass, wofern die Ordnung » 
zweier solcher binirer Formen nicht prim, also (mindestens) in zwei 
ganzzahlige Factoren mw, v zerfillt (sodass n = wv) 

dass dann die bilineare Invariante der gegebenen beiden bindren 
Formen immer zugleich die bilineare Invariante zweier ganz bestimmten 
(uw + 1)-néiren Formen von v*" Ordnung, resp. Klasse ist. 

Der reciproke Satz erfolgt durch Vertauschung von uw und v. 
Ausserdem sind auch die beiden, biniéren Formen vertauschbar , wodurch 


Ordnung und Klasse der beiden (u + 1)-ndéiren Formen in einander 
tibergehen.“ 





*) Es mége dieser Sylvester’sche Ausdruck hier acceptirt werden, um 
die Begriffe In- und Covarianten durch einen Ausdruck zu ersetzen. 


**) cf. seine bekannten memoirs upon quantics in den Philosophical 
Transactions (of London). 
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Daraus ist schon ersichtlich, dass auf diese Weise zuniichst wenig- 
stens ein Theil der bindren Iuvariantentheorie einen besonderen Theil 
der folgenden (terniren etc.) bildet, oder was dasselbe ist, sich auf 
diese iibertragen lisst. 

Es zeigt sich, dass diese Uebertragung auf Grund einiger relativ 
einfacher Apolaritdtsverhdlinisse in diesen hdheren Gebieten ermdglicht 
wird. Auf diese beziehen sich daher die nachfolgenden Erklirungen. 


Erklarungen, Definitionen und Sitze. 

3. @) Was die termini: ,,Apolaritét, Tragen, Stiitzen, Ruhen‘“ 
betrifft, vergleiche die Arbeiten von Reye*) selbst resp. die Er- 
klirungen meiner fritheren Noten (in diesen Annalen Bd. XX1I). 

B) Die Ausdriicke ,,Ordnung und Classe einer Fliche, Curve ete. 
in einem Raume von d Dimensionen verstehen sich in dem iiblichen 
Sinne, dass, um die eine aus der andern hervorgehen zu lassen, resp. 
um die Ordnungsgleichung eines Gebildes dieses Raumes in die Classen- 
gleichung iiberzufiihren und umgekehrt nur die vorhandenen Variabeln 
in die ihnen contragredienten iiberzugehen brauchen. 

Es ist im Folgenden nur von Gebilden (d — 1)'* und erster Aus- 
dehnung die Rede. Diese heissen immer resp. Fliiche, Curve. 

vy) Daran schliessen sich zwei bekannte Hiilfssiitze: 

71) »In jedem Raume ist eine Flache zweiter Ordnung (ai = 0) 
zugleich eine solche zweiter Classe (uz = 0)*. 

Y2) »In jedem Raume (von d Dimensionen) ist eine Curve d 
Ordnung zugleich eine solche d”" Classe. 

Ferner sind je zwei eigentliche Curven dieser Art in diesem Rawme 
stets durch eine Collineation dieses Raumes in einander iiberfiihrbar, 
oder was dasselbe ist, sie besitzen keine absoluten Invarianten*.**) 

Wir nennen diese Curven die Grundcurven des beziiglichen Raumes, 
und bezeichnen sie mit Rg resp. Pz (im Weiteren auch mit 9). 

6) Man kann das Coordinatenpolyeder stets so annehmen, dass 
eine solehe Curve in der canonischen Gestalt dargestellt ist durch: 
(1) 0x; = d;hi (i= 0, l,--s, d), 
wo die d die zur Zahl d gehérigen Binomialcoefficienten sind, also: 

dp=1, died, dy=“4—),.., gd, =i. 

Dann ist die zu (1) dualistische Darstellung, wie man sich leicht 
tiberzeugt: 

(2) ° Ou; = (— 1dr“, 
*) In den Binden des Crelle’schen Journals 78, 79, 82. 
**) Vgl. z. B. G. Veronese, Behandlung der projectivischen Verhiiltnisse 


der Raiume von verschiedenen Dimensionen mittelst des Princips des Projicirens 
und Schneidens. Diese Ann. XIX. 
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In dieser canonischen Form heissen die Grundcurven Normcurven 
(des beziiglichen Raumes) und seien bezeichnet mit Ng resp. Na. 


é) Es giebt eine 0d = Ena) | — 1-fach unendliche (co®) lineare 
) Es g 2 


Schaar von Fliichen zweiter Ordnung F',(a2 = 0), die alle Punkte 
einer gegebenen Grundcurve enthalten oder: ,,der Curve Ra ein- 
beschrieben sind“. 

Desgleichen eine ebenso miichtige Schaar von Fliichen zweiter 
Classe ®, (u2 — 0) die sich zur Curve P, dualistisch entsprechend ver- 
halten oder: ,,der Curve Pz umbeschrieben sind“. 

€) Triigt (stiitzt) eine Fliche zweiter Ordnung J’, alle einer Curve 
P, umbeschriebenen Flichen zweiter Classe, so heisse es: ,,F, tréagt 
(stiitet) die Curve Pa“, (und im dualistischen Falle fiir eine ®,: ,,®, stiitzt 
sich (ruht) auf die (der) Curve Ra“. 

yn) Eine Fliche n'* Ordnung F’, stiitzt (ist apolar zu einer) eine 
Flache x'* Classe ®,, wénn sie mit jeder Fliche (x — n)' Ordnung 
F,_, zasammen eine die , stiitzende F’, bildet (x >), oder wenn 
die ®, mit jeder Fliche (n — x)'* Classe ®,_, zusammen eine auf der 
F,, ruhende ®, bildet (n > x). 

Daran schliesst sich mit Hiilfe von (e) (g): 

%) ,,Hine F,, ,,stiitze eine Grundcurve Pz, wenn sie alle, Pa wm- 
schriebenen ®, stiitet‘‘: und dualistisch: 

line D, ruhe auf einer Grundcurve Ra, wenn sie auf allen, Ra 
einbeschriebenen F', ruht“. 

4) Auf irgend einer gegebenen R,(Pz) kann man sich, wie (0) 
zeigt, eine Parametervertheilung ausgebreitet denken, sodass jedem 
Punkte der Curve nur ein Werth des Parameters (A) zugehdrt 
und umgeKkehrt. 

Dieser Werth gehért zugleich dem zum Punkte dualistischen Ele- 
mente der Curve zu, namlich der Fliche erster Ordnung (a, = 0), 
die in ihm mit der Curve Pz; d consecutive Punkte gemein hat. 

Irgend eine F’, hat mit der Rz nd Punkte gemein 


A,, Ag, ++ *y Anas 
die Wurzeln einer binaéren Form /f,"¢ seien. 


»Dann sagen wir, die F, habe mit der Ra die (binére) Form 
fa"? gemein; und im dualistischen Falle: Eine ©, habe mit der Pg 
eine (bindre) Form oi** gemein“. 


4, Diese Hiilfsmittel werden geniigen, um das angekiindigte 
Princip deutlich auseinandersetzen zu kénnen, was nunmehr geschehe: 

Fundamentalprincip. 

»Die bilineare Invariante (n‘* Ueberschiebung) zweier bindren Formen 
der Ordnung n, wo n nicht prim, also gleich wv ist, 
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(3) aa", b,", oder auch aj”, b*", 
sei, (wie gewdhnlich) 
(4) (ab)*. 


Diese ist dann identisch mit der bilinearen Invariante 
einer Fliache w" Ordnung F, und einer Fldéche w Classe ,, 
beide ineinem Raume von v Dimensionen gelegen. 

Und zwar stehen beide Fliichen in der Beziehung zu einander und 
zu einer (sonst beliebigen) Grundcurve R,(= P,), dass 

die Fliche I’, die Curve P, tragt und mit thr, als R,, 
die Form a,#” 
die Fliche ©, auf der Curve R, ruht und mit thr, als P,, 
die Form bj," 

»Sind daher die beiden bindren Formen apolar zu einan- 
der (d.h. ist (ab)" =0) so auch die beiden Fléchen, und um- 
gekehrt*. 

Es mége vor der Hand geniigen, den Beweis fiir einige (einfachste) 
Fille zu erbringen, nimlich: 


gemein hat“. 


I. %=—2.- 2, 
(5) II) n=2-3, 
Il n=3-2. 


Erster Fall. n=2-.2—4, 
5. Die Formen sind: 
ai = a,A' + 40,43 + 64,4? + 4a,4 + a, 

(6) pee 4 =,4' 4 4b,43 4+ 6b,A? + 4b,4 + by 
und ihre bilineare Invariante 
- (7) (ab) = a,b, — 4a,b, + 6a,b, — 4a,b, + ayb, 

Der ,,Normkegelschnitt“ der Ebene (cf. 3 (0)) ist dargestellt durch *): 
(8) ox,**) = A?, 9x, = 2A, oa —1, oder 4a,7,—2,27=0, (N,) 
und dualistisch durch: 
(9) ou,=1, 6u,—=—A, Guy—A* oder mu, — U2? =O. (No) 

Mithin trigt ein Kegelschnitt 


(10 a= Min tite = 0, (i, # = 0, 1 2) 


*) Weshalb gerade diese canonische Form bevorzugt ist, geht aus Nr. 9 
hervor. 

**) Die 9, 6, t, 7, 8 ete. bedeuten immer, wie evident, nur Proportionalitits- 

factoren, was hier fiir alle Fille bemerkt sei. 
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den Normkegelschnitt N, unter der Bedingung: 


(11) Beg = Oy 

und desgleichen ruht ein Kegelschnitt 

(12) us = >) >) wieBiBs, (i, # = 0,1, 2) 
auf dem Normkegelschnitt N, unter der Bedingung: 
(13) 4 Bo. hes B,,- 


Diese Bedingungen (11), (13) bringen wir in eine andere Form. 
In der That ist die erste ersetzbar durch das System von Be- 
ziehungen : 


(14) Ginx = itn, (t-u=—0,1,---, 4) 
und (10) geht iiber in: 
(15) ag? = Ay &q? + 2a, Hy %, + Ay (2 xq %, +H") + 23%, L,+ A,X, = 0. 

Lasst man nun die Coefficienten a@ mit denen der ersten Form 
von (6) identisch sein, so erkennt man sofort, dass der Kegelschnitt 
(15) den Normkegelschnitt N, in dem Punktquadrupel a,‘ trifft. 
Dann heisse (15) der der Form aj,‘ ,,entsprechende“ Kegelschnitt. 

Um ein Geringes schwieriger ist’ die Aufstellung des zweiten, der 
Form 6,‘ (aber in dualistischer Weise) entsprechenden Kegelschnitts. 

Ersetzt man in (12) gemiiss der Bedingung (13) 6,, durch 4,,, 
so kann man dann wieder, wie oben, die neuen Gréssen £,(7 =O, 1,---,4) 
einfiihren mittelst der Relationen: 

(16) Bix = Bits, (+ « =0, 1,---, 4). 

Dann geht (12) tiber in: 

(17) uP = tq? By + 2 ty UB, + 2 By (Uy u? + 24,7) + 2 u, Uy B+ Up? By = 0. 

Soll nun das Tangentenquadrupel B,', das dieser Kegelschnitt mit 
dem Normkegelschnitt N, gemein hat, wie wir wollen, mit der zweiten 
Form von (6) 0,‘ identisch sein, so finden folgende Beziehungen statt: 
(18) tA. =, +8, =—2b,, tB,—b,, tB3 = —2b,, tB,—by, 
mittelst deren (17) die Gestalt annimmt: 

(19) ups? bd, — 4 get, bg + 2b, (Uy Uy 2u,”) —- 4u, u,b, + u,2b, = O. 

Die bilineare Invariante der Kegelschnitte (15) (19) ist aber keine 
andere, als (ab), oder, in der tiblichen Schreibweise: es ist 
(20) (ab)* = (a’b’)?. 

Fiir den Normkegelschnitt kann man aber evidenter Weise jeden 
andern (R,) substituiren, der dasselbe leistet, d. h. einen solchen, der 
auf (15) ruht, (19) tragt, und mit ihnen die Formen (ef. (6)) az! 
resp. b,* gemein hat. 

Selbstverstindlich braucht die Gleichheit dieser Formen mit denen 
in (6) nur eine invariantive zu sein, da sie ja von dér Parameterver- 
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theilung auf R, d. h. von einer linearen Transformation von 4 ganz 
unabhingig ist. 

Damit ist das allgemeine Princip fiir diesen Fall erhirtet. 


Zweiter Fall. Erste Behandlung: im quarterniren Gebiet (n=2-3=6). 
6. Die Formen sind jetzt 

(21) 2 = a,a° + 6a,4°+ 15a,44+ me, + 15a, 4°+-6a,4 + ay, 

ba® = b,A® + 6b, 45+ 15d, A+ 200, 45 + 15d, 47+ 60,4 + by 

und 

(22) (ab)'=a,b,—6a,b,+15a,b,—20a,b, + 15a,b, — 6a, b, + a, by. 
Die Gleichungen der Normcurve*) N, resp. N, sind jetzt: 

(23) ex— a3, e,—32?, em,—34, e%—1, (NM) 

(24) Gu,=1, Gu—=—A, ou,—A*?, Cum = — A, (N,) - 

und die Schaar der ihr ein- resp. umbeschriebenen Flichen zweiter 

Ordnung resp. Classe setzt sich linear zusammen aus den folgenden: 

(25) 3a,7,—2,2=0, 9a4,—2,%,=0, 32,2,—2,2=0, (N;), 

(26) Uy ly — U,?=0, Uy Uy — Uy Uy =O, U,U3—Uy?=0,  (N3). 
Demnach trigt eine Fliche zweiter Ordnung 

(27) a2 = >) >) aixtiity = 0 (i, x = 0, 1, 2, 3) 

die Curve N, unter den’ Bedingungen **) : 

(28) Bon = M44 Mpg = Aya, Ag = Fq0 

und eine Fliaiche zweiter Classe: 

(29) tts? = >) D>) wiz BeBe (i, * = 0, 1, 2, 3) = 0 


ruht auf der Curve N,, wenn: 


(30) Bi = 3B, By = DBos, Boo = 3Bi5. 
Die Bedingungen (28) sind unmittelbar ersetzbar durch die andern: 
(31) Gix= ite, (i-+x=—0,1,---, 6), 


wodureh aus (27) wird: 
(32) dg’? = Ay Uy? + 2a, LyX, + a,(2X) xX, + X,*) + 2a, (xx, + 4, Xp) 
+ a, (2%, Xy + Hy?) + 2a; Myx, + Ag,” = 0. 
Deren Schnitt mit der Curve WN, (23) ist durch das Sextupel 
geliefert : 
(33) a® = 0. 





*) Ueber die Wahl gerade dieser Form cf. Nr. 13. 
**) cf. meine Note, diese Annalen XXI, pag. 445. 
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Was die zweite Fliche (29) betrifft, die auf N, ruhen soll, so 
ersetze man zunichst gemiiss (30) £,,, By, B.. durch resp. 3£8,,, 
98,3, 38), in (29) und fiihre nunmehr die zu (31) analogen Rela- 
tionen ein: 

(34) Bix = Bizx, (6+ % =0,1,-- +, 6). 

Dann wird (29) zu: 

(35) up = Uy? Bot Zug, B, + B,(2uyu,+ uy”) + 2 Bs (pus Iu, w,) 
+ B,(2t4, Us + uy”) + 2u.us 8; + Us?B, = 0, 

hat also mit der Curve N, die Ebenen gemein*): 

(36) B,a° — 28,45 + 5B, 44 — 208,49 4+ 58,2? — 28,4 + B, =O. 

Soll dieses Sextupel mit der zweiten Form in (21) b,° identisch sein, 
so resultiren die Beziehungen : 2 
(37) rpy = by, rB, = — 3b, rB, = 3b,, rB; = — },, vB, = 3b, 
; rp, = —3b,, rBp = by, 
und (35) geht tiber in: 
(38) uF = Uy? be — Gu, u,b; + 3b, (2ugu,-+-3.u,7) — 2b; (uy tts +9 v4; uy) 

+3b,(2u, u,+3u,”) —6u, u,b, + u,?b, =0. 

Die bilineare Invariante der linken Seite von (32) (38) ist aber 
(ab)®, d. h. wir haben: 

(39) (ab) = (a'b’)?, q. e. d. 

Im Uebrigen gilt die entsprechende Bemerkung, wie am Schluss 

des ersten Falles, 


Zweiter Fall. -Zweite Behandlung: im terniren Gebiet (n=3-2=6). 


7. Die biniiren Formen sind die obigen (21) mit ihrer Invariante 
(22). fiir die Flache zweiter Ordnung und Classe in der vorigen 
Nummer werden aber hier eine Curve dritter Ordnung resp. Classe 
substituirt, die den Normkegelschnitt trigt resp. auf ihm ruht und 
die Formen a,° resp. b,° mit ihm gemein hat. 

Eine Curve dritter Ordnung C;: 


(40) a= SS DS axraiteti = 0, (5, 1 =0, 1, 2) 


trigt den Normkegelschnitt N, unter den Bedingungen: 
(41) Gso2= 411, (8 = 9, |, 2) 
und eine Curve dritter Classe K, 


(41) us* = PM 5h Bini Mite, = O 


*) cf. diese Annalen XXI, p. 443. 
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ruht auf dem Normkegelschnitt N,, wenn: ‘ 
(42) 4 Boa = Bsr, (s — 0, 1, 2). ~ 


Die Bedingungen (41) fiir die C, sind wieder unmittelbar er- 
setzbar durch: 


(43) Gixt = Gitxp1, (6+ %+1=0, 1,---, 6) 

und (40) wird demnach: 

(44) ae? = aga? +30, % 92% 3 ag (%y? Hy 21? My) Ay (629%, 22 -+2,5) 
$3.G, (X97 @y+2,? 22) +3 a, 2,?x, + ayx,> = 0, 

und das Sextupel 

(45) ay’ = 0 


stellt somit die C, mit N, gemeinsamen Punkte dar. 

Gehen wir zur Classencurve K, (41) mit den Bedingungen (42) 
iiber, so ersetzen wir wieder zuerst die 8,:; mittelst der 48,92 nach 
(42) und unterwerfen die nunmehr noch iibrigen 6 den Bezeichnungen : 


(46) Bini = Biteyr, (6+ *%+1=0,1,---, 6). 
Dann wird aus (41): 
(47) 4 =4g8 By + Bug? Us, By+3 By (Uy? Uy+-4 thy M,?)-+-2 By (3 ty Ue, Uo 2 U4,°) 
+3 By (tg? My + 4, Uy) +3 U2? 4, Bs + ty* By = 0. 
Diese Curve hat mit N, folgende sechs Tangenten gemein: 
(48) A°By — 34°B, + 158, 44— 108, 49+ 15 B,d? — 328; + By = 9, 
eine Form, die mit 6,5(21) identisch wird, wenn: 
(49) #8) =, tB,=—2b;, tB,=+b,, #8; = — 2b,, 
tB,—=+,, t8,=—2b,, tp, = by. 
Damit geht (43) iiber in: 
(50) ty == Uy? b, — 6 uy? w, bs +3, (Ug? 4, + 49,2?) —4D, (Buty UW, Uy +2 u,3) 
+3b,(u.? uy +4u,? u,) —6u,?u, b, + u,3b) = 0. 


Endlich ergiebt sich wieder, dass die bilineare Invariante der 
linken Seiten von (44), (50) nichts Anderes ist, als (ab)*; oder man hat: 


(51) (ab)® =(a'b’)s. gq. e. d. 
Natiirlich gilt desgleichen die Schlussbemerkung von Nummer 5. 
Mit leicht verstindlicher Erweiterung der Bezeichnungen (20), 


(39), (51) kénnen wir somit den Sinn unseres allgemeinen Princips 
(Nr. 4) in den Gleichungen zusammenfassen : 


(52) (ab)¥” = (a' b’* = (a’-b”)’. 























536 F, Meyer, 


8. Es mégen jetzt noch einige Consequenzen aus dem Obigen gezogen 
werden, mamentlich insofern sie die Theorie der conjugirten Gruppen 
biniirer (terniirer, etc.) Formen angehen: auch sollen einige wenige 
Haupteigenschaften*) der den biniiren Formen ,,entsprechenden* Flachen, 
nur soweit sie unser Princip in ein helleres Licht stellen, kurz erértert 
werden. 

Es wird dabei wieder angemessen sein, die behandelten ein- 
fachen Fille zum Mittelpunkt der Betrachtungen zu machen. Die 
Formulirung fiir den allgemeinsten Fall wird dadurch iiberflissig. 


Erster Fall n= 4. 


9. Der Normkegelschnitt (8), (9) ist gerade so gewahlt, dass, 
wie man sich leicht iiberzeugt, die homogenen Coordinaten 94; eines 
Punktes der Ebene zusammenfallen mit den homogenen**) symme- 
trischen Functionen 6,, 6,, 6, der beiden Argumente der vom Punkte 
an N, gehenden Tangenten. 

Dies einfache Hiilfsprincip dient dazu, eine Reihe von Formen, 
wie sie im Folgenden auftreten, leicht in einander iiberzufiihren. 

Wir nehmen jetzt an, die Invariante (ab) (7) verschwinde d. h. 
die beiden Formen (6) aa‘, bj‘ seien apolar; ferner sei a,‘ fest, bj‘ 
beweglich. Sind dann die elementar-symmetrischen Functionen von 


vier Elementen 4, 4,4,4, bezeichnet mit ~ (ry =1,--+, 4), so sind 
0 


diese vier Elemente immer dann die Wurzeln einer zu a,‘ apolaren 
Form b,‘, wenn: 


(53) oS + a5, + G28 + 438, + A458, = a, = 0. 


Denn die linke Seite dieser Relation ist ja, aque von einem un- 
wesentlichen Factor, (ab)! selbst. 


Oder, nach Rosanes, (,Ueber ein Princip der Zuordnung alge- 
braischer ‘Formen", Crelle Bd. 76): 


»Die GHeichung (53) stellt die ganze zu a,* conjugirte Gruppe dar“. 


*) Vel. die Bemerkung am Schlusse dieser Mittheilung. 
**) Unter den ,,homogenen symmetrischen‘t Functionen von nm Elementen 
So, 81, 8g, ***, 8, (Oder auch Q&, eS, ---, @8,) verstehe ich die, deren Verhiilt- 


8 
nisse = (x = 1, 2,-+-,m) mit den gewdhnlichen elementaren symmetrischen 
‘0 


Functionen identisch sind. i 


**t) Andererseits erkennt man leicht, dass alle Formen dieser Gruppe, wenn 
0; 0,0, die Wurzeln von a,‘= 0 sind, in der Schaar: 


v(a@—d)', (i= 1,--+, 4) 
enthalten sind (cf. Stephanos, Comptes Rendus 1881). 


Im Uebrigen vergleiche beziiglich der verschiedenen Umformungen der Form a, 
die Anmerkung meiner Notexdiese Annalen XXI, pag. 442). 
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Fiihrt man des Weiteren noch folgende Bezeichnungen ein: 

(54) Ath t, Ah hi A tay= a, A=, 
so kann man der Gleichung (53) auch folgende Gestalt geben: 
(55) Gy (Ay TF 4, T+ Ag T) + Gy (Gy T+ 4,7, + a5 T) 

+ 6,(a,%) +437, + 4,7) = 0. 

Mit Ricksicht auf unser Hiilfsprincip ergiebt sich sofort, dass diese 
Gleichung aussagt, die Punkte (6;) (z,) sind in Bezug auf den Kegel- 
schnitt (15) (a2? = 0) conjugirt, oder da man die vier Werthe 4, 4, 
4,4, auf drei Weisen in zwei Gruppen zu je zweien theilen kann: 

»,Die Gleichung (53) a, = 0 (wenn man jedes Element 4 als Argu- 
ment einer Tangente von N, auffasst) stellt die (dreifach) wnendliche 
Zahl von N, umschriebenen Polvierseiten des Kegelschnitts a’,2 = 0 
dar (wo dieser N, tradgt und aus thm, als N, — das Punktquadrupel 
at ausschneidet) “. 

Jetzt lassen wir unser Hauptprincip in Kraft treten, und erhalten: 

»Ein (sonst) beliebiger Kegelschnitt A trage einen (sonst) beliebigen 
Kegelschnitt ». Dann giebt es eine (dreifach) unendliche Zahl von 
umschriebenen Polvierseiten von A. 

Jedem dieser Polvierseite ist ein einziger Kegelschnitt B einbe- 
schrieben, der zugleich auf m (resp. A) ruht. 

Dann ruht B auch auf A (resp. ¢). 

Somit giebt es eine dreifach unendliche lineare Schaar von Kegel- 
schnitten B, die den angegebenen Polvierseiten von A einbeschrieben sind 
und auf p und A ruhen. 

Oder, mit Riicksicht auf das letzte: 

»Gegeben seien zwei apolare Kegelschnitte p und A (so dass A 
@ trdagt). 

Dann construire man die dreifach unendliche lineare Schaar von 
(Klassen)-Kegelschnitten B, die auf p und A ruhen. 

Die mit p gemeinsamen Tangentenvierseite der Schaar B sind Pol- 
vierseite*) von A (und zwar alle g umschriebenen). 





*) Man kann drei Seiten eines solchen Polvierseits, wie aus (53) folgt, (als 
Tangenten von q) beliebig annehmen. Dann giebt es einen einzigen Kegelschnitt 
B, der diese drei Seiten beriihrt und auf m und A ruht. Die vierte Tangente, 
die B mit gm gemein hat, liefert die vierte Seite des durch die drei ersten be- 
stimmten Polvierseits. Eine ahnliche Bestimmung gilt fiir die Poldreiseite. 

Von diesen kann man eine Seite (als Tangente von g) stets beliebig an- 
nehmen: dann existirt zuniichst ein Gewebe von (Klassen)-Kegelschnitten, die 
diese Seite beriihren und auf m und A ruhen. ° 


Dieses Gewebe enthalt stets eine Schaar, die mit m noch zwei weitere feste ' 


Tangenten gemein hat. Diese beiden Tangenten bilden dann mit der ersten ein 
Poldreiseit von A, das m umschrieben ist. 


Mathematische Annalen. XXI. 36 
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Dualistisch construire man die dreifach unendliche lineare Schaar 
von (Ordnungs)-Kegelschnitten B, die p und A tragen. 

Die mit A gemeinsamen Punktvierecke der Schaar B sind Polvier- 
ecke von p (und zwar alle A einbeschriebenen). 

10. Ein Polvierseit eines Kegelschnitts A wird zum Poldreiseit, 
wenn die vierte Seite des ersteren unbestimmt wird. 

Bezeichnet man daher die symmetrischen Funktionen von 4, A, A, 


mit 1 (x == 1, 2, 3), so kann man (53) auch in der andern Form 
0 


schreiben: 


(56) (agSq + a, 5, + a,8, + 4383) + A, (a, 8) + a,5, + a58, + a,85) 
: =A, + 4,4, = 90; 

dann stellen die Gleichungen: 

(57) A,=0, A,=0 

die einfach unendlich vielen Hesse’schen N, (= g) umschriebenen Pol- 

vierseite*) von A dar. 

Daraus falgt als specieller Fall des letzten Satzes: 

»» Wenn ein Kegelschnitt A einen andern op triigt, so kann man 
jedem der g umschriebenen (einfach wnendlich vielen) Poldreiseite von 
A (einfach)unendlich viele Kegelschnitte B einbeschreiben, die 
zugleich auf pm und A ruhen.“ 

11. Wir gehen jetzt von zwei festen lormen aus: 


(58) a; =f, as, =f, 


und betrachten die zu f, f, conjugirte Gruppe und den dieser ent- 
sprechenden Kegelschnitt B. 

Die Wurzeln ‘irgend einer zu den Formen (58) apolaren (con- 
jugirten) Form 64 miissen nach Obigem den beiden Gleichungen ge- 
niigen 
(59) a, =0, a; = 0: 


»» (59) stellt die ganze zu (58) conjugirte Gruppe dar“. 
Bedienen wir uns noch des abkiirzenden Ausdrucks: Kin Biischel 
(Netz, ete.) von Kegelschnitten trigt einen (ruht auf einem) Kegel- 


*) Ihre Seiten, als Tangenten von N,(m), bilden, wovon man sich leicht 
iiberzeugt, die zu den ersten Polaren von a} conjugirte Tavolution. 

Sie bilden selbst wiederum, was hier ohne Beweis mitgetheilt sein mag, die 
ersten Polaren einer zu a} correspondirenden Form, jf—iH, wo i, j, H die 
bekannten invariantiven Bildungen von f= aj sind (und zwar mit den iiblichen 
Zahlenfactoren 2, 6,2 versehen), 

Beide Formen sind die, die dieselbe Hesse’sche Form H besitzen. 

(Cf. Cap. II meines bald erscheinenden Buches, siehe die Schlussbemerkung). 
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schnitt, wenn alle Individuen des Bischels (Netzes, etc.) dies thun, 
so ergiebt unser Princip zuvérderst: 

Gegeben sei ein Kegelschnittbiischel (A,, A,) wnd ein von ihm ge- 
tragener Kegelschnitt g. 

I. Dann ist jedem der (eweifach) unendlich vielen ~ umschriebenen 
Polwierseite des Biischels (A,, A,), ein (einziger) Kegelschnitt B  einbe- 
schrieben, der zugleich auf mp, A, A, ruht. 

Wird B also dadurch bestimmt, dass er auf einem dieser drei 
Kegelschnitte ruht, so ruht er auch auf’ den beiden andern. Oder: 

II. Man construire sich die zweifach wnendliche Schaar (= Ge- 
webe) der Kegelschnitte B, die auf », A, A, ruhen. 

Jeder Kegelschnitt dieses Gewebes hat dann mit » ein Tangenten- 
vierseit gemein, das zugleich Polwierseit des Biischels (A, A,) ist. 

Wir nannten einen (Ordnungs)-Kegelschnitt A der Form a} ,,ent- 
sprechend‘‘, wenn er derjenige ist, der gm tragt und aus m das Punkt- 
quadrupel a ausschneidet: dualistisch einen (Klassen)-Kegelschnitt B 
der Form 0b} ,,entsprechend“, wenn er auf » ruht und mit p das Tan- 
gentenvierseit b{ gemein hat. 

Dann kénnen wir dem Satze auch folgende Formulirung geben 
(die sich dann, wie man sehen wird, fast unmittelbar auf héhere 
Gebiete iibertragen lisst) : 

Auf einem (weder als Ordnungs- noch als Klassengebilde zerfallen- 
den) Kegelschnitt m sei eine Parametervertheilung in bekannter Art 
ausgebreitet. 

Mittelst dieser sei auf 

einmal die zweigliedrige Gruppe a{ + xa}, | 
dann die ihr conjugirte dreigliedrige b$ + wbé, + vbdé, 
dargestellt. 

III. Damn ,,entspricht“ der ersteren das Ordnungskegelschnittbiischel 

A+ «A,, 


dagegen der zgweiten das Klassenkegelschnittgewebe 


B+ uB, + vB,. 
Diese beiden stehen in der doppelten Beziehung 
erstens, dass das Netz A+ «A, + m@ die vollstindige zum 
Gewebe B + uB, + vB,; 
zweitens, dass das Biischel A + «A, die vollstdndige zur 
(dreifach unendlichen) Schaar B + wB, + vB, + np 
conjugirte Gruppe ist.“ 
12. Alle diese Siitze I, II, II] enthalten aber auch Eigenschaften 


der quadratischen Transformation in der Ebene, wodurch ihre Wichtig- 
keit vermehrt wird. 


36 * 
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Denn mit Beriicksichtigung der Gleichungen (54), (55) ergiebt 
sich sofort, dass die Gleichungen (59) alle in Bezug auf das Kegel- 
schnittbiischel (A, A,) conjugirten Punktepaare darstellt d. h. bekannt- 
lich die Punktepaare einer quadratischen ein-eindeutigen involutorischen 
Verwandtschaft T, deren vier Einheitspunkte die Grundpunkte jenes 
Biischels sind, deren Fundamentaldreieck somit mit dem gemeinsamen 
Polardreieck des Biischels zusammenfillt. 

Wir nennen das Kegelschnittbiischel durch die Kinheitspunkte 
einer (quadratischen, etc.) Transformation T einfach ,,das Kinheits- 
biischel von T“. 

Dann haben wir nach Obigem: 

IV. Irgend eine Transformation T sei gegeben; ihr Einheitsbiischel 
sei (A, A,). 

Dann lassen sich die stimmtlichen Punktepaare von T immer auf- 
fassen als die Gegeneckenpaare der (zweifach) unendlich vielen Polwvier- 
seite des Einheitsbiischels, die irgend einem der (dreifach unendlich 
vielen) auf dem Biischel ruhenden Kegelschnitte g umbeschrieben sind. 

Greifen wir einen solchen Kegelschnitt » heraus, so giebt es wieder 
ein Gewebe von Kegelschnitten B, die alle zwm Netze (py, A, A,) con- 
jugirt sind. 

Irgend ein einem Kegelschnitt B und qm gemeinsames Tangenten- 
vierseit stellt vermége seiner Gegeneckenpaare drei Punktepaare von T dar. 

Das Gewebe B hat  zugleich mit gp die siimmilichen Formen b} 
gemein, die zu den stimmtlichen Formen a‘, die das Biischel (A, A,) 
mit m gemein hat, conjugirt sind.“ 


Zweiter Fall. Erste Behandlung. 
n=2-3=—6. 

13. Mit Hilfe der gewihlten Bezeichnungen lassen sich die obigen 
Entwickelungen in ganz analoger Weise fiir diesen complicirteren Fall 
durchfitihren. Denn auch hier ist die cubische Normeurve (23), (24) 
so gewiihlt, dass die Coordinaten eines Raumpunktes mit den homogenen 
symmetrischen Functionen 6,, 6,, 6, 6, der drei Argumente 4, A, A, 
identisch sjnd, die den drei vom Punkte an die Curve gehenden Kbenen 
zugehoren. 

Bezeichnet man die drei entsprechenden Functionen dreier anderer 
Argumente 4,, 4,, 4, mit t),7,, tT, T,, so schreibt sich die Bedingung, 
unter der die sechs Werthe 4 die Wurzeln einer zur gegebenen Form 
a§ (21) apolaren Form 6 sind, folgendermassen: 


A, = Ay $y + 4, 8, + Ay Sp 383 + 4,8, +4; 8, + A584 —=9 
(60) Gy (Gy T% +4, 7,+ Ay T, + G3T3) + 6, (Ay T) + Gy T, +43 7,4, T;) 
+ Gy (Ay T+ Gy Ty + AyT, + As Tz) + Fy (Ay Ty + Gy Ty +4; TA, Ts) 
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wo noch zu bemerken ist, dass die s;(¢ = 0,1, ..., 6) die homogenen 
symmetrischen Functionen aller sechs Werthe 4 sind. 

Aus der zweiten Form von (60) geht wieder unmittelbar hervor, 
dass unter der Bedingung (60) die Punkte (6,) (t;) in Bezug auf die 
(die Normeurve N, stiitzende und aus ihr das Punktsextupel a$ aus- 
schneidende) Fliche zweiter Ordnung: (32) a;? =O conjugirt sind, 
oder wegen der Symmetrie von (60) in Bezug auf die sechs 4: 

»Lrigt eine F’, eine cubische Curve p und trifft sie dieselbe im 
Punktsextupel a’, so stellt (60) a,=0 die ( fiinffach unendliche) Schaar *) 
der gp umschriebenen Polsechsflache**) von F, dar.“ 

» Die diesen entsprechenden Sextupel b§ bilden die ganze zu a con- 
jugirte Gruppe.“ 

Mithin nach unserem Hauptprincipe: 

» Lrdgt eine F’, die cubische Curve g, so ist stets einem der » um- 
schriebenen Polsechsflache von F’, eine einzige Fliche zweiter Classe ®, 
einbeschrieben, die zugleich auf mp ruht. 

Diese ruht dann auch auf’ F,.“ 

Oder: 

»Lrdgt eine FE’, die cubische Curve m, so bilde man die ganze (fiinf- 
fach) unendliche Schaar von Flichen ,, die zugleich auf F, und 
ruhen. 

Jede dieser Fliichen ®, hat mit gp sechs Ebenen gemein, die ein 
Polsechsflach von F, bilden. 

So gehirt zur ganzen Schaar der ®, die ganze Schaar der p um- 
schriebenen Polsechsflache von F, .“ 

Oder, mit der dem Obigen ganz analogen Beniitzung des terminus 
,, Entsprechen “: 

Auf einer cubischen Curve @ sei in bekannter Weise eine Para- 
metervertheilung ausgebreitet und mittelst ihrer eine biniire Form a‘ 
nebst ihrer ganzen conjugirten Gruppe dargestellt. 

» Dann ,entspricht‘ der ersten Form eine bestimmte F,, (die  trdgt 
und aus p das Sextupel a$ ausschneidet), sowie der zweiten Gruppe eine 


*) Cf. die zweite Anmerkung der Nr. 9, die hier analog gilt. 

**) Wir gebrauchen, wie meistens iiblich die Endung — flach, resp, — eck, 
um die Zusammensetzung aus Ebenen resp. Punkten anzudeuten, Nur fiir Vier- 
flach und Viereck sagen wir ohne Unterschied Tetraeder. 

Von einem solchen Polsechsflach von F, kann man fiinf Ebenen (als 
Ebenen von ) beliebig annehmen, dann ist die sechste eindeutig bestimmt. 

Man erhilt sie nach Obigem durch folgende Construction (cf. die Anm, zu 
Nr. 9). Es giebt eine ®,, die die fiinf Ebenen beriihrt und zugleich auf » und 
F, ruht, Die ihr mit » gemeinsame sechste Ebene ist die gewtinschte. 

Fiir die Polfiinf- und -vierflache gelten ganz analoge Siitze, wie in der er- 
wihnten Anmerkung fiir die Poldreiseite eines Kegelschuitts mitgetheilten, ihre 
Aufstellung kann darum hier unterbleiben. 
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(fiinffach) unendliche Schaar von ®,, die auf p ruhen und mit p die 
(Ebenen) Seatupel jener Gruppe gemein haben. 

Dann bildet einmal die (dreifach wnendliche) Schaar von Fliichen 
zweiter Ordnung, die sich aus F’, und den der Curve p einbeschriebenen 
Fliichen linear zusammensetet, die volistindige zur Schaar der ®,, 
andrerseits die (siebenfach unendliche) Schaar ton Flachen zweiter Classe, 
die sich aus den ®, und den der Curve » umschriebenen Flichen linear 
cusammensetzt , die vollstiindige zu F’, conjugirte Gruppe.“ 

Wie sich dieser Satz modificirt, wenn fiir die eine Form a$ und 
die ihr conjugirte Gruppe eine cweigliedrige Gruppe af + xa, nebst 
der ihr conjugirten und endlich eine dreigliedrige Gruppe 


6 6 ’ 46 
aj t+ nay, + * ay, 


nebst der ihr conjugirten eintreten , liegt nach den Angaben der vorigen 
und dieser Nummer so auf der Hand, dass auf diese Ergiinzungen 
hier verzichtet werden darf. 

Im Uebrigen, was diese mehrgliedrigen Gruppen anbelangt, ver- 
gleiche man die in meiner Note (diese Annalen Bd. XXI, pag. 134ff.) 
obne Beweis mitgetheilten Siitze. 

Auch die der quadratischen Transformation T analoge Raumtrans- 
formation, die dort (pag. 134, dritfe Anm.) ihre wesentliche Rolle 
spielte, lisst sich im Anschluss an die dreigliedrigen Gruppen sechsten 
Grades gerade so behandeln, wie oben die quadratische im Anschluss 
an die zweigliedrigen Gruppen vierten Grades. 

14. Dagegen sollen die speciellen Polsechsflache der Schaar (60) 
kurz ihre Erwihnung finden. 

Wird eine Ebene eines Polsechsflaches der Fliche F, unbestimmt, 
sd wird es zum Polfiinfflach: desgleichen wenn zwei der Ebenen, zum 
Poltetraeder. 

Bezeichnen also S;(i = 0,...,5) die homogenen symmetrischen 
Functionen von fiinf Elementen (4, ...4,;): analog 7',(x = 0,...,4) 
die von vieren (A, ...4,), so zeigt die Form (60), dass 


“ oF == aS) + 4,8, +--+ a;,5, =, 
™) A, = a,8) + a,8, +---+a,8, =—0 


die g umbeschriebenen (dreifach unendlich vielen) Polfiinfflache von 


F, und 


Ay =aT, + 4,7, +---+a,T, =90, 
(62) A, =a,T, + 4,7, +---+4,7,=9, 
A,, = 4,7, + a,7,+---+a,7,=0 


die @ umschriebenen (einfach unendlich vielen) Poltetraeder von F, 
reprasentirt. 
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Andrerseits erkennt man leicht, dass diese Polfiinfflache, Pol- 
tetraeder (die ja g umschrieben sind) 

durch die viergliedrige zu den ersten Polaren von af 
resp. durch die sweighedrige zu den zweiten Polaren von a’ 

Gruppe dargestellt sind.“ 

Diese letztere bildet also eine Involution vierten Grades und man 
gelangt so zu den damals (pag. 135ff.) angefiihrten Siitzen tiber die Pol- 
tetraeder von F’,, die m umschrieben sind. 

Lassen wir uns hier nur insoweit auf diese speciellen Polflache 
von I’, ein, als sie mit unserem Princip in Connex stehen, so er- 
halten wir: 

Lrgend einem p umschriebenen Polfiinfflache von F', kann man 
noch einfach unendlich viele F lichen , einbeschreiben, die auf F, 
und p ruhen.“ 

,Irgend einem p umschriebenen Poltetraeder von F, kann man 
noch zweifach unendlich viele Flichen ®, einbeschreiben, die auf F, 
und p ruhen. 


conjugirte 


Zweiter Fall. Zweite Behandlung. 
n=3-2 = 6, 


15. Fiir diesen kann man die bei der ersten Behandlung ge-: 
wonnenen Siitze sofort umschreiben, wenn man fiir die Pol-sechs-fiinf- 
vierflache der die cubische Raumcurve » tragenden Fliche F’, die 
Pol-sechs-fiinf-vierseite der einen Kegelschnitt g tragenden ebenen 
cubischen Curve C, substituirt. 

Zum Beweise wird es vollstiindig geniigen, wenn wir zeigen, dass 
die Relation 
(60) a, = 0 
in der That jetzt ein Polsechsseit derjenigen cubischen Curve C, dar- 
stellt, die den Normkegelschnitt N, trigt und aus ihm das Sextupel 
a$ ausschneidet, und zwar ein N, umbeschriebenes Polsechsseit von C,. 

Dazu reicht es wieder aus, wenn bewiesen wird, dass die drei 
Punkte (6;) (t;) (ti), wo dies die homogenen symmetrischen Functionen 
der Argumentenpaare 4, A, resp. A, 4,, resp. 4, A, sind, ‘ein in Bezug 
auf die C, (44) az* = 0 conjugirtes Poldreieck bilden. 

In der That kann man (60) auch folgende Form geben: 


Fb ( My % + G5 T+ a, T,)} 
+6, {t (a Ty gb + G5 Ty ) Ty (AT sty + yt’) 
+12(a5t) + 4,7, +4, t,)} 

° 
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+6, {T, (Gy Ty G50,’ + Gy Ty’) + 7, (a5 ty + 4,7, +4; 7’) 
+ 2 (4% + a; T'+ ay t,')} 
womit das gewiinschte Resultat bewiesen ist. 

Im Besondern spielen die Polvierseite von C, eine ebenso wichtige 
Rolle in der Ebene (vgl. Rosanes, insbesondere: Kin Princip der 
Zuordnung algebraischer Formen, Crelle, Bd. 76) wie die Poltetraeder 
von F’, im Raume. 

Kine nahere Darlegung dieser Beziehungen (namentlich auch zu 
Rosanes’schen Ergebnissen) widerspricht dem Zwecke dieser Mit- 
theilung und mége daher auf eine andere Gelegenheit verschoben 
bleiben. 


Im Uebrigen sind eine grosse Zahl hierhergehériger Resultate bereits 


: In meinem nun schon mehrfach angekiindigten Buche*) abgeleitet, das 


sich gerade diese Verkniipfung der Apolarititsbeziehungen verschieden 
ausgedehnter Gebiete zum Hauptstudium gemacht hat. Man findet dort 
auch den allgemeinen Beweis unseres Principes. 


Tiibingen, den 13. December 1882. 





*) Dasselbe ist inzwischen erschienen (Nachschrift vom 4. April 1883). 
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Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. 
Von 


Grore Canror in Halle. 
(Fortsetzung des Artikels in Bd. XXI, pag. 51.) 


5. 
§ 1. 


Die bisherige Darstellung meiner Untersuchungen in der Mannich- 
faltigkeitslehre') ist an einen Punkt gelangt, wo ihre Fortfiihrung von 
einer Erweiterung des realen ganzen Zahlbegriffs iiber die bisherigen 
Grenzen hinaus abhingig wird, und zwar fillt diese Erweiterung in 
eine Richtung, in welcher sie meines Wissens bisher von Niemandem 
gesucht worden ist. 

Die Abhingigkeit, in welche ich mich von dieser Ausdehnung des 
Zahlbegriffs versetzt sehe, ist eine so grosse, dass es mir ohne letztere 
kaum méglich sein wiirde, zwanglos den kleinsten Schritt weiter vor- 
warts in der Mengenlehre auszufiihren; mége in diesem Umstande 
eine Rechtfertigung oder, wenn néthig, eine Entschuldigung dafiir ge- 
funden werden, dass ich scheinbar fremdartige Ideen in meine Betrach- 
tungen einfiihre. Denn es handelt sich um eine Erweiterung resp. Fort- 
setzung der realen ganzen Zahlenreihe tiber das Unendliche hinaus; so 
gewagt dies auch scheinen méchte, kann ich dennoch nicht nur die 
Hoffnung, sondern die feste Ueberzeugung aussprechen, dass diese Er- 
weiterung mit der Zeit als eine durchaus einfache, angemessene, natiir- 
liche wird angesehen werden miissen. Dabei verhehle ich mir keines- 
wegs, dass ich mit diesem Unternehmen in einen gewissen Gegensatz 
zu weitverbreiteten Anschauungen iiber das mathematische Unend- 
liche und zu hiufig vertretenen Ansichten tiber das Wesen der Zahl- 
grésse mich stelle. 

Was das mathematische Unendliche anbetrifit, soweit es eine 
berechtigte Verwendung in der Wissenschaft bisher gefunden und 
zum Nutzen derselben beigetragen hat, so scheint mir dasselbe in 
erster Linie in der Bedeutung einer veriinderlichen, entweder tiber 
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alle Grenzen hinaus wachsenden oder bis zu beliebiger Kleinheit ab- 
nehmenden, aber stets endlich bleibenden Grésse aufzutreten. Ich 
nenne dieses Unendliche das Uneigentlich-unendliche. 

Daneben hat sich aber in der neueren und neuesten Zeit so- 
wohl in der Geometrie wie auch namentlich in der Functionentheorie 
eine andere ebenso berechtigte Art von Unendlichkeitsbegriffen heraus- 
gebildet, wonach beispielsweise bei der Untersuchung einer analytischen 
Function einer complexen verinderlichen Grésse es nothwendig und 
allgemein iiblich geworden ist, sich in der die complexe Variable re- 
prisentirenden Ebene einen einzigen im Unendlichen liegenden, d. h. 
unendlich entfernten aber bestimmten Punkt zu denken und das Ver- 
halten der Function in der Nihe dieses Punktes ebenso zu priifen, wie 
dasjenige in der Nihe irgend eines anderen Punktes; dabei zeigt es 
sich, dass das Verhalten der Function in der Nihe des unendlich fernen 
Punktes genau dieselben Vorkommnisse darbietet, wie an jedem andern, 
im Endlichen gelegenen Punkte, so dass hieraus die volle Berechtigung 
dafiir gefolgert wird, das Unendliche in diesem Falle in einen ganz 
bestimmten Punkt verlegt zu denken. 

Wenn das Unendliche in solch einer bestimmten Form auftritt, 
so nenne ich es Kigentlich-Unendliches. 

Diese beiden Erscheinungsarten, in welchen das mathematische 
Unendliche hervorgetreten ist, wobei es in beiden Formen die gréssten 
Fortschritte in der Geometrie, in der Analysis und in der mathemati- 
schen Physik bewirkt hat, halten wir zum Verstiindniss des Folgenden 
wohl auseinander, 

- In der ersteren Form, als Uneigentlich-Unendliches, stellt es sich 
als ein verinderliches Endliche dar; in der andern Form, wo ich es 
Eigentlich-Unendliches nenne, tritt es als ein durchaus bestimmtes Un- 
endliches auf. Die unendlichen realen ganzen Zahlen, welche ich im 
Folgenden definiren will und zu denen ich schon vor einer lingeren 
Reihe von Jahren gefiihrt worden bin, ohne dass es mir zum deut- 
lichen Bewusstsein gekommen war, in ihnen concrete Zahlen von realer 
Bedeutung zu besitzen*), haben durchaus nichts gemein mit der ersten 
von jenen beiden Formen, mit dem Uneigentlich-Unendlichen, dagegen 
ist ihnen derselbe Charakter der Bestimmtheit eigen, wie wir ihn bei 
dem unendlich fernen Punkte in der analytischen Functionentheorie 
antreffen; sie gehéren also zu den Formen und Affectionen des Kigent- 
lich-Unendlichen. — Wihrend aber der Punkt im Unendlichen der 
complexeu Zahlenebeue vereinzelt dasteht gegeniiber allen im Endlichen 
liegenden Punkten, erhalten wir nicht blos eine einzige unendliche 


*) Ich nannte sie bisher ,,bestimmt definirte Unendlichkeitssymbole“* m, v. 
math. Ann. Bd. XVII, pag. 357, Bd. XX, pag. 113, Bd. XXI, pag. 54. 
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ganze Zahl, sondern eine unendliche Folge von solchen, die von ein- 
ander wohl unterschieden sind und in gesetzmiissigen zahlentheoretischen 
Beziehungen zu einander sowchl wie zu den endlichen ganzen Zahlen 
stehen. Diese Beziehungen sind nicht etwa solche, welche sich im 
Grunde auf Beziehungen endlicher Zahlen unter einander zuriickfiihren 
lassen; die letztere Erscheinung tritt allerdings, aber auch nur bei den 
verschiedenen Stirken und Formen des Uneigentlich-Unendlichen -+hiufig 
auf, z. B. bei unendlich klein- oder unendlich grosswerdenden Func- 
tionen einer Verinderlichen x, falls sie bestimmte endliche Ordnungs- 
zahlen des Unendlich-werdens haben. Solche Beziehungen kénnen in 
der That nur als verschleierte Verhiltnisse des Endlichen oder doch 
als auf letztere unmittelbar zuriickfiihrbar angesehen werden; die Ge- 
setze unter den zu definirenden eigentlich-unendlichen ganzen Zahlen 
sind dagegen von Grund aus verschieden von den im Endlichen hérr- 
schenden Abhiingigkeiten, womit aber nicht ausgeschlossen ist, dass 
die endlichen reellen Zahlen selbst gewisse neue Bestimmungen mit 
Hilfe der bestimmt-unendlichen Zahlen erfahren kénnen. 

Die beiden Erzeugungsprincipe, mit deren Hiilfe, wie sich zeigen 
wird, die neuen bestimmt unendlichen Zahlen definirt werden, sind 
soleher Art, dass durch ihre vereinigte Wirkung jede Schranke in der 
Begriffsbildung realer ganzer Zahlen durchbrochen werden kann; gliick- 
licherweise stellt sich ihnen aber, wie wir sehen werden, ein drittes 
Princip, welches ich das Hemmungs- oder Beschraénkungsprincip nenne, 
entgegen, wodurch dem durchaus endlosen Bildungsprocess successive 
gewisse Schranken auferlegt werden, sodass wir natiirliche Abschnitte 
in der absolut unendlichen Folge der realen gauzen Zahlen erhalten, 
welche Abschnitte ich Zahlenclassen uenne. 

Die erste Zahlenclasse ([) ist die Menge der endlichen ganzen 


_Zahlen 1, 2,3, ---, v, +--+, auf sie folgt die zweite Zahlenclasse (II), 


bestehend aus gewissen in bestimmter Succession einander folgenden 
unendlichen ganzen Zahlen; erst nachdem die zweite Zahlenclasse de- 
finirt ist, kommt man zur dritten, dann zur vierten u. s. w. 

Von der gréssten Bedeutung scheint mir zuniichst die Einfithrung 
der neuen ganzen Zahlen fiir die Entwickelung und Verschiirfung des 
in meinen Arbeiten (Borchardts J. Bd. 77, pag. 257; Bd. 84, pag. 242) 
eingefiihrten und in den friiheren Nummern dieses Aufsatzes vielfach 
verwandten Michtigkeitsbegriffes. Jeder wohldefinirten Menge kommt 
darnach eine bestimmie Michtigkeit zu, wobei zweien Mengen dieselbe 
Michtigkeit zugeschrieben wird, wenn sie sich gegenseitig eindeutig, 
Element fiir Element, einander zuordnen lassen. 

Bei endlichen Mengen fallt die Michtigkeit mit der Anzahl der 
Elemente zusammen, weil solche Mengen in jeder Anordnung bekannt- 
lich dieselbe Anzahl von Elementen haben. 
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Bei unendlichen Mengen hingegen war bisher iiberhaupt weder 
in meinen Arbeiten noch sonst wo von einer pricis definirten Anzahl 
ihrer Elemente die Rede, wohl aber konnte auch ihnen eine bestimmte, 
von ihrer Anordnung villig unabhingige Méichtigkeit zugeschrieben 
werden. 

Die kleinste Michtigkeit unendlicher Mengen musste, wie leicht 
zu reohtfertigen war, denjenigen Mengen zugeschrieben werden, welche 
sich gegenseitig eindeutig der ersten Zahlenclasse zuordnen lassen und 
daher mit ihr gleiche Miichtigkeit haben. Dagegen fehlte es bisher 
an einer ebenso einfachen, natiirlichen Definition der héheren Miich- 
tigkeiten. 

Unsere oben erwiihnten Zahlenclassen der bestimmt-unendlichen 
realen ganzen Zahlen weisen sich nun als die natiirlichen, in einheit- 
licher Form sich darbietenden Reprisentanten der in gesetzmiissiger 
Folge aufsteigenden Miichtigkeiten von wohldefinirten Mengen aus. 
Ich zeige aufs Bestimmteste, dass die Michtigkeit der zweiten Zahlen- 
classe (II) nicht nur verschieden ist von der Miichtigkeit der ersten 
Zahlenclasse, sondern dass sie auch thatsiichlich die nichst hdhere 
Michtigkeit ist; wir kénnen sie daher die zweite Michtigkeit oder die 
Michtigkeit zweiter Classe nennen. Ebenso ergiebt die dritte Zahlen- 
classe die Definition der dritten Miichtigkeit oder der Machtigkeit dritter 
Classe u. s. w. u. 8. W. 


§ 2. 

Kin anderer grosser, den neuen Zahlen zuzuschreibender Gewinn 
besteht fiir mich in einem neuen, bisher noch nicht vorgekommenen 
Begriffe, in dem Begriffe der Anzahl der Elemente einer wohlgeordneten 
unendlichen Mannichfaltigkeit; da dieser Begriff immer durch eine ganz 
bestimmte Zahl unseres erweiterten Zahlengebietes ausgedriickt wird, 
wofern nur die sogleich niher zu definirende Ordnung der Elemente 
der Menge bestimmt ist und da andererseits der Anzahlbegriff in unserer 
inneren Anschauung eine unmittelbare gegenstiindliche Reprisentation 
erhilt, so ist durch diesen Zusammenhang zwischen Anzahl und Zahl 
die von mir betonte Realitit der letzteren auch in den Fiillen, dass sie 
bestimmt-unendlich ist, erwiesen. 

Unter einer wohlgeordneten Menge ist jede wohldefinirte Menge zu 
verstehen, bei welcher die Elemente durch eine bestimmt vorgegebene 
Succession mit einander verbunden sind, welcher gemiiss es ein erstes 
Element der Menge giebt und sowohl auf jedes einzelne Element (falls 
es nicht das letzte in der Succession ist) ein bestimmtes anderes folgt, 
wie auch zu jeder beliebigen endlichen oder unendlichen Menge von 
Elementen ein bestimmtes Element gehdrt, welches das ihnen allen ndchst 
folgende Element in der Succession ist (es sei denn, dass es ein ihnen 
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allen in der Succession folgendes iiberhaupt nicht giebt). Zwei ,,wohlgeord- 
nete“ Mengen werden nun von derselben Ayzahl (mit Bezug auf die fiir sie 
vorgegebenen Successionen) genannt, wenn eine gegenseitig eindeutige 
Zuorduung derselben derart méglich ist, dass, wenn E und F' irgend 
zwei Elemente der einen, E, und F’, die entsprechenden Elemente der 
anderen sind, immer die Stellung von E und F in der Succession der 
ersten Menge in Uebereinstimmung ist mit der Stellung von F, und 
F’, in der Succession der zweiten Menge, so dass, wenn E dem F vor- 
angeht in der Succession der ersten Menge, alsdann auch E, dem F, 
vorangeht in der Succession der zweiten Menge. Diese Zuordnung ist, 
wenn sie iiberhaupt méglich, wie man leicht sieht, immer eine durch- 
aus bestimmte und da sich in der erweiterten Zahlenreihe stets eine 
und nur eine Zahl «@ findet, so dass die ihr vorangehenden Zahlen (von 
1 an) in der natiirlichen Succession dieselbe Anzahl haben, so wird 
man gendthigt, die Anzahl jener beiden ,,wohlgeordneten* Mengen ge- 
radezu gleich @ zu setzen, wenn @ eine unendlich grosse Zahl ist, und 
gleich der der Zahl « nichstvorangehenden Zahl « — J], wenn « eine 
endliche ganze Zahl ist. 

Der wesentliche Unterschied zwischen den endlichen und unend- 
lichen Mengen zeigt sich nun darin, dass eine endliche Menge in jeder 
Succession, welche man ihren Elementen geben kann, dieselbe Anzahl 
von Elementen darbietet; dagegen werden einer aus unendlich vielen 
Elementen bestehenden Menge im Allgemeinen verschiedene Anzahlen 
zukommen, je nach der Succession, welche man den Elementen giebt. 
Die Miichtigkeit einer Menge ist, wie wir gesehen, ein von der An- 
orduung unabhingiges Attribut derselben; die Anzahl der Menge weist 
sich aber als ein von einer gegebenen Succession der Elemente im 
Allgemeinen abhingiger Factor aus, sobald man es mit unendlichen 
Mengen zu thun hat. Indessen besteht dennoch auch bei den unend- 
lichen Mengen ein gewisser Zusammenhang zwischen der Méchtighkeit 
der Menge und der bei gegebener Succession bestimmten Anzahl ihrer 
Elemente. 

Nehmen wir zuerst eine Menge, welche die Miichtigkeit der ersten 
Classe hat und geben den Elementen irgend eine bestimmte Succession, 
so dass sie zu einer ,,wohlgeordneten* Menge wird, so ist ihre Anzahl 
immer eine bestimmte Zahl der zweiten Zahlenclasse und kann niemals 
durch eine Zahl einer anderen, als der zweiten, Zahlenclasse bestimmt 
werden. Andrerseits lisst sich jede Menge von der ersten Miichtigkeit in 
eine soleche Succession ordnen, dass ihre Anzahl, mit Bezug auf diese 
Succession, gleich einer beliebig vorgezeichneten Zahl der zweiten 
Zahlenclasse wird. Wir kénnen diese Satze auch folgendermaassen aus- 
driicken: jede-Menge von der Michtigkeit erster Classe ist abzdhlbar 
durch Zahlen der zweiten Zahlenclasse und nur durch solche, und zwar 
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kann der Menge stets eine solche Succession ihrer Elemente gegeben 
werden, dass sie in dieser Succession durch eine beliebig vorgegebene 
Zahl der zweiten Zahlenclasse abgeziihlt wird, welche Zahl die Anzahl 
der Elemente der Menge mit Bezug auf jene Succession angiebt. 

Die analogen Gesetze gelten fiir die Mengen héherer Michtig- 
keiten. So ist jede wohldefinirte Menge von der Michtigkeit zweiter 
Classe abziihlbar durch Zahlen der dritten Zahlenclasse und nur durch 
solehe, und zwar kann der Menge stets eine solche Succession ihrer 
Elemente gegeben werden, dass sie in dieser Succession durch eine 
beliebig vorgegebene Zahl der dritten Zahlenclasse abgezahlt*) wird, welche 
Zahl die Anzahl der Elemente der Menge mit Bezug auf jene Succes- 
sion bestimmt. 


§ 3. 

Der Begriff der wohlgeordneten Menge weist sich als fundamental 
fiir die ganze Mannichfaltigkeitslehre aus. Dass es immer moglich ist, 
jede wohldefinirte Menge in die Form einer wohlgeordneten Menge zu 
bringen , auf dieses, wie mir scheint, grundlegende und folgenreiche, 
durch seine Allgemeingiiltigkeit besonders merkwiirdige Denkgesetz 
werde ich in einer spiteren Abhandlung zuriickkommen. Hier be- 
schriinke ich mich auf den Nachweis, wie aus dem Begriffe der wohl- 
geordneten Menge die Grundoperationen fiir die ganzen, sei es end- 
lichen oder bestimmt-unendlichen Zahlen, in der einfachsten Weise 
sich ergeben und wie die Gesetze derselben aus der unmittelbaren 
inneren Anschauung mit apodictischer Gewissheit erschlossen werden. 
Sind zunichst zwei wohlgeordnete Mengen M und M,, denen als An- 
zahlen die Zahlen « und # entsprechen, gegeben, so ist M+ M, 
wieder eine wohlgeordnete Menge, welche entsteht, wenn zuerst die 
Menge M und auf sie folgend die Menge M, gesetzt und mit jener 
vereiniget wird; es entspricht also auch der Menge M+ WM, in Bezug 
auf die sich ergebende Succession ihrer Elemente eine bestimmte Zahl 
als Anzahl; diese Zahl wird die Summe von «@ und 6 genannt und mit 
a-+- 6 bezeichnet; hier zeigt sich sofort, dass, wenn nicht « und 6 
beide endlich sind, « + 6 im Allgemeinen von £ + a@ verschieden ist. 
Das commutative Gesetz hoért also bereits bei der Addition auf im 
Allgemeinen giiltig zu sein. Es ist nun so einfach, den Begriff der 
Summe von mehreren in bestimmter Folge gegebenen Summanden, 
wobei diese Folge selbst eine bestimmt-unendliche sein kann, zu bilden, 


*) Was ich bisher in den friiheren Nummern dieses Aufsatzes ,,abzahlbar“ 
genannt habe, ist nach der jetzt eingefiihrten, zugleich verschirften und verall- 
gemeinerten Definition nichts anderes, als Abzihlbarkeit durch Zahlen der ersten 


Classe (endliche Mengen) oder durch Zahlen der zweiten Classe (Mengen von der 
ersten Michtigkeit). 
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dass ich hier nicht niher darauf einzugehen brauche und ich bemerke 
daher nur, dass das associative Gesetz allgemein sich als giiltig erweist. 
Man hat im Besondern: « + (6 + y) = («+ 6) +>». 

Nimmt man eine durch eine Zahl #6 bestimmte Succession von 
lauter gleichen und gleichgeordneten Mengen, bei welchen einzeln die An- 
zahl der Elemente gleich « ist, so erhalt man eine nene wohlgeordnete 
Menge, deren zugehérige Anzahl die Definition fiir das Product Ba 
liefert, wo 6 der Multiplicator, « der Multiplicandus ist; auch hier 
findet sich, dass Ba im Allgemeinen von @f verschieden, also das 
commutative Gesetz auch bei der Multiplication der Zahlen im All- 
gemeinen ungiiltig ist. Dagegen findet sich das associative Gesetz 
auch bei der Multiplication als allgemein herrschend, so dass man hat: 
a(By) = (@B)y. 

Von den neuen Zahlen zeichnen sich gewisse vor den anderen 
dadurch aus, dass sie Primzahleigenschaft haben, doch muss letztere 
hier in etwas bestimmterer Weise charakterisirt werden, indem man 
unter Primzahl eine solche Zahl @ versteht, fiir welche die Zerlegung: 
a = By, wo 6 Multiplicator, nicht anders méglich ist, als wenn 6 = 1 
oder 6 = «; dagegen wird im Allgemeinen auch “bei Primzahlen « der 
Multiplicandus einen gewissen Spielraum der Unbestimmtheit haben, 
was nach der Natur der Dinge nicht abgeiindert werden kann, Nichts- 
destoweniger soll in einer spiteren Abhandlung gezeigt werden, dass 
die Zerlegung einer Zahl in ihre Primfactoren stets auf eine im 
Wesentlichen einzige und sogar hinsichtlich der Folge der Factoren 
(soweit dieselben nicht endliche im Product benachbart auftretende 
Primzahlen sind) bestimmte Weise erfolgen kann. Dabei stellen sich 
zwei Arten von bestimmt-unendlichen Primzahlen heraus, von denen 
die erste den endlichen Primzahlen niiher steht, wogegen die Prim- 
zahlen der zweiten Art einen ganz andern Charakter haben. 

Ferner wird es mir nun mit Hiilfe der neuen Erkenntnisse mig- 
lich sein, demniichst eine strenge Begriindung des in der Abhandlung: 
»Hin Beitrag zur Mannichfaltigkeitslehre“ (Borchardts J. Bd. 84, pag. 
257) am Schlusse derselben angefiihrten Satzes iiber die sogenannten 
linearen unendlichen Mannichfaltigkeiten zu bringen. 

In der letzten Nummer (4) dieses Aufsatzes (Bd. XXI, pag. 54) 
leitete ich fiir Punktmengen P, die in einem m-dimensionalen stetigen 
Gebiete enthalten sind, einen Satz her, der sich mit Anwendung der 
neuen, vorhin definirten Ausdrucksweise, wie folgt aussprechen léasst: 
lst P eine Punktmenge, deren Ableitung P@ identisch verschwindet, 
wo « eine beliebige ganze Zahl der ersten oder zweiten Gahlenclasse 
ist, so ist die erste Ableitung P“), und daher auch P selbst, eine Punkt- 
menge von der Michtigkeit erster Classe.‘ Es scheint mir héchst 
merkwiirdig, dass sich dieser Satz wie folgt umkehren lisst: ,,Ist P 
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eine Punktmenge, deren erste Ableitung P die Miachtigkeit erster 
Classe hat, so giebt es der ersten oder zweiten Zablenclasse angehirige 
ganze Zahlen a, fiir welche P identisch verschwindet, und es ist von 
den Zahlen a, fiir welche diese Erscheinung eintritt, eine die kleinste.‘ 

Den Beweis dieses Satzes werde ich in der nichsten Zeit, in Folge 
einer freundlichen Aufforderung meines hochverehrten Freundes, des 
Herrn Prof. Mittag-Leffler in Stockholm, in dem ersten Bande des 
von ihm redigirten neuen mathematischen Journals publiciren. Im An- 
schlusse hieran wird Herr Mittag-Leffler einen Aufsatz verdffent- 
lichen, in welchem er zeigen wird, wie auf Grund dieses Satzes seinen 
und des Herrn Prof. Weierstrass Untersuchungen iiber die Existenz 
eindeutiger analytischer Functionen mit gegebenen Singularitiitsstellen 
eine erhebliche Verallgemeinerung gegeben werden kann. 


§ 4. 

Die erweiterte ganze Zahlenreihe kann, wenn es die Zwecke for- 
dern, ohne Weiteres zu einer continuirlichen Zahlenmenge vervollstiin- 
diget werden, indem man zu jeder ganzen Zahl @ alle reellen Zahlen 
az, die grésser als. Null und kleiner als Eins sind, hinzufiigt. 

Es wird nun vielleicht hieran die Frage gekniipft werden, ob man, 
da doch auf diese Weise eine bestimmte Erweiterung des reellen Zahlen- 
gebietes in das Unendlichgrosse erreicht ist, nicht auch mit gleichem 
Erfolge bestimmte unendlich kleine Zahlen oder, was auf dasselbe 
hinauslaufen méchte, endliche Zahlen definiren kénnte, welche mit den 
rationalen und irrationalen Zahlen (die als Grenzwerthe von Reihen 
rationaler Zablen auftreten) nicht zusammenfallen, sondern sich an 
muthmaasslichen Zwischenstellen inmitten der reellen Zahlen ebenso 
einfiigen méchten, wie die irrationalen Zahlen in die Kette der ratio- 
nalen oder wie die transcendenten Zahlen in das Gefiige der algebra- 
ischen Zahlen sich einschieben? 

Die Frage der Herstellung solcher Interpolationen, auf welche von 
einigen Autoren viel Miihe verwandt worden ist, lisst sich, meines Er- 
achtens und wie ich zeigen werde, erst mit Hiilfe unsrer neuen Zahlen 
und namentlich auf Grund des allgemeinen Anzahlbegriffes wohlgeord- 
neter Mengen klar und deutlich beantworten; wihrend die bisherigen 
Versuche, wie mir scheint, theils auf einer irrthiimlichen Verwechslung 
des Uneigentlich-Unendlichen mit dem Eigentlich-Unendlichen beruhen, 
theils auf einer durchaus unsicheren, schwankenden Basis ausgefiihrt 
worden sind. 

Das Uneigentlich-Unendliche ist oft von neueren Philosophen 
»schlechtes* Unendliche genannt worden, meines Erachtens mit Un- 
recht, da es sich in der Mathematik und in den Naturwissenschaften 
als ein sehr gutes, héchst brauchbares Instrument bewiihrt hat. Die 
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unendlichkleinen Gréssen sind, meines Wissens, bisher tiberhaupt nur 
in der Form des Uneigentlich-Unendlichen zum Nutzen ausgebildet und 
sind als solches aller jener Verschiedenheiten, Modificationen und Be- 
ziehungen faihig, welche in der Infinitesimalanalysis sowohl wie in der 
Functionentheorie gebraucht werden und zum Ausdruck kommen, um 
dort die reiche Fiille der analytischen Wahrheiten zu begriinden. Da- 
gegen miissten alle Versuche, dieses Unendlichkleine gewaltsam zu 
einem eigentlichen Unendlichkleinen zu machen als zwecklos endlich 
aufgegeben werden. Wenn anders iiberhaupt eigentlichunendlichkleine 
Grossen existiren, d. h. definirbar sind, so stehen sie sicherlich in keinem 
unmittelbaren Zusammenhange mit den gewdhnlichen, unendlich klein 
werdenden Grossen. 

Im Gegensatz zu den erwihnten Versuchen iiber das Unendlich- 
kleine und zu der Verwechselung der beiden Erscheinungsformen des 
Unendlichen findet sich eine Ansicht iiber das Wesen und die Bedeutung 
der Zahlgréssen vielfach vertreten, nach welcher keine anderen Zahlen 
als wirklich existirend aufgefasst werden, als die endlichen realen 
ganzen Zahlen unsrer Zablenclasse (I). 

Héchstens den aus ihnen unmittelbar hervorgehenden rationalen 
Zahlen wird eine gewisse Realitiit zugestanden. Was aber die Irratio- 
nalen anbetrifft, so soll denselben in der reinen Mathematik eine bloss 
formale Bedeutung zukommen, indem sie gewissermassen nur als Rechen- 
marken dazu dienen, Kigenschaften von Gruppen ganzer Zahlen zu 
fixiren und auf einfache, einheitliche Weise zu beschreiben. Das eigent- 
liche Material der Analysis wird ausschliesslich, dieser Ansicht zufolge, 
von den endlichen, realen, ganzen Zahlen gebildet und alle in der 
Arithmetik und Analysis gefundenen oder noch der Entdeckung harren- 
den Wahrheiten sollen als Beziehungen der endlichen ganzen Zahlen 
untereinander aufzufassen sein; es wird die Infinitesimalanalysis und 
mit ihr die Functionentheorie nur insoweit fiir legalisirt gehalten, wie 
ihre Siitze sich nachweisbar als unter ganzen endlichen Zahlen herr- 
schende Gesetze deuten lassen. Mit dieser Auffassung der reinen Mathe- 
matik, obgleich ich ihr nicht zustimmen kann, sind unstreitig gewisse 
Vorziige verbunden, die ich hier hervorheben méchte; spricht doch fiir 
ihre Bedeutung auch der Umstand, dass zu ihren Vertretern ein Theil 
der verdienstvollsten Mathematiker der Gegenwart gehdort. 

Sind, wie es hier angenommen wird, nur die endlichen ganzen 
Zahlen wirklich, alle tibrigen aber nichts Anderes als Beziehungsformen, 
so kann verlanigt werden, dass die Beweise der analytischen Siitze nach 
ihrem ,,zahlentheoretischen Gehalte“ gepriift werden und dass man jede 
Liicke, die sich in ihnen zeigt, nach den Grundsiitzen der Arithmetik 
ausfiille; in der Thunlichkeit solcher Ergiinzung wird der wahre Priif- 
stein fiir die Aechtheit und vollendete Strenge der Beweise gesehen. 


Mathematische Annalen, XXI, 37 
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Es ist nicht zu leugnen, dass auf diesem Wege die Begriindung vieler 
Siitze vervollkommnet und auch sonstige methodische Verbesserungen 
in verschiedenen Theilen der Analysis bewirkt werden kénnen; auch 
sieht man in der Befolgung der aus jener Anschauung fliessenden Grund- 
siitze eine Sicherung vor jeder Art von Ungereimtheiten oder Fehlern. 

Auf diese Weise ist ein bestimmtes, wenn auch ziemlich niichternes 
und naheliegendes Princip gesetzt, das als Richtschnur Allen empfohlen 
wird; es soll dazu dienen, den Flug der mathematischen Speculations- 
und Conceptionslust in die wahren Grenzen zu weisen, wo sie keine 
Gefahr liuft, in den Abgrund des ,,Transcendenten“ zu gerathen, 
dorthin, wo, wie zur Furcht und zum heilsamen Schrecken gesagt 
wird, ,,Alles méglich“ sein soll. Dies dahingestellt, wer weiss, ob 
nicht gerade der Gesichtspunkt der Zweckmiissigkeit es allein gewesen 
ist, welcher die Urheber der Ansicht bestimmt hat, sie den auf- 
strebenden, so leicht durch Uebermuth und Maasslosigkeit in Gefahr 
kommenden Kriften zum Schutz vor allen Irrthiimern als ein wirk- 
sames Regulativ zu empfehlen, obgleich ein fruchtbares Princip darin 
nicht gefunden werden kann; denn die Annahme, dass sie selbst 
bei Auffindung neuer Wahrheiten von diesen Grundsiitzen ausgegangen 
wiren, ist fiir mich deshalb ausgeschlossen, weil ich, soviel gute Seiten 
ich diesen Maximen auch abgewinne, sie streng genommen fiir irrig 
halten muss; wir verdanken denselben keine wahren Fortschritte und 
wenn es wirklich genau nach ihnen zugegangen wire, so wiirde die 
Wissenschaft zuriickgehalten oder doch in die engsten Grenzen ge- 
bannt worden sein. Gliicklicherweise stehen die Dinge in Wahrheit 
nicht so schlimm und die Anpreisung sowohl wie die Befolgung jener 
unter Umstiinden und Voraussetzungen niitzlichen Regeln sind nie so 
ganz wortlich genommen worden; auch hat es bis jetzt auffallender- 
weise, so viel mir bekannt geworden, an Jemandem gefehlt, der es 
unternommen hiitte, sie volistindiger und besser zu formuliren, als es 
hier von mir versucht worden ist. 

Sehen wir uns in der Geschichte um, so zeigt sich, dass ihnliche An- 
sichten 6fter vertreten waren und schon bei Aristoteles vorkommen. 
Bekanntlich findet sich im Mittelalter durchgehends bei allen Schola- 
stikern das ,,infinitum actu non datur“ als unumstésslicher, von Ari- 
stoteles hergenommener, Satz vertreten. Wenn man aber die Griinde be- 
trachtet, welche Aristoteles*) gegen die reale Existenz des Unend- 
lichen vorfiihrt (m. s. z. B. seine ,,Metaphysik“, Buch XI, Cap. 10), so 
lassen sie sich der Hauptsache nach auf eine Voraussetzung zuriickfiihren, 
die eine petitio principii involvirt, auf die Voraussetzung niimlich, Jass 
es nur endliche Zahlen gebe, was er daraus schloss, dass ihm nur 
Zaihlungen an endlichen Mengen bekannt waren. Ich glaube aber oben 
bewiesen zu haben und es wird sich dies im Folgenden dieser Arbeit 
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noch deutlicher zeigen, dass eben so bestimmte Zihlungen wie an end- 
lichen auch an unendlichen Mengen vorgenommen werden kénnen, 
vorausgesetzt, dass man den Mengen ein bestimmtes Gesetz giebt, wo- 
nach sie zu wohlgeordneten Mengen werden. Dass ohne eine solche 
gesetzmiissige Succession der Elemente einer Menge keine Zihlung mit 
ihr vorgenommen werden kann — dies liegt in der Natur des Begriffes 
Zihlung; auch bei endlichen Mengen kann eine Zihlung nur bei 
einer bestimmten Aufeinanderfolge der geziihlten Elemente ausgefiihrt 
werden, es zeigt sich aber hier als eine besondere Beschaffenheit end- 
licher Mengen, dass das Resultat der Zihlung — die Anzahl — un- 
abhiingig ist von der jeweiligen Anordnung; wiihrend bei unendlichen 
Mengen, wie wir gesehen haben, eine solche Unabhingigkeit im All- 
gemeinen nicht zutrifft, sondern die Anzahl einer unendlichen Menge 
eine durch das Gesetz der Zihlung mitbestimmte unendliche ganze Zahl 
ist; hierin liegt eben und hierin allein der in der Natur selbst be- 
griindete und daher niemals fortzuschaffende wesentliche Unterschied 
zwischen dem Endlichen und Unendlichen; nimmermehr wird aber um 
dieses Unterschiedes willen die Existenz des Unendlichen geliiugnet, 
dagegen die des Endlichen aufrecht erhalten werden kénnen; lisst man 
das Eine fallen, so muss man mit dem Andern auch aufriumen; wo 
wiirden wir also auf diesem Wege hinkommen? 

Kin anderes von Aristoteles gegen die Wirklichkeit des Unend- 
lichen gebrauchte Argument besteht in der Behauptung, dass das End- 
liche vom Unendlichen, wenn dieses existirte, aufgehoben und zerstért 
werden wiirde, weil die endliche Zahl durch eine unendliche Zahl an- 
geblich vernichtet wird; die Sache verhiilt sich, wie man im Folgenden 
deutlich sehen wird, in Wahrheit so, dass zu einer unendlichen Zahl, 
wenn sie als bestimmt und vollendet gedacht wird, sehr wohl eine 
endliche hinzugefiigt und mit ihr vereinigt werden kann, ohne dass 
hierdurch eine Aufhebung der letzteren bewirkt wird (vielmehr wird 
die unendliche Zahl durch eine solche Hinzufiigung einer endlichen 
Zahl zu ihr. modificirt); nur der umgekehrte Vorgang, die Hinzufiigung 
einer unendlichen Zahl zu einer endlichen, wenn diese zuerst gesetzt 
wird, bewirkt die Aufhebung der letzteren, ohne dass eine Modification 
der ersteren eintritt. — Dieser richtige Sachverhalt hinsichtlich des 
Endlichen und Unendlichen, der von Aristoteles ginzlich yerkannt 
worden ist, diirfte nicht nur in der Analysis, sondern auch in anderen 
Wissenschaften, namentlich in den Naturwissenschaften zu neuen An- 
regungen fiihren. 

Zu dem Gedanken, das Unendlichgrosse nicht bloss in der Form 
des unbegrenzt Wachsenden und in der hiermit eng zusammenhiingen- 
den Form der im siebenzehnten Jahrhundert zuerst eingefiihrten con- 
vergenten unendlichen Reihen zu betrachten, sondern es auch in der 
37* 
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bestimmten Form des Vollendetunendlichen mathematisch durch Zahlen 
zu fixiren, bin ich fast wider meinen Willen, weil im Gegensatz zu mir 
werthgewordenen Traditionen, durch den Verlauf vieljiihriger wissenschaft- 
licher Bemiihungen und Versuche logisch gezwungen worden und ich 
glaube daher auch nicht, dass Griinde sich dagegen werden geltend 
machen lassen, denen ich nicht zu begegnen wiisste. , 


§ 5. 

Wenn ich soeben von Traditionen sprach, so verstand ich die- 
selben nicht blos im engeren Sinne des Erlebten, sondern fiihre sie auf 
die Begriinder der neueren Philosophie und Naturwissenschaften zuriick. 
Zur Beurtheilung der Frage, um die es sich hier handelt, gebe ich nur 
einige der wichtigsten Quellen an. Man vergleiche: 

Locke, Essay o. h. u. lib. IH, cap. XVI und XVII. 

Descartes, Briefe und Erliuterungen zu seinen Meditationen; 
ferner Principia I, 26. 

Spinoza, Brief XXIX; cogitata metaph. pars I und II. 

Leibniz, Erdmannsche Ausg. pag. 138, 244, 436, 744; Pertzsche 
Ausg. II, 1 pag. 209; III, 4 pag. 218; Ill, 5 pag. 307, 322, 389; II, 
7 pag. 273*). 

Stiirkere Griinde, als man sie hier gegen die Einfiihrung unend- 
licher ganzer Zahlen zusammen findet, kénnen wohl auch heute nicht 
ersonnen werden; man priife daher und vergleiche sie mit den meinigen 
fiir dieselben. Eine ausfiihrliche und eingehende Besprechung dieser 
Stellen und namentlich des héchst bedeutenden, inhaltsvollen Briefes 
Spinozas an L. Meyer behalte ich mir fiir eine andere Gelegenheit 
vor, beschriinke mich aber hier auf folgendes. 

So verschieden auch die Lehren dieser Schriftsteller sind, in der 
Beurtheilung des Endlichen und Unendlichen stimmen sie an jenen Stellen 
im Wesentlichen darin tiberein, dass zu dem Begriffe einer Zahl die Endlich- 
keit derselben gehére, und dass andrerseits das wahre Unendliche oder 
Absolute, welches in Gott ist, keinerlei Determination gestattet. Was 
den letzteren Punkt anbetrifft, so stimme ich, wie es nicht anders sein 
kann, demselben voéllig bei, denn der Satz: ,,omnis determinatio est 
negatio“ steht fiir mich ganz ausser Frage; dagegen sehe ich im 
ersteren; wie ich schon oben bei Erérterung der Aristotelischen 
Griinde gegen das ,,infinitum actu‘ gesagt habe, eine petitio principii, 
welche manche Widerspriiche erklirlich macht, die sich bei allen diesen 
Autoren und namentlich auch bei Spinoza und Leibniz finden, Die 
Annahme, dass es ausser dem Absoluten durch keine Determination 








*) Beachtenswerth ist auch: Hobbes, de corpore cap. VII, 11. Berkeley, 
Treatise on the prince. of hum. Knowledge, CXXVIIJ—CXXXI. 
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Erreichbaren und dem Endlichen keine Modificationen geben sollte, 
die, obgleich sie nicht endlich, dennoch durch Zahlen bestimmbar und 
folglich das sind, was ich Eigentlich-Unendliches nenne — diese An- 
nahme finde ich durch nichts gerechtfertigt und sie steht, m. E., sogar 
im Widerspruch zu gewissen von ‘den beiden letzteren Philosophen 
aufgestellten Siitzen. Was ich behaupte und durch diese Arbeit, wie 
auch durch meiue friiheren Versuche bewiesen zu haben glaube, ist, 
dass es nach dem Endlichen ein Transfinitum (welches man auch 
Suprafinitum nennen kénnte), d. i. eine unbegrenzte Stufenleiter von 
bestimmten Modis giebt, die ihrer Natur nach nicht endlich, sondern 
unendlich sind, welche aber ebenso wie das Endliche durch be- 
stimmte, wolldefinirte und von einander unterscheidbare Zahlen deter- 
minirt werden kénnen. Mit den endlichen Gréssen ist daher meiner 
Ueberzeugung nach das Bereich der definirbaren Gréssen nicht ab- 
geschlossen und die Grenzen unseres Erkennens lassen sich entsprechend 
weiter ausdehnen, ohve dass es dabei néthig wiire unsrer Natur irgend 
welchen Zwang anzuthun. An Stelle des in §. 4 besprochenen Aristo- 
telisch-scholastischen Satzes, setze ich daher den andern: 

Omuia seu finita seu infinita definita sunt et excepto Deo ab in- 
tellectu determinari possunt.*) 

Man fiihrt so oft die Endlichkeit des menschlichen Verstandes als 
Grund an, warum nur endliche Zahlen denkbar sind; doch sehe ich in 
dieser Behauptung wieder den erwihnten Cirkelschluss. Stillschweigend 
wird nimlich bei der ,,Endlichkeit des Verstandes‘‘ gemeint, dass sein 
Vermégen riicksichtlich der Zahlenbildung auf endliche Zahlen be- 
schriinkt sei. Zeigt es sich aber, dass der Verstand auch in bestimmtem 
Sinne unendliche, d. i. déiberendliche Zahlen definiren und von einander 
unterscheiden kann, so muss entweder den Worten ,,endlicher Ver- 
stand“ eine erweiterte Bedeutung gegeben werden, wonach alsdann 
jener Schluss aus ihnen nicht mehr gezogen werden kann; oder es 
muss auch dem menschlichen Verstand das Pridicat ,,unendlich“ in 
gewissen Riicksichten zugestanden werden, was meines Erachtens das 
einzig Richtige ist. Die Worte ,,endlicher Verstand“, welche man so 
vielfach zu héren bekommt, treffen, wie ich glaube, in keiner Weise 
zu; so beschriinkt auch die menschliche Natur in Wahrheit ist, vom 
Unendlichen haftet ihr doch sehr vieles an und ich meine sogar, dass wenn 
sie nicht in vielen Beziehungen selbst unendlich wire, die feste Zuver- 
sicht und Gewissheit hinsichtlich des Seins des Absoluten, worin wir uns 
Alle einig wissen, nicht zu erkliren sein wiirde. Und im Besondern 
vertrete ich die Ansicht, dass der menschliche Verstand eine unbegrenzte 
Anlage fiir die stufenweise Bildung von ganzen Zahlenclassen hat, die 
zu den unendlichen Modis in einer bestimmten Beziehung stehen und 
deren Michtigkeiten von aufsteigender Stiirke sind. 
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Die Hauptschwierigkeiten in den zwar ausserlich verschiedenartigen, 
innerlich aber durchaus verwandten Systemen der beiden zuletzt ge- 
nannten Denker lassen sich, wie ich glaube, auf dem von mir ein- 
geschlagenen Wege der Lésung niher bringen und selbst manche von 
ihnen schon jetzt befriedigend lésen und aufkliiren. Es sind dies 
Schwierigkeiten, welche zu dem spiiteren Kriticismus mit Veranlassung 
gegeben haben, der bei all seinen Vorziigen einen ausreichenden Ersatz 
fiir die gehemmte Entwickelung der Lehren Spinozas und Leibnizens 
mir nicht zu gewiihren scheint. Denn neben oder an Stelle der mecha- 
nischen Naturerkliirung, die innerhalb ihrer Sphiire alle Hiilfsmittel 
und Vortheile mathematischer Analyse zur Verfiigung hat, von welcher 
aber die Eiuseitigkeit und Unzuliinglichkeit so treffend durch Kant 
aufgedeckt worden sind, ist bisher eine mit derselben mathematischen 
Strenge ausgeriistete, iiber jene hinausgreifende organische Naturerkli- 
rung nicht einmal dem Anfange nach getreten; sie kann, wie ich 
glaube, nur durch Wiederaufnahme und Fortbildung der Arbeiten und 
Bestrebungen Jener angebahnt werden, 

Ein besonders schwieriger Punkt in dem Systeme des Spinoza ist 
das Verhiiltniss der endlichen Modi zu den unendlichen Modis; es 
bleibt dort unaufgeklirt, wieso und unter welchen Umstiinden sich 
das Endliche gegeniiber dem Unendlichen oder das Unendliche gegen- 
iiber dem noch stiirker Unendlichen in seiner Selbstindigkeit behaupten 
kénne. Das im § 4 bereits beriihrte Beispiel scheint mir in seiner 
schlichten Symbolik den Weg zu bezeichnen, auf welchem man der 
Lisung dieser Frage vielleicht niher kommen kann. Ist @ die erste 
Zahl der zweiten Zahlenclasse, so hat man: 1+ @—@, dagegen 
a-+1=—(@-+1), wo (a +1) eine von  durchaus verschiedene 
Zahl ist.. Auf die Stellung des Endlichen zum Unendlichen kommt also, 
wie man hier deutlich sieht, Alles an; tritt das Erstere vor, so geht es 
in dem Unendlichen auf und verschwindet darin, bescheidet es sich 
aber und nimmt seinen Platz hintey dem Unendlichen, so bleibt es 
erhalten und verbindet sich mit jenem zu einem neuen, weil modi- 
ficirten Unendlichen. 


§ 6. 

Wenn es Schwierigkeiten bereiten sollte wnendlich grosse, abge- 
schlossene, unter sich und mit den endlichen Zahlen vergleichbare, 
unter sich und mit den endlichen Zahlen durch feste Gesetze ver- 
bundene ganze Zahlen aufzufassen, so werden diese Schwierigkeiten 
mit der Wahrnehmung zusammenhiingen, dass die neuen Zahlen zwar 
in vielen Beziehungen den Charakter der friiheren, in viel mehr anderen 
Riicksichten aber eine durchaus eigenartige Natur haben, die es sogar 
oft mit sich bringt, dass verschiedene Merkmale an einer und der- 
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selben Zahl sich vereinigt finden, die bei den endlichen Zahlen nie 
zusammen vorkommen, sondern disparat sind. Findet sich doch schon 
an einer der im vorigen § citirten Stellen die Ueberlegung, eine un- 
endliche ganze Zahl miisste, falls sie existirte, sowohl eine gerade, wie 
auch eine ungerade Zahl sein und da diese beiden Merkmale nicht 
vereinigt auftreten kénnen, so existirt deshalb keine solche Zahl. 

Man nimmt hier offenbar stillschweigend an, dass Merkmale, welche 
an den hergebrachten Zahlen disjunct sind, auch an den neuen Zahlen 
dieses Verhiltniss zu einander haben miissten und schliesst daraus auf 
die Unmdglichkeit der unendlichen Zahlen. Wem springt hier der 
Paralogismus nicht in die Augen? Ist denn nicht jede Verallgemeine- 
rung oder Erweiterung von Begriffen mit einem Aufgeben von Be- 
sonderheiten verbunden, ja selbst ohne ein solehes undenkbar? Hat 
man uicht erst in neuerer Zeit den fiir die Entwickelung der Ana- 
lysis so wichtigen, ,zu den gréssten Fortschritten hinleitenden Ge- 
danken gefasst, die complexen Gréssen einzufiihren, ohne ein Hinder- 
niss darin zu sehen, dass sie weder positiv noch negativ genannt 
werden kénnen? Und nur ein ihnlicher Schritt ist es, den ich hier 
wage; es wird vielleicht sogar dem allgemeinen Bewusstsein viel leichter 
werden mir zu folgen, als es méglich war von den reellen Zablen zu 
den complexen iiberzugehen; denn die neuen ganzen Zahlen haben, 
wenn. sie sich auch durch intensivere, substanzielle Bestimmtheit vor 
den hergebrachten auszeichnen, dennoch als Anzahlen durchaus die 
gleichartige Realitiit mit diesen gemein, wogegen der Einfiihrung der 
complexen Gréssen sich so lange Schwierigkeiten entgegenstellten, bis 
man ihre geometrische Repriisentation durch Punkte oder Strecken in 
einer Ebene nach vielen Miihen gefunden hatte. . 

Um auf jene Ueberlegung mit dem Gerade- und Ungeradesein noch 
kurz zuriickzukommen, betrachten wir wieder die Zahl @, um an ihr 
zu zeigen, wie jene an den endlichen Zahlen unvereinbaren Merkmale 
hier sich ohne jeglichen Widerspruch beisammen finden. In dem § 3 
sind die allgemeinen Definitionen fiir die Addition und die Multipli- 
cation aufgestellt und ich habe hervorgehoben, dass bei diesen Opera- 
tionen das commutative Gesetz im Allgemeinen keine Giiltigkeit hat; 
hierin erblicke ich einen wesentlichen Unterschied zwischen den un- 
endlichen und endlichen Zahlen. Beachte man noch, dass ich in einem 
Product Ba unter B den Multiplicator, unter « den Multiplicandus ver- 
stehe. Ohne Weiteres ergeben sich alsdann fiir @ folgende zwei Formen: 
o—=@:'2 und a=1-+ 2. Ihnen gemiiss kann also sowohl als 
eine gerade, wie als eine ungerade Zahl aufgefasst werden. Von einem 
andern Gesichtspunkt, wenn niimlich 2 als Multiplicator genommen 
wird, liesse sich aber auch sagen, dass @ weder eine gerade noch 
eine ungerade Zahl ist, weil, wie man leicht beweisen kann, @ weder 





560 Gora Cantor. 


in der Form 2-«a, noch in der Form 2- a + 1 sich darstellen lisst. 
Es hat also in der That die Zahl @, im Vergleich zu den hergebrachten 
Zahlen eine ganz eigenartige Natur, da alle diese Merkmale und Kigen- 
schaften in ihr vereinigt sind. Um noch vieles eigenartiger sind die 


iibrigen Zahlen der zweiten Zahlenclasse, wie ich dies spiiter zeigen 
werde. ; 


§ 7. 

Obgleich ich in §. 5 viele Stellen aus Leibniz’ Werken angefiihrt 
habe, in welchen er sich gegen die unendlichen Zahlen ausspricht, in- 
dem er unter Anderm dort sagt: ,,11 n’y a point de nombre infini ni 
de ligne ou autre quantité infinie, si on les prend pour des Touts veri- 
tables.“ ,,L’infini véritable n’est pas une modification, c’est l’absolu; 
au coutraire, dés qu’on modifie on se borne ou forme un fini“ (wobei 
ich ihm in der letzteren Stelle in Bezug auf die erste Aussage zu- 
stimme, hinsichtlich der zweiten aber nicht) bin ich doch andrerseits 
in der gliicklichen Lage, Ausspriiche desselben Denkers nachweisen 
zu kénnen, in welchen er gewissermaassen im Widerspruch mit sich 
selbst fiir das Kigentlich-Uneudliche (vom Absoluten Verschiedene) in 
der unzweideutigsten Weise sich ausspricht. So sagt er in Erdm. 
pag. 118: 

»Je suis tellement pour l’infini actuel, qu’au lieu d’admettre que 
la nature l’abhorre, comme l'on dit vulgairement, je tiens qu'elle l’affecte 
partaut, pour mieux marquer les perfections de son Auteur. Ainsi 
je crois qu’il n’y a aucune partie de la matiére qui ne soit, je ne dis 
pas divisible, mais actuellement divisée; et par conséquent la moindre 
particelle doit étre considerée comme un monde plein dune infinité de 
créatures différentes.“ 

Doch den entschiedensten Vertheidiger hat das Eigentlich-Unend- 
liche, wie es uns beispielsweise in den wohldefinirten Punkimengen 
oder in der Constitution der Kérper aus punktuellen Atomen, (ich meine 
also hier nicht die chemisch-physikalischen, Demokritischen Atome 
weil ich sie weder im Begriffe noch in der Wirklichkeit fiir existent halten 
kann, so viel Niitzliches auch mit dieser Fiction bis zu einer gewissen 
Grenze zu Wege gebracht wird) entgegentritt, in einem héchst scharf- 
sinnigen Philosophen und Mathematiker unseres Jahrhunderts, in Bern - 
hard Bolzano gefunden, der seine betreffenden Ansichten namentlich 
in der schénen und gehaltreichen Schrift: ,,Paradoxien des Unendlichen, 
Leipzig 1851“ entwickelt hat, deren Zweck es ist, nachzuweisen, wie die 
von Skeptikern und Peripatetikern aller Zeiten im Unendlichen gesuchten 
Widerspriiche gar nicht vorhanden sind, sobald man sich uur die freilieh 
nicht immer ganz leichte Miihe nimmt, die Unendlichkeitsbegriffe allen 
Ernstes ihrem wahren Inhalte nach in sich aufzunehmen. In dieser 
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Schrift findet man daher auch eine in vielen Beziehungen zutreffende 
Erérterung iiber das mathematische Uneigentlich-Unendliche, wie es in 
der Gestalt von Differenzialen erster und héherer Ordnung oder in den 
unendlichen Reihensummen oder bei sonstigen Grenzprocessen auftritt. 
Dieses Unendliche (von einigen Scholastikern synkategorematisches 
Unendliches genannt) ist ein blosser Hiilfs- und Beziehungsbegriff 
unseres Denkens, welcher seiner Definition nach die Veriinderlichkeit 
einschliesst und von dem somit das ,,datur“ niemals im eigentlichen 
Sinne ausgesagt werden kann. 

Es ist sehr bemerkenswerth, dass hinsichtlich dieser Art des Un- 
endlichen keinerlei wesentliche Meinungsverschiedenheit auch unter den 
Philosophen der Gegenwart herrscht, wenn ich davon absehen darf, 
dass gewisse moderne Schulen von sogenannten Positivisten oder 
Realisten ‘) oder Materialisten in diesem synkategorematischen Unendlichen, 
von welchem sie selbst zugeben miissen, dass es kein eigentliches Sein 
hat, den hichsten Begriff zu sehen glauben. 

Doch findet sich schon bei Leibniz der im Wesentlichen richtige 
Sachverhalt an vielen Orten angegeben; denn auf dieses Uneigentlich- 
Unendliche bezieht sich beispielsweise die folgende Stelle Erdmann 
pag. 436: 

go philosophice loquendo non magis statuo magnitudines infi- 
nite parvas quam infinite magnas, seu non magis infinitesimas quam 
iufinituplas. Utrasque enim per modum loquendi compendiosum pro 
mentis fictionibus habeo, ad caleulum aptis, quales etiam sunt radices 
imaginariae in Algebra. Interim demonstravi, magnum has expressio- 
nes usum habere ad compendium cogitandi adeoque ad inventionem; 
et in errorem ducere non posse, cum pro infinite parvo substituere 
sufficiat tam parvum quam quis volet, ut error sit minor dato, unde 
consequitur errorem dari non posse.“ 

Bolzano ist vielleicht der Einzige, bei dem die eigentlich-unend- 
lichen Zahlen zu einem gewissen Rechte kommen, wenigstens ist von ihnen 
vielfach die Rede; doch stimme ich gerade in der Art, wie er mit ihnen um- 
geht, ohne eine rechte Definition von ihnen aufstellen zu kénnen, ganz 
und gar nicht mit ihm iiberein und sehe beispielsweise die §§ 29—33 
jenes Buches als haltlos und irrig an. Es fehit dem Autor zur wirk- 
lichen Begriffsfassung bestimmt-unendlicher Zahlen sowohl der allge- 
meine Méchtigkeitsbegriff, wie auch der priicise Anzallbegriff. Beide 
treten zwar an einzelnen Stellen ihrem Keime nach in Form von 
Specialitiiten bei ihm auf, er arbeitet sich aber dabei zu der vollen 
Klarheit und Bestimmtheit, wie mir scheint, nicht durch und daraus 
erkliiren sich viele Inconsequenzen und selbst manche Irrthiimer dieser 
werthvollen Schrift. 

Ohne die erwihnten beiden Begriffe kommt man meiner Ueber- 
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zeugung wach in der Mannichfaltigkeitslehre nicht weiter und das 
Gleiche gilt, wie ich glaube, von den Gebieten, welche unter der 
Mannichfaltigkeitslehre stehen oder mit ihr die innigste Beriihrung 
haben, wie beispielsweise von der modernen Functionentheorie einer- 
seits und von der Logik und Erkenntnisslehre andrerseits. Fasse ich 
das Unendliche so auf, wie dies von mir hier und bei meinen friiheren 
Versuchen geschehen ist, so folgt daraus fiir mich ein wahrer Genuss, 
dem ich mich dankerfiillt hingebe, zu sehen, wie der ganze Zahlbegriff, 
der im Endlichen nur den Hintergrund der Anzahl hat, wenn wir 
aufsteigen zum Unendlichen sich gewissermassen spaltet in zwei Be- 
griffe, in denjenigen der Mdchtigkeit, welche unabhiingig ist von der 
Ordnung die einer Menge gegeben wird und in den der Anzahl, 
welche nothwendig an eine gesetzmissige Ordnung der Menge gebunden 
ist, vermdge welcher letztere zu einer wohlgeordneten Menge wird. 
Und steige ich wieder herab vom Unendlichen zum Endlichen, so sehe 
ich ebenso klar und schén, wie die beiden Begriffe wieder Eins 
werden und zusammenfliessen zum Begriffe der endlichen ganzen Zahl. 


§. 8. 

Wir kénnen in zwei Bedeutungen-von der Wirklichkeit oder Exi- 
stenz der ganzen Zahlen, der endlichen sowie der unendlichen sprechen; 
genau gevommen sind es aber dieselben zwei Beziehungen, in welchen 
allgemein die Realitét von irgend welchen Begriffen und Ideen in 
Betracht gezogen werden kann. LEinmal diirfen wir die ganzen Zahlen 
insofern fiir wirklich ansehen, als sie auf Grund von Definitionen in 
unserm Verstande einen ganz bestimmten Platz einnehmen, von allen 
iibrigen Bestandthetlen unseres Denkens aufs Beste unterschieden wer- 
den, zu ihnen in bestimmten Beziehungen stehen und somit die Sub- 
stanz unseres Geistes in bestimmter Weise modificiren; es sei mir ge- 
stattet diese Art der Realitiit unsrer Zahlen ihre intrasubjective oder 
immanente Realitét zu nennen.®) Dann kann aber auch den Zahlen 
insofern Wirklichkeit zugeschrieben werden, als sie fiir einen Ausdruck 
oder ein Abbild von Vorgiitnigen und Beziehungen in der dem Intellect 
gegeniiberstehenden Aussenwelt gehalten werden miissen, als ferner die 
verschiedenen Zahlenclassen (I), (11), (III) u. s. w. Repriisentanten von 
Miachtigkeiten sind, die in der korperlichen und geistigen Natur 
thatsiichlich vorkommen. Diese zweite Art der Realitit nenne ich die 
transsubjective oder auch transiente Realitdét der ganzen Zahlen. 

Bei der durchaus realistischen, zugleich aber nicht weniger idea- 
listischen Grundlage meiner Betrachtungen unterliegt es fiir mich 
keinem Zweifel, dass diese beiden Arten der Realitit stets sich zu- 
sammenfinden in dem Sinne, dass ein in der ersteren Hinsicht als 
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(a¥exist\ zu bezeichnender Begriff immer in gewissen, sogar unendlich 
vielen Beziehungen auch eine transiente Realitiit besitzt*®), deren Fest- 
stellung freilich meist zu den miihsamsten und schwierigsten Aufgaben 
der Metaphysik gehért und oft den Zeiten iiberlassen werden muss, 
in welchen die natiirliche Entwickelung einer der iibrigen Wissen- 
schaften die transiente Bedeutung des in Frage stehenden Begriffs 
enthiillt. 

Dieser Zusammenhang. beider Realitiiten hat seinen eigentlichen 
Grund in der Einheit des Alls, zu welchem wir selbst mitgehéren. — 
Der Hinweis auf diesen Zusammenhang hat nun hier den Zweck, eine 
mir sehr wichtig scheinende Consequenz fiir die Mathematik daraus 
herzuleiten, dass namlich letztere bei der Ausbildung ihres Ideen- 
materials einzig und allein auf die immanente Realitit ihrer Be- 
griffe Riicksicht zu nehmen und daher keinerlei Verbindlichkeit hat, 
sie auch nach ihrer transienten Realitit zu priifen. Wegen dieser 
ausgezeichneten Stellung, die sie von allen anderen Wissenschaften 
unterscheidet und die eine Erklirung fiir die verhiltnissmiissig leichte 
und zwanglose Art der Beschiftigung mit ihr liefert, verdient sie ganz 
besonders den Namen der freien Mathematik, eine Bezeichnung, 
welcher ich, wenn ich die Wahl hitte, den Vorzug vor der iiblich 
gewordenen ,,reinen“ Mathematik geben wiirde. 

Die Mathematik ist in ihrer Entwickelung véllig frei und nur an 
die selbstredende Riicksicht gebunden, dass ihre Begriffe sowohl in 
sich widerspruchslos sind, als auch in festen durch Definitionen geord- 
neten Beziehungen zu den vorher gebildeten, bereits vorhandenen und be- 
wihrten Begriffen stehen.’) Im Besondern ist sie bei der Einfiihrung neuer 
Zahlen nur verpflichtet, Definitionen von ihnen zu geben, durch welche 
ihnen eine solche Bestimmtheit und unter Umstiinden eine solche Be- 
ziehung zu den iilteren Zahlen. verliehen wird, dass sie sich in ge- 
gebenen Fallen unter einander bestimmt unterscheiden lassen. Sobald 
eine Zahl allen diesen Bedingungen geniigt, kann und muss sie als 
existent und real in der Mathematik betrachtet werden. Hierin er- 
blicke ich den in §. 4 angedeuteten Grund, warum man die rationalen, 
irrationalen und die complexen Zahlen fiir durchaus ebenso existent 
anzusehen hat, wie die endlichen positiven ganzen Zahlen. 

Es ist, wie ich glaube, nicht néthig in diesen Grundsitzen irgend- 
eine Gefahr fiir die Wissenschaft zu befiirchten, wie dies von Vielen 
geschieht ; einerseits sind die bezeichneten Bedingungen, unter welchen 
die Freiheit der Zahlenbildung allein getibt werden kann, derartige, 
dass sie der Willkiir einen fiusserst geringen Spielraum lassen; dann 
aber trigt auch jeder mathematische Begriff das néthige Correctiv in 
sich selbst -einher; ist er unfruchtbar oder unzweckmiissig, so zeigt 
er es sehr bald durch seine Unbrauchbarkeit und er wird alsdann, 
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wegen mapngelnden Erfolgs, fallen gelassen. Dagegen scheint mir aber 
jede iiberfliissige Einengung des mathematischen Forschungstriebes eine 
viel gréssere Gefahr mit sich zu bringen und eine um so grdssere, als 
dafiir aus dem Wesen der Wissenschaft wirklich keinerlei Rechtferti- 
gung gezogen werden kann; denn das Wesen der Mathematik liegt 
gerade in ihrer Freiheit. 

Wiirde mir diese Beschaffenheit der Mathematik nicht aus den er- 
wihnten Griinden sich ergeben haben, so miisste mich doch die ganze 
Entwickelung der Wissenschaft selbst, wie wir sie in unserm Jahr- 
hundert wahrnehmen, genau zu denselben Ansichten hinfihren. 

Wiiren Gauss, Cauchy, Abel, Jacobi, Dirichlet, Weier- 
strass, Hermite und Riemann verbunden gewesen, ihre neuen Ideen 
stets einer metaphysischen Controlle zu unterwerfen, wir wiirden uns 
firwahr nicht des grossartigen Aufbaues der neueren Functionentheorie 
zu erfreuen haben, der, obgleich vollig frei und ohne transeunte Zwecke 
entworfen und errichtet, dennoch schon jetzt in Anwendungen auf 
Mechanik, Astronomie und mathematische Physik seine transiente Be- 
deutung, wie nicht anders zu erwarten war, offenbart; wir wiirden nicht 
den grossen Aufschwung in der Theorie der Differentialgleichungen durch 
Fuchs, Poincaré und viele andere herbeigefiihrt sehen, wenn diese 
ausgezeichneten Krifte durch fremdartige EHinfliisse gehemmt und ein- 
geschniirt gewesen wiiren; und wenn Kummer die folgenreiche Freiheit 
der Kinfiihrung sogenannter ,,idealer“ Zahlen in die Zahlentheorie sich 
nicht genommen haben wiirde, wir wiiren heute nicht in der Lage, 
die so wichtigen und vorziiglichen algebraischen und arithmetischen 
Arbeiten Kroneckers und Dedekinds zu bewundern. 

So berechtigt daher die Mathematik ist, sich durchaus frei von 
allen metaphysischen Fesseln zu bewegen, vermag ich doch andrerseits 
der ,,angewandten‘ Mathematik, wie beispielsweise der analytischen 
Mechanik und der mathematischen Physik dasselbe Recht nicht zu- 
zugestehen; diese Disciplinen sind m. E. in ihren Grundlagen sowohl, 
wie in ihren Zielen metaphysisch; suchen sie sich hiervon frei zu 
machen, wie dies neuerdings seitens eines beriihmten Physikers vor- 
geschlagen worden ist, so arten sie in eine ,,Naturbeschreibung“ aus, 
welcher der frische Hauch des freien mathematischen Gedankens ebenso- 
wohl, wie die Macht der Erklérung und Ergriindung von Naturer- 
scheinungen fehlen muss. 


§ 9. 

Bei der grossen Bedeutung, welche den sogenannten reellen, ratio- 
nalen und irrationalen Zahlen in der Mannichfaltigkeitslehre zukommt, 
mochte ich es nicht unterlassen, iiber ihre Definitionen das Wichtigste 
hier zu sagen. Ich gehe auf die Einfiihrung der rationalen Zahlen 








cn eee adel — 

















si 





Sn eee” eer 








Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. 565 


nicht niher ein, da hiervon streng arithmetische Darstellungen viel- 
fach ausgebildet sind; von den mir niiher stehenden hebe ich die- 
jenigen von H. Grassmann (Lehrbuch der Arithmetik, Berlin 1861) 
und J, H. T. Miiller (Lehrbuch der allgemeinen Arithmetik, Halle 1855) 
hervor. Dagegen méchte ich in Kiirze die drei mir bekannten und 
wohl auch im Wesentlichen einzigen Hauptformen der streng arith- 
metischen Einfiihrung der allgemeinen reellen Zahlen genauer be- 
sprechen. Es sind dies erstens die Kinfiihrungsart, welcher sich Herr 
Prof. Weierstrass seit vielen Jahren in seinen Vorlesungen iiber ana- 
lytische Functionen bedient und von welcher man einige Andeutungen 
in der Programmabhandlung von Herrn E. Kossak (Die Elemente der 
Arithmetik, Berlin 1872) finden kann. Zweitens hat Herr R. Dedekind 
in- seiner Schrift: Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872 
eine eigenartige Definitionsform publicirt und drittens ist von mir im 
Jahre 1871 (Math. Annalen Bd. V, pag. 123) eine Definitionsform 
angegeben worden, die iusserlich eine gewisse Aehnlichkeit mit der 
Weierstrass’schen hat, so dass sie von Herrn H. Weber (Zeitschrift 
fiir Mathematik und Physik, 27. Jahrg., historisch liter. Abth., pag. 163) 
mit dieser verwechselt werden konnte; m. E. ist aber diese dritte, spiiter 
auch von Herrn Lipschitz (Grundlagen der Analysis, Bonn 1877) 
entwickelte Definitionsform die einfachste und natiirlichste von allen 
und ‘man hat an ihr den Vortheil, dass sie sich dem analytischen Calciil 
am unmittelbarsten anpasst. 

Zur Definition einer irrationalen reellen Zahl gehoért stets eine 
wohldefinirte unendliche Menge erster Michtigkeit von rationalen Zahlen; 
hierin besteht das Gemeinschaftliche aller Definitionsformen, ihr Unter- 
schied liegt in dem Erzeugungsmoment, durch welches die Menge mit 
der durch sie definirten Zahl verkniipft ist und in den Bedingungen, 
welche die Menge zu erfiillen hat, damit sie als Grundlage fiir die be- 
treffende Zahlendefinition sich eigne. 

Bei der ersten Definitionsform wird eine Menge positiver rationaler 
Zahlen a, zu Grunde gelegt, die mit (a,) bezeichnet werde und welche 
die Bedingung erfiillt, dass, wie viele und welche auch von den a, in 
endlicher Anzahl summirt werden, diese Summe immer unterhalb einer 
angebbaren Grenze bleibt. Hat man nun zwei solche Aggregate (a,) 
und (a,'), so wird strenge gezeigt, dass sie drei Fille darbieten kénnen; 


entweder ist jeder Theil . der Einheit in beiden Aggregaten, sofern 
man ihre Elemente in hinreichender, vergrésserungsfihiger , endlicher 
Anzahl summirt, stets gleich oft enthalten; oder es ist =, von einem 
gewissen ” an, in dem ersten Aggregat stets dfter als in dem zweiten, 


oder drittens es ist --, von einem gewissen an, in dem zweiten stets 
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éfter als in dem ersten enthalten. Diesen Vorkommnissen entsprechend 
wird, wenn } und DB’ die durch die beiden Aggregate (a,) und (a,’) zu 
definirenden Zahlen sind, im ersten Falle b = b’, im zweiten b > UV’, 
im dritten b <b’ gesetzt. Vereinigt man die beiden Aggregate zu 
einem neuen (a,, a,), so giebt dieses die Grandlage fiir die Definition 
von b + 0b’; bildet man aber aus den beiden Aggregaten (a,) und (a,’) 
das neue (a,-a,), in welechem die Elemente die Producte aus allen 
a, in alle a,’ sind, so wird dieses neue Aggregat zur Grundlage der 
Definition fiir das Product bb’ genommen. 

Man sieht, dass hier das Erzeugungsmoment, welches die Menge 
mit der durch sie zu definirenden Zahl verkniipft, in der Summen- 
bildung liegt; doch muss als wesentlich hervorgehoben werden, dass nur 
die Summation einer stets endlichen Anzahl von rationalen Elementen 
zur Anwendung kommt und nicht etwa von vornherein die zu defini- 
rende Zahl b als die Summe 2a, der unendlichen Reihe (a,) gesetzt 
wird; es wiirde hierin ein logischer Fehler liegen, weil vielmehr die 
Definition der Summe Za, erst durch Gleichsetzung mit der noth- 
wendig vorher schon definirten, fertigen Zahl b gewonnen wird. Ich 
glaube, dass dieser erst. von Herrn Weierstrass vermiedene logische 
Fehler in friiheren Zeiten fast allgemein begangen und aus dem Grunde 
nicht bemerkt worden ist, weil er zu den seltenen Fiillen gehért, in 
welchen wirkliche Fehler keinen bedeutenderen Schaden im Caleciil an- 
richten kénnen. — Trotzdem hingen, meiner Ueberzeugung nach, mit 
dem bezeichneten Fehler alle Schwierigkeiten zusammen, welche in 
dem Begriff des Irrationalen gefunden worden sind, wogegen bei Ver- 
meidung dieses Fehlers die irrationale Zahl mit derselben Bestimmt- 
heit, Deutlichkeit und Klarheit sich in unserm Geiste festsetzt, wie die 
rationale Zahl.” 

Die Definitionsform von Herrn Dedekind legt die Gesammtheit 
aller rationalen Zahlen, diese aber in zwei Gruppen derart getheilt zu 
Grunde, dass, wenn die Zahlen der ersten Gruppe mit Y%,, die der 
zweiten Gruppe mit %, bezeichnet werden, stets UA, << B, ist; eine 
solche Theilung der rationalen Zahlenmenge nennt Herr Dedekind einen 
Schnitt derselben, bezeichnet ihn mit (%,|%,) und ordnet ihm eine 
Zahl b zu. Vergleicht man zwei solche Schnitte (YW, | B,) und (M,’ |B,” 
mit einander, so finden sich ebenso wie bei der ersten Definitionsform 
im ganzen drei Méglichkeiten, denen entsprechend die durch die beiden 
Schnitte reprisentirten Zahlen b und b’ einander gleich oder b > b 
oder b < b’ gesetzt werden. Der erste Fall findet, abgesehen von ge- 
wissen leicht zu regulirenden Ausnahmen, welche bei dem Rationalsein 
der zu definirenden Zahlen vorkommen, nur bei volliger Identitat der 
beiden Schnitte statt und hierbei tritt der nicht wegzuleugnende ent- 
schiedene Vorzug dieser Definitionsform vor den. beiden anderen her- 














4 ete ete eet et 


end 
zu 
U, 
zu 
ion 
Ay) 
len 
der 


ge 
en- 
nur 
ten 
ni- 
tt 
die 
th- 
Ich 
che 
ide 


an- 
nit 

in 
er- 
nt- 
die 
eit 
Jer 
ine 


en 
ine 


rm 
en 


ze- 
sin 
ler 


ér- 








Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. 567 


vor, dass jeder Zahl b nur ein einziger Schnitt entspricht, welchem 
Umstande aber der grosse Nachtheil gegeniibersteht, dass die Zahlen 
in der Analysis sich niemals in der Form von ,,Schnitten“ darbieten, 
in welche sie erst mit grosser Kunst und Umstindlichkeit gebracht 
werden miissen. 

Nun folgen auch hier die Definitionen fiir die Summe b + 0b’ und 
das Product bb’ auf Grund neuer aus den beiden gegebenen hervor- 
gehenden Schnitte. 

Der Nachtheil, der init der ersten und dritten Definitionsform ver- 
bunden ist, dass niimlich hier dieselben d. h. gleichen Zahlen unend- 
lich oft sich darbieten und somit eine eindeutige Uebersicht iiber 
simmtliche reellen Zahlen nicht unmittelbar erhalten wird, kann mit 
der gréssten Leichtigkeit durch Specialisirung der zu Grunde gelegten 
Mengen (a,) beseitigt werden, indem man irgend eine der bekannten 
eindeutigen Systembildungen, wie das Decimalsystem oder die einfache 
Kettenbruchentwickelung heranzieht. 

Ich komme nun zu der dritten Definitionsform der reellen Zahlen, 
Auch hier wird eine unendliche Menge rationaler Zahlen (a,) von der 
ersten Michtigkeit zu Grunde gelegt, von ihr jedoch eine andere Be- 
schaffenheit verlangt, wie bei der Weierstrass’schen Definitionsform ; 
ich fordre, dass nach Annahme einer beliebig kleinen rationalen Zahl ¢ 
eine endliche Anzahl von Gliedern der Menge abgeschieden werden 
kann, so dass die iibrig bleibenden paarweise einen Unterschied haben, 
der seiner absoluten Grésse nach kleiner ist als «. Jede derartige 
Menge (a,), welche auch durch die Forderung: 


Lim (4,4, — a) = 9 (bei beliebig gelassenem yu) 


charakterisirt werden kann, nenne ich eine Fundamentalreihe und ordne 
ihr eine durch sie zu definirende Zahl b zu, fiir welche man sogar 
zweckmiissig das Zeichen (a,) selbst gebrauchen kann, wie dies von 
Herrn Heine, der in diesen Fragen nach vielen miindlichen Erdrte- 
rungen sich mir angeschlossen hatte, in Vorschlag gebracht worden 
ist. (Man vgl. Borchardts J. Bd. 74 pag. 172). Eine solche Funda- 
mentalreihe bietet, wie sich streng aus ihrem Begriffe deduciren lisst, 
drei Fille dar; entweder es sind ihre Glieder a, fiir hinreichend grosse 
Werthe von » kleiner, ihrem absoluten Betrage nach, als eine be- 
liebig vorgegebene Zahl; oder es sind dieselben von einem gewissen 
vy an groésser als eine bestimmt angebbare positive rationale Zahl 9; 
oder sie sind von einem gewissen v an kleiner als eine bestimmt an- 
gebbare negative rationale Grésse — 9. In dem ersten Falle sage ich, 
dass b gleich Null, im zweiten, dass b grésser als Null oder positiv, 
im dritten, dass b kleiner als Null oder negativ sei. 

Nun kommen die Elementaroperationen, Sind (a,) und (a,’) zwei 
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Fundamentalreihen durch welche die Zahlen b und b’ determinirt seien, 
so zeigt sich, dass auch (a,-+a’,) und (a,+a,) Fundamentalreihen 
sind, die also drei neue Zahlen bestimmen, welche mir als Definitionen 
fir die Summe und Differenz b + b' und fiir das Product b - b’ dienen. 
Ist zudem b von Null verschieden, wofiir im Vorhergehenden die 
=) eine Funda- 


mentalreihe ist, deren zugehérige Zah! die Definition fiir den Quotienten 
v li . 
» iefert. 





Definition gegeben ist, so beweist man, dass auch ( 


Die Elementaroperationen zwischen einer durch eine Fundamental- 
reihe (a,) gegebenen Zahl b und einer direct gegebenen rationalen 
Zahl a sind in den soeben festgesetzten eingeschlossen, indem man 
a, =a, b’ =a sein lisst. 

Jetzt erst kommen die Definitionen des Gleich-, Grésser- und 
Kleinerseins zweier Zahlen b und b’ (von denen b’ auch = a sein 
kann) und zwar sagt man, dass b = b' oder b > b’ oder b < Db’ ist, je 
nachdem b — b’ gleich Null oder grésser oder kleiner als Null ist. 

Nach allen diesen Vorbereitungen ergiebt sich als erster streng 
beweisbarer Satz, dass, wenn b die durch eine Fundamentalreihe (a,) 
bestimmte Zahl ist, alsdann b — a, mit wachsendem vy dem absoluten 
Betrage nach kleiner wird als jede denkbare rationale Zahl, oder was 
dasselbe heisst, dass: 

Lim a, = b. 


wn 
Man achte wohl auf diesen Cardinalpunct, dessen Bedeutung leicht 
iibersehen werden kann: Bei der dritten Detinitionsform wird nicht 
etwa die-Zahl b detinirt als Grenze der Glieder a, einer Fundamental- 
reihe (a,); denn dies wiirde ein ihnlicher logischer Fehler sein, wie 
der bei Besprechung der ersten Definitionsform hervorgehobene und 
zwar aus dem Grunde, weil alsdann die Existenz der Grenze Lim a, 


w—@ 


prisumirt wiirde; vielmehr verhilt sich die Sache umgekehrt so, dass 
durch unsere vorangegangenen Definitionen der Begriff b mit solchen 
Eigenschaften und Beziehungen zu den rationalen Zahlen bedacht wor- 
den ist, dass daraus mit logischer Evidenz der Schluss gezogen werden 
kann: Lim a, existirt und ist gleich b. Man verzeihe mir hier die 


w—D 


Ausfihrlichkeit, welche ich mit der Wahrnehmung motivire, dass an dieser 
unscheinbaren Kleinigkeit die Meisten voriibergehen und sich alsdann 
leicht in Zweifel und Widerspriiche mit Bezug auf das Irrationale ver- 
stricken, von denen sie bei Beobachtung der hier hervorgehobenen 
Umstiinde vollig verschont bleiben wiirden; denn sie wiirden alsdann 
klar erkennen, dass die irrationale Zahl vermége der ihr durch die 
Definitionen gegebenen Beschaffenheit eine ebenso bestimmte Realitat in 
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unserm Geiste hat, wie die rationale, selbst wie die ganze rationale 
Zahl und dass man sie nicht erst durch einen Grenzprocess zu ge- 
winnen braucht, sondern vielmehr im Gegentheil durch ihren Besitz 
von der Thunlichkeit und Evidenz der Grenzprocesse allgemein iiber- 
zeugt wird’); denn nun erweitert man mit Leichtigkeit den soeben an- 
gefiihrten Satz zu folgendem: Ist (b,) irgend eine Menge rationaler 
oder irrationaler Zahlen mit der Beschaffenheit, dass Lim (6,4, — b,) =0, 


(was auch uw sei), so giebt es eine durch eine Fundamentalreihe (a,) 
bestimmte Zahl b, so dass: 


Lim b, = 6 


Es zeigt sich also, dass dieselben Zahlen b, welche auf Grund von 
Kundamentalreihen (a,) (ich nenne diese Fundamentalreihen von der 
ersten Orduung) derart definirt sind, dass sie sich als Grenzen der a, 
ausweisen, auf mannichfache Weisen auch als Grenzen von Reihen (b,) 
darstellbar sind, wo jedes der b, durch eine Fundamentalreihe erster 
Ordnung (a\”’) (mit festem v) definirt ist. 

Ich nenne daher eine solche Menge (b,), wenn sie die Beschaffen- 
heit hat, dass Lim (b,,, — b,) =O (bei beliebigem mw), eine Funda- 


mentalreihe zweiter Ordnung. 

Ebenso lassen sich Fundamentalreihen dritter, vierter, - - ne" Ord- 
nung, aber auch Iundamentalreihen a@'** Ordnung bilden, wo @ eine 
beliebige Zahl der zweiten Zahlenclagse ist. 

Alle diese Fundamentalreihen leisten fiir die Bestimmung einer 
reellen Zahl b genau dasselbe, wie die Fundamentalreihen erster Ord- 
nung und der Unterschied liegt nur in der complicirteren, ausgebrei- 
teteren Form des Gegebenseins. Nichts destoweniger scheint es mir, 
wofern man sich auf den Standpunkt der dritten Definitionsform iiber- 
haupt stellen will, in hohem Grade angemessen, diesen Unterschied in 
der bezeichneten Weise zu fixiren, wie ich dies auch am angefiihrten 
Orte (Math. Ann. Bu. V, pag. 123) in tihnlicher Weise schon gethan 
habe. Ich bediene mich deshalb jetzt der Ausdrucksweise: die Zahlen- 
grésse b ist durch eine Fundamentalreihe n'" resp. a'** Ordnung ge- 
geben. Entschliesst man sich hierzu, so erreicht man damit eine 
ausserordentlich leichtfliissige und zugleich fassliche Sprache, um die 
Fiille der vielgestaltigen, oft so complicirten Gewebe der Analysis in 
der allereinfachsten und bezeichnendsten Weise zu beschreiben, womit 
ein nach meiner Meinung nicht zu unterschitzender Gewinn an Klar- 
heit und Durchsichtigkeit erzielt wird. Ich trete hiermit dem Bedenken 
entgegen, welches Herr Dedekind in der Vorrede seiner Schrift ,,Stetig- 
keit und irrationale Zahlen“ hinsichtlich dieser Unterscheidungen aus- 
gesprochen hat; es lag mir nicht entfernt im Sinne, durch die Funda- 
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mentalreihen zweiter, dritter Ordnung etc. neue Zahlen einzufiihren, die 
nicht schon durch die Fundamentalreihen erster Ordnung bestimmbar 
wiiren, sondern ich hatte nur die begrifflich verschiedene Form des 
Gegebenseins im Auge; es geht dies aus einzelnen Stellen meiner 
Arbeit selbst deutlich hervor. 

Auf einen merkwiirdigen Umstand miéchte ich hierbei aufmerksam 
machen, dass niimlich in diesen von mir durch Zahlen der ersten und 
zweiten Zahlenclasse unterschiedenen Ordnungen von Fundamental- 
reihen, alle iiberhaupt denkbaren in der Analysis bereits gefundenen 
oder noch ungefundenen Formen mit dem iiblichen Reihencharakter 
durchaus erschépft sind, in dem Sinne, dass es Fundamentalreihen 
deren Ordnungszahl etwa durch eine Zahl der dritten Zahlenclasse be- 
zeichnet werden michte, gar nicht giebt, wie ich bei anderer Gelegen- 
heit streng beweisen werde. 

Ich will nun in Kiirze versuchen, die Zweckmiissigkeit der dritten 
Definitionsform zu erkliren. 

Zur Bezeichnung dafiir, dass eine Zahl 6 auf Grund einer Funda- 


- mentalreihe (e,) irgend welcher Ordnung n oder @ gegeben ist, bediene 


ich mich der Formeln: 
bev (e,) oder (e,) ov b. 


Liegt beispielsweise eine convergente Reihe mit dem allgemeinen 
Gliede c, vor, so ist die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir 
die Convergenz bekanntlich diese, dass: lim (¢,4; + +--+ ¢4,) =0 


(wo w beliebig). _ 
Man definirt daher Jie Summe der Reihe durch die Formel: 


nD 


Yan (Za). 


n=0 
Sind z. B. alle c, definirt auf Grund von Fundamentalreihen k' Ord- 


v 


nung, so gilt ein gleiches von >> ¢n und es tritt uns hier die Summe 


n= 
an 


> «i als definirt durch eine Fundamentalreihe (k + 1) Ordnung 


n=0 
entgegen. 


Soll beispielsweise der gedankliche Inhalt des Satzes sin (3) =1 


beschrieben werden, so kann man sich etwa = und dessen Potenzen 
gegeben denken durch die Formeln: 


FV) (FY, 


2 








~, 


tao. dw @$qa ea 


~~ 


a_ ms Ste OS OOWhlUhrH!HhUC hlUC Fj. Oh Um 














mie 








Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. 


wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 


S7 (— 1)" 
2 = 2n+1 





= d,. 


Ferner wird sein: 


2m+1 
sin (3 ye Bl - a ae , 


d. h. sin (=) ist auf Grund einer Fundamentalreihe zweiter Ordnung 


definirt, und durch jenen Satz wird also das Gleichsein der rationalen 
Zahl 1 und einer auf Grund einer Fundamentalreihe zweiter Orduung 


5 ) ausgedriickt. 


In thnlicher Weise lisst sich der gedankliche Inhalt complicirterer 
Formeln, wie beispielsweise derjenigen aus der Theorie der Theta- 
fynctionen priicis und verhiiltnissmiissig einfach beschreiben, — wihrend 
die Zuriickfiihrung unendlicher Reihen auf solche, die aus lauter ratio- 
nalen Gliedern, zumai mit stets gleichem Vorzeichen, gebildet sind und 
unbedingt convergiren, meistens mit der gréssten Umstindlichkeit ver- 
bunden ist, die hier bei der dritten Definitionsform im Gegensatze zur 
ersten giinzlich vermieden wird und offenbar auch vermieden werden 
kann, so lange es sich nicht um eine numerische niherungsweise Be- 
stimmung von Reihensummen mittelst rationaler Zahlen, sondern allein 
um unbedingt scharfe Definitionen derselben sich handelt. Die erste 
Definitionsform scheint mir allerdings nicht so leicht brauchbar zu sein, 
wenn es sich um die priicise Definition der Summen von Reihen han- 
delt, die nicht unbedingt convergiren, bei denen vielmehr die An- 
ordnung ihrer sowohl positiven wie negativen Glieder eine bestimmt 
vorgezeichnete ist. Doch selbst bei Reihen mit unbedingter Convergenz 
wird die Herstellung der Summe, wenn auch letztere unabhiingig von 
der Anordnung ist, nur bei einer bestimmten Anordnung wirklich aus- 
fiihrbar sein; man ist daher auch in solchen Fiillen versucht, der 
dritten Definitionsform den Vorzug vor der ersten zu geben. Endlich 
scheint mir fiir die dritte Definitionsform ihre Verallgemeinerungs- 
fihigkeit auf dberendliche Zahlen zu sprechen, wihrend eine solche 
Ausbildung der ersten Definitionsform ganz unméglich ist; dieser Unter- 
schied liegt einfach daran, dass bei den tiberendlichen Zahlen das com- 
mutative Gesetz schon bei der Addition im Allgemeinen ungiiltig ist; 
die erste Definitionsform ist aber mit diesem Gesetze untrennbar ver- 
kniipft, sie steht und fallt mit demselben. Doch bei allen Zahlenarten, 
wo das commutative Additiongesetz giiltig ist, erweist sich die erste 
Definitionsform, abgesehen von den bezeichneten Puncten, als ganz 
vortrefflich. 


gegebenen Zahl sin (s 
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§ 10. 

Der Begriff des ,,Continuums“ hat in der Entwickelung der Wissen- 
schaften iiberall nicht nur eine bedeutende Rolle gespielt, sondern auch 
stets die gréssten Meinungsverschiedenheiten und sogar heftige Streitig- 
keiten hervorgerufen. Dies liegt vielleicht daran, dass die ihm zu 
Grunde liegende Idee in ihrer Erscheinung bei den Dissentirenden 
einen verschiedenen Inhalt aus dem Grunde angenommen hat, weil 
ihnen die genaue und vollstiindige Definition des Begriffs nicht tiber- 
liefert worden war; vielleicht aber auch,- und dies ist mir das Wahr- 
scheinlichste, ist die Idee des Continuums schon von denjenigen Grie- 
chen, welche sie zuerst gefasst haben mégen, nicht mit der Klarheit 
und Vollstindigkeit gedacht worden, welche erforderlich gewesen wiire, 
um die Méglichkeit verschiedener Auffassungen seitens der Nachfolger 
auszuschliessen, So sehen wir, dass Leukipp, Demokrit und Aristo- 
teles das Continuum als ein Compositum betrachten, welches ex partibus 
sine fine divisibilibus besteht, dagegen Epikur und Lucretius dasselbe 
aus ihren Atomen, als endlichen Dingen zusammensetzen, woraus nach- 
mals ein grosser Streit unter den Philosophen entstanden ist, von denen 
einige dem Aristoteles, andere dem Epikur gefolgt sind; andere wieder 
statuirten, um diesem Streit fern zu bleiben, mit Thomas von 
Aquino, ®) dass das Continuum weder aus unendlich vielen, noch aus einer 
endlichen Anzahl von Theilen, sondern aus gar keinen Theilen bestehe; 
diese letztere Meinung scheint mir weniger eine Sacherkliirung als das 
stillschweigende Bekenntniss zu enthalten, dass man der Sache nicht 
auf den Grund gekommen ist und es vorzieht, ihr vornehm aus dem 
Wege zy gehen. Hier sehen wir den mittelalterlich-scholastischen Ur- 
sprung einer Ansicht, die wir noch heutigen Tages vertreten finden, 
wonach das Continuum ein unzerlegbarer Begriff oder auch, wie andere 
sich ausdriicken, eine reine aprioristische Anschauung sei, die kaum 
einer Bestimmung durch Begriffe zugiinglich wiire; jeder arithmetische 
Determinationsversuch dieses Mysteriums wird als ein unerlaubter 
Eingriff angesehen und mit gehdrigem Nachdruck zuriickgewiesen; 
schiichterne Naturen empfangen dabei den Eindruck, als ob es sich 
bei dem ,,Continuum“ nicht um einen mathematisch-logischen Begriff 
sondern viel eher um ein religidses Dogma handle. 

Mir liegt es sehr fern, diese Streitfragen wieder heraufzubeschworen, 
auch wiirde mir zu einer genaueren Besprechung derselben in diesem 
engen Rahmen der Raum fehlen; ich sehe mich nur verpflichtet, den 
Begriff des Continuums, so logisch-niichtern wie ich ihn auffassen 
muss und in der Mannichfaltigkeiislehre ihn brauche, hier méglichst 
kurz und auch nur mit Riicksicht auf die mathematische Mengenlehre 
zu entwickeln. Diese Bearbeitung ist mir aus dem Grunde nicht leicht 
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geworden, weil unter den Mathematikern, auf deren Autoritiit ich mich 
gern berufe, kein Einziger sich mit dem Continuum in dem Sinne ge- 
nauer beschiiftiget hat, wie ich es hier néthig habe. 

Man hat zwar unter Zugrundelegung einer oder mehrerer reellen 
oder complexen continuirlichen Gréssen (oder, wie ich glaube richtiger 
mich auszudriicken, continuirlicher Gréssenmengen) den Begriff eines 
von ihnen ein- oder mehrdeutig abhingigen Continuums, d. h. den 
stetigen Functionsbegriff nach den verschiedensten Richtungen aufs 
Beste ausgebildet und es ist auf diese Weise die Theorie der sogenannten 
analytischen Functionen, wie auch der allgemeineren Functionen mit 
ihren héchst merkwiirdigen Erscheinungen (wie Nichtdifferentiirbarkeit 
und Aehnliches) entstanden; aber das «wnabhdngige Continuum selbst 
ist von den mathematischen Autoren nur in jener einfachsten Er- 
scheinungsform vorausgesetzt und keiner eingehenderen Betrachtung 
unterworfen worden. 

Zuniichst habe ich zu erkliiren, dass meiner Meinung nach die 
Heranziehung des Zeitbegriffs oder der Zeitanschawung bei Erérterung 
des viel urspriinglicheren und allgemeineren Begriffs des Continuums 
nicht in der Ordnung ist; die Zeit ist meines Erachtens eine Vor- 
stellung, die zu ihrer deutlichen Erklirung den von ihr unabhiingigen 
Continuititsbegriff zur Voraussetzung hat und sogar mit Zuhiilfenahme 
desselben weder objectiv als eine Substanz, noch subjectiv als eine 
nothwendige apriorische Anschauungsform aufgefasst werden kann, 
sondern nichts Anderes als ein Hiilfs- und Beziehungsbegriff ist, durch 
welchen die Relation zwischen verschiedenen in der Natur vorkommen- 
den und von uns wahrgenommenen Bewegungen festgestellt wird. So 
etwas wie objective oder absolute Zeit kommt in der Natur nirgends 
vor und es kann daher auch nicht die Zeit als Maass der Bewegung, 
viel eher kénnte diese als Maass der Zeit angesehen werden, wenn 
nicht dem Letzteren entgegenstiinde, dass die Zeit selbst in der be- 
scheidenen Rolle einer subjectiv nothwendigen apriorischen Anschau- 
ungsform es zu keinem erspriesslichen, unangefochteneu Gedeihen hat 
bringen kénnen, obgleich ihr seit Kant die Zeit dazu nicht gefehlt 
haben wiirde. 

Ebenso ist es meine Ueberzeugung, dass man mit der sogenannten 
Anschauungsform des Raumes gar nichts anfangen kann, um Aufschluss 
iiber das Continuum zu gewinnen, da auch der Rawm und die in ihm 
gedachten Gebilde nur mit Hiilfe eines begrifflich bereits fertigen Con- 
tinuums denjenigen Gehalt erlangen, mit welchem sie Gegenstand nicht 
blos iisthetischer Betrachtungen oder philosophischen Scharfsinnes oder 
ungenauer Vergleiche, sondern niichtern-exacter mathematischer Unter- 
suchungen werden kénnen. 

Somit bleibt mir nichts Anderes iibrig, als mit Hiilfe der in § 9 
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definirten reellen Zahlbegriffe einen méglichst allgemeinen rein arith- 
metischen Begriff eines Punctcontinuums zu versuchen. Als Grund- 
lage dient mir hierbei, wie dies nicht anders sein kann, der n-dimen- 
sionale ebene arithmetische Raum G,, d. h. der Inbegriff aller Werth- 
systeme: j 
(%, 1 %_| +++ | an), 

in welchen jedes x unabhingig von den anderen alle reellen Zahlen- 
werthe von — oo bis + oo erhalten kann. Jedes besondere derartige 
Werthsystem nenne ich einen arithmetischen Punct von G,. Die Ent- 
fernung zweier solcher Puncte wird durch den Ausdruck: 

HV (2, — 4)? +, — 2) + +++ + (8a — Bn)? 
definirt und unter einer arithmetischen in G, euthaltenen Punctmenge 
P jeder gesetumiissig gegebene Inbegriff von Puncten des Raumes G, 
verstanden. Die Untersuchung liiuft also darauf hinaus, eine scharfe 
und zugleich méglichst allgemeine Definition dafiir aufzustellen , wann 
P ein Continuum zu nennen ist. 

Ich habe in Borchardts J. Bd. 84, pag. 242 bewiesen, dass alle 
Riume G,, wie gross auch die sogenannte Dimensionevanzahl n sei, 
gleiche Miichtigkeit haben und folglich ebenso médichtig sind wie das 
Linearcoutinuum, wie also etwa der Inbegriff aller reellen Zahlen des 
Intervalles (0---1). Es reducirt sich daher die Untersuchung und 
Feststellung der Miichtigkeit von G, auf dieselbe Frage, specialisirt 
auf das Intervall (0--1) und ich hoffe, sie schon bald durch einen 
strengen Beweis dahin beantworten zu kénnen, dass die gesuchte 
Miichtigkeit keine andere ist als diejenige unserer zweiten Zahlen- 
classe (II). Hieraus wird folgen, dass siimmtliche unendliche Punkt- 
mengen P entweder die Miichtigkeit der ersten Zahlenclasse (I) oder 
die Miichtigkeit der zweiten Zahlenclasse (11) haben. Es wird sich 
auch noch die weitere Consequenz daraus ziehen lassen, dass der In- 
begriff aller Functionen von einer oder mehreren Veriinderlichen, welche 
durch eine vorgegebene unendliche Reihenform, gleichviel welche, dar- 
stellbar sind, auch nur die Michtigkeit der zweiten Zahlenclasse (Il) 
besitzt und daher durch Zahlen der dritten Zahlenclasse (III) abedihlbar 
ist.‘®) Dieser Satz wird sich also beispielsweise auf den Inbegriff aller 
,analytischen“, d. h, durch Fortsetzung convergenter Potenzreihen her- 
vorgehender Functionen von einer oder mehreren Veriinderlichen oder 
auf die Menge aller Functionen einer oder mebrerer reellen Verinder- 
lichen beziehen, die durch trigonometrische Reihen darstellbar sind. 

Um nun dem allgemeinen Begriff eines innerhalb G, gelegenen 
Continuums niher zu kommen, erinnere ich an den Begfiff der Ab- 
leitung P) einer beliebig gegebenen Punktmenge P, wie er zuerst in 


der Arbeit; Math. Ann, Bd. V, dann in Bd. XV, XVU, XX und XXI 
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sich entwickelt und zum Begriff einer Ableitung P erweitert findet, 
wo y irgend eine ganze Zahl einer der Zahleclassen (I), (II), (III) ete. 
sein kann. 

Ks lassen sich nun die Punktmengen P auch nach der Miachtigkeit 
ihrer ersten Ableitung P“ in zwei Classen eintheilen. Hat P\ die 
Michtigkeit von (1), so zeigt sich, wie ich in § 3 dieser Schrift schon 
gesagt habe, dass es eine erste ganze Zahl a der ersten oder zweiten 
Zahlenclasse (II) giebt, fiir welche P(@ verschwindet. Hat aber P 
die Michtigkeit der zweiten Zahlenclasse (II), so lisst sich P“ stets 
und zwar nur auf einzige Weise in zwei Mengen R und S zerlegen, 
so dass: 

PO=R+58, 
wo F und S eine fusserst verschiedene Beschaffenheit haben: 

R ist so beschaffen, dass sie durch den wiederholten Ableitungs- 
process einer fortwaihrenden Reduction bis zur Annihilation fihig ist, 
so dass es immer eine erste ganze Zahl y der+ Zahlenclassen (1) oder 
(I) giebt, fiir welche: 

RY = 0; 
solehe Punktmengen R nenne ich reductibel. 

S dagegen ist so beschaffen, dass bei dieser Punktmenge der Ab- 
leitungsprocess gar keine Aenderung hervorbringt, indem: 


S= 8 
S 


= Ss” 
ist; derartige Mengen S nenne ich perfecte Puanktmengen. Wir kéunen 
daher sagen: ist P") von der Michtigkeit der zweiten Zahlenclasse (II), 
so zerfillt P! in eine bestimmte reductible und eine bestimmte per- 
fecte Punktmenge. 

Obgleich diese beiden Priidicate ,,reductibel und ,,perfect“ in 
einer und derselben Punktmenge nicht vereinbar sind, so ist doch 
andrerseits irreductibel nicht soviel wie perfect und ebensowenig im- 
perfect genau dasselbe wie reductibel, wie man bei einiger Aufmerk- 
samkeit leicht sieht. 

Die perfecten Punktmengen S sind keineswegs immer in ihrem 
Innern das,:was ich in meinen vorhin genannten Arbeiten ,,iiberall- 
dicht“ genannt habe''); deshalb eignen sie sich auch noch nicht allein 
zur vollstiindigen Definition eines Punktcontinuums, wenn man auch 
sofort zugeben muss, dass letzteres stets eine perfecte Menge sein muss. 

Es ist vielmehr noch ein Begriff erforderlich, um im Verein mit 
dem vorhergehenden das Continuum zu definiren, niimlich der Begriff 
einer zusammenhdngenden Punktmenge 7’. 

Wir nenuen 7’ eine zusammenhdngende Punktmenge, wenn fiir je 
zwei Punkte ¢ und ¢ derselben, bei vorgegebener beliebig kleiner 


und folglich auch: 
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Zahl <¢ immer eine endliche Anzahl Punkte ¢,, ¢,,--- ¢, von 7 auf 
mehrfache Art vorhanden sind, so dass die Entfernungen ¢#,, é,¢,, 
t,t,, -- + &¢ simmtlich kleiner sind als «. , 

Alle uns bekannten geometrischen Punktcontinua fallen nun auch, 
wie leicht zu sehen, unter diesen Begriff der zusammenhdngenden 
Punktmenge; ich glaube aber nun auch in diesen beiden Priidicaten 
» perfect‘ und ,,zusammenhiingend“ die nothwendigen und hinreichen- 
den Merkmale eines Punktcontinuums zu erkennen und definire daher 
ein Punktcontinuum innerhalb G, als eine perfect - zusammenhdngende 
Menge.'*) Hier sind ,,perfect“* und ,,zusammenhingend“ nicht blosse 
Worte, sondern durch die vorangegangenen Definitionen aufs schirfste 
begrifflich charakterisirte, ganz allgemeine Priidicate des Continwums. 

Die Bolzanosche Definition des Continuums (Paradoxien § 38) 
ist gewiss nicht richtig; sie driickt einseitig bloss eine Kigenschaft des 
Continuums aus, die aber auch erfiiilt ist bei Mengen, welche aus G, 
dadurch hervorgehen, dass man sich von G, irgend eine ,,isolirte“ 
Punktmenge (man vgl. Math. Ann. Bd. XXJ, pag. 51) entfernt denkt; 
desgleichen ist sie erfiillt bei Mengen, welche aus mehreren getrennten 
Continuis bestehen; offenbar liegt in solchen Fallen kein Continuum vor, 
obgleich nach Bolzano dies der Fall wire: Wir sehen also hier einen 
Verstoss gegen den Satz: ,,ad essentiam alicujus rei pertinet id, quo dato 
res necessario ponitur et quo sublato res necessario tollitur; vel id, 
sine quo res, et vice versa quod sine re nec esse nec concipi potest.“ 

Ebenso scheint mir aber auch in der Schrift des Herrn Dedekind 
(Stetigkeit und irrationale Zahlen) nur eine andere Eigenschaft des 
Continuums einseitig hervorgehoben zu sein, diejenige niimlich, welche 
es mit allen »perfecten Mengen gemeinsam hat. 


§ 11. 

Es soll nun gezeigt werden, wie man zu den: Definitionen der 
neuen Zahlen gefiihrt wird und auf welche Weise sich die natiirlichen 
Abschnitte in der absolut-unendlichen realen ganzen Zahlenfolge, welche 
ich Zahlenclassen nenne, ergeben. An diese Auseinandersetzung will 
ich alsdann nur noch die obersten Siitze tiber die zweite Zahlenclasse 
und ihr Verhiltniss zur ersten hinzufiigen. Die Reihe (I) der positiven 
realen ganzen Zahlen 1, 2, 3,---, v,--+ hat ihren Entstehungsgrund in 
der wiederholten Setzung und Vereinigung von zu Grunde gelegten als 
gleich angesehenen Einheiten; die Zahl v ist der Ausdruck sowohl 
fiir eine bestimmte endliche Anzahl solcher auf einander folgenden 
Setzungen, wie auch fiir die Vereinigung der gesetzten Hinheiten zu 
einem Ganzen. Es beruht somit die Bildung der endlichen ganzeén 
realen Zahlen auf dem Princip der Hinzufiigung einer Einheit zu einer 
vorhandenen schon gebildeten Zahl; ich nenne dieses Moment, welches, 
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wie wir gleich sehen werden, auch bei der Erzeugung der héheren 
ganzen Zahlen eine wesentliche Rolle spielt das erste Erzeugungsprincip. 
Die Anzahl der so zu bildenden Zahlen v der Classe (I) ist unendlich 
und es giebt unter ihnen keine grésste. So widerspruchsvoll es daher 
wiire, von einer gréssten Zahl der Classe (I) zu reden, hat es doch 
andrerseits nichts Anstéssiges, sich eine neue Zahl, wir wollen sie 
neunen*), zu denken, welche der Ausdruck dafiir sein soll, dass der 
ganze Inbegriff (I) in seiner natiirlichen Succession dem Gesetze nach ge- 
geben sei. (Aehnlich wie v ein Ausdruck dafiir ist, dass eine gewisse end- 
liche Anzahl von Einheiten zu einem Ganzen vereiniget wird.) Es ist sogar 
erlaubt, sich die neugeschaffene Zahl w als Grenze zu denken, welcher 
die Zahlen v zustreben, wenn darunter nichts Anderes verstanden 
wird, als dass @ die erste ganze Zahl sein soll, welche auf alle Zahlen 
v folgt, d. h. grésser zu nennen ist, als jede der Zahlen v. Indem 
man auf die Setzung der Zahl @ weitere Setzungen der Kinheit folgen 


_ liisst, erhilt man mit Hiilfe des ersten Erzeugungsprincips die weiteren 
Zahlen 
o+1,@+2,-+-,@a++v,++5 

da man hierbei wieder zu keiner gréssten Zahl kommt, so denkt man 
sich eine neue, die man 2@ nennen kann und welche die erste auf 
alle bisherigen Zahlen v und w + v folgende sein soll; wendet man 
auf die Zahl 2@ das erste Erzeugungsprincip wiederholt an, so kommt 
man zu der Fortsetzung: 

2a+1,20+4+2,---2a+,.--- 
der bisherigen Zahlen. 

Die logische Function, welche uns die beiden Zahlen @ und 2@ 
geliefert hat, ist offenbar verschieden von-dem ersten Erzeugungs- 
princip, ich nenne sie das zweite Erzeugungsprincip ganzer realer Zahlen 
und definire dasselbe niiher dahin, dass — wenn irgend eine bestimmte 
Succession definirter ganzer realer Zahlen vorliegt, von denen keine 
grésste existirt, auf Grund dieses zweiten Erzeugungsprincips eine neue 
Zahl geschaffen wird, welche als Grenze jener Zahlen gedacht, d. h. als 
die ihnen allen nichst gréssere Zahl definirt wird. 

Durch combinirte Anwendung beider Erzeugungsprincipien erhiilt 
man daher successive die folgenden Fortsetzungen unserer bisher ge- 
wonnenen Zahlen: 

3@,3@+1,---,3@+y,--- 
Uo, uo -+ 1, i “o-+ vy, sen 


*) Das Zeichen », welches ich in Nr. 2 dieses Aufsatzes (Bd. XVII, pag. 357) 
gebraucht habe, ersetze ich von nun an durch @, weil das Zeichen » schon viel- 
fach zur Bezeichnung von unbestimmten Unendlichkeiten verwandt wird. 
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Doch wird auch hierdurch kein Abschluss erzielt, weil von den 
Zahlen wo + vy gleichfalls keine die grésste ist. 

Das zweite Erzeugungsprincip veranlasst uns daher zur Einfihrung 
einer auf alle Zahlen w@ + v niichstfolgenden, die a? genannt werden 
kann, an diese schliessen sich in bestimmter Succession Zahlen: 


Ao’ + ua+ v, , 


und man kommt dann unter Befolgung der beiden Erzeugungsprin- 
cipien offenbar zu Zahlen von folgender Form: 

Vy @" + v,@e—l. ++ + vy 1@ + Vy; 
doch treibt uns alsdann das zweite Erzeugungsprincip zum Setzen einer 
neven Zahl, welche die diesen Zahlen allen niichst gréssere sein soll 
und passend mit: 

@” 

bezeichnet wird. 

Die Bildung never Zahlen hat, wie man sieht, kein Ende; unter 
Befolgung der beiden Erzeugungsprincipe erhailt man immer wieder 
neue Zahlen und Zahlenreihen, die eine véllig bestimmte Succession 
haben. 

Es wird daher zunichst der Anschein erweckt, als ob wir uns bei 
dieser Bildungsweise neuer. ganzer bestimmt-unendlicher Zahlen ins 
Grenzenlose hin verlieren miissten, und dass wir ausser Stande seien, 
diesem endlosen Process einen gewissen vorldufigen Abschluss zu geben, 
um dadurch eine ahnliche Beschrinkung zu gewinnen, wie sie in Be- 
zug auf die iiltere Zahlenclasse (I) in gewissem Sinne thatsiichlich vor- 
handen war; dort wurde nur von dem ersten Erzeugungsprincip Ge- 
brauch gemacht und somit ein Heraustreten aus der Reihe (I) unméglich. 
Das zweite Erzeugungsprincip musste aber nicht nur iiber das bis- 
herige Zahlengebiet hinausfihren, sondern erweist sich allerdings als 
ein Mittel, welches im Verein mit dem ersten Erzeugungsprincip die 
Befahigung giebt, jede Schranke in der Begriffsbildung der realen 
ganzen Zahlen zu durchbrechen. 

Bemerken wir nun aber, dass alle bisher erhaltenen Zahken und 
die zuniichst auf sie folgenden eine gewisse Bedingung erfiillen, so er- 
weist sich diese Bedingung, wenn sie als Forderung an alle zundchst 
su bildenden Zahlen gestellt wird, als ein neues, zu jenen beiden hinzu- 
tretendes drittes Princip, welches von mir Hemmungs- oder Beschrén- 
kungsprincip genannt wird und das, wie ich zeigen werde, bewirkt, 
dass die mit seiner Hinzuziehung definirte zweite Zahlenclasse (I) nicht 
nur eine hdhere Michtigkeit erhilt als (1), sondern sogar genau die 
niichst hoihere, also zweite Méchtigkeit. 

Die erwihnte Bedingung, welche jede der bisher definirten unend- 
lichen Zahlen a, wie man sich sofort iiberzeugt, erfiillt, ist — dass 











Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. 579 


die Menge der dieser Zahl in der Zahlenfolge vorausgegangenen Zahlen 
von der Michtigkeit der ersten Zahlenclasse (1) ist. Nehmen wir z. B. 
die Zahl @®, so sind die ihr vorausgehenden in der Formel enthalten: 


yea" + v,@H—t + +++ + MyM + %, 


worih 4, %, %4,°- + Y alle endlichen, positiven, ganzen Zahlen- 
werthe mit Einschluss der Null und mit Ausschluss der Verbindung: 
vy = Vy =-++- =v, = 0 anzunehmen haben. 

Wie bekannt, lisst sich diese Menge in die Form einer einfach 
unendlichen Reihe bringen und hat also die Miichtigkeit von (I). 

Da ferner eine jede Folge von Mengen, von denen jegliche die 
erste Michtigkeit hat, wenn jene Folge selbst von der ersten Michtig- 
keit ist, immer wieder eine Menge ergiebt, welche die Miichtigkeit von 
(I) hat, so ist klar, dass bei Fortsetzung unserer Zahlenfolge man 
wirklich zuniichst immer wieder nur solche Zahlen erhiilt, bei denen 
jene Bedingung thatsdchlich erfullt ist. ' 

Wir definiren daher die zweite Zahlenclasse (II) als den Inbegriff 
aller mit Hiilfe der beiden Erzeugungsprincipe bildbaren, in bestimmter 
Succession fortschreitenden Zahlen a: 


@,@ + 1,--+, va" + v,@H-'+... Vy - 1 Vy 2, O, +++, Hes 


welche der Bedingung unterworfen sind, dass alle der Zahl « vorauf- 
gehenden Zahlen, von 1 an, eine Menge von der Miichtigkeit der Zahlen- 
classe (I) bilden. 


§ 12. 

Das erste, was wir nun zu zeigen haben, ist der Satz, dass die 
neue Zahlenclasse (11) eine Miichtigkeit hat, welche von derjenigen der 
ersten Zalhlenclasse (1) verschieden ist. 

Dieser Satz ergiebt sich aus dem folgenden Satze: 

jst a, &,-++ +, &,+-+ irgend eine die erste Michtigkeit habende 
Menge von verschiedenen Zahlen der zweiten Zahlenclasse (so dass 
wir befugt sind sie in jener einfachen Reihenform («,) anzunehmen), 
so ist entweder eine von ihnen die grésste, sie sei y, oder wenn dies 
nicht der Fall ist, so giebt es eine nicht unter den Zahlen «a, vor- 
kommende bestimmte Zahl 6 der zweiten Zahlenclasse (II), so dass 6 
grosser ist als alle «,, dass dagegen jede ganze Zahl fp’ < B von ge- 
wissen Zahlen der Reihe (a,) in der Grésse tbertroffen wird; die Zahlen 
y resp. 6 kénnen fiiglich die obere Grenze der Menge (a,) genaunt 
werden,‘ 

Der Beweis dieses Satzes ist einfach folgender: sei «,, in der 
Reihe (c,) die zuerst vorkommende Zahl, welche grésser ist als a,, 
«,, die zuerst vorkommende, welche grésser als a,, ist u. s. f. 





ee 
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Man hat alsdann: 
l<#,<%,<%#,<-:: 


Oy < Wy, << Ay, My, <I -- 
und 


ay < ay, 
sobald 
v< *%. 

Hier kann es nun vorkommen, dass von einer gewissen Zahl «, 
an alle in der Reihe (a,) auf sie folgenden kleiner sind als sie; dann 
ist sie offenbar die grésste von allen und wir haben: y = a@,,. Andern- 
falls denke man sich die Menge aller ganzen Zahlen von 1 an, die 
kleiner sind als «,, fiige zu dieser Menge zuniichst die Menge aller 
ganzen Zahlen, welche > a, und < a,,, alsdann die Menge aller Zahlen, 
welche > a,, und < ay, u. s. f., so erhilt man einen bestimmten Theil 
succedirender Zahlen unserer ersten beiden Zahlclassen und zwar ist 
diese Zahlenmenge offenbar von der ersten Michtigkeit und es existirt 
daher (der Definition von (II) zufolge) eine bestimmte Zahl 6 des In- 
begriffes (II), welche die jenen Zahlen nichst gréssere ist. Es ist also 
B > «,, und daher auch: B > a,, weil x, immer so gross angenommen 
werden kann, dass es grésser wird als ein vorgegebenes v und weil 
alsdann: a < a@,,. 

Andrerseits sieht man leicht, dass jede Zahl p’ < 6B von gewissen 
Zahlen a, der Grosse nach iibertroffen wird; womit nun alle Theile 
des Satzes bewiesen sind. 

Hieraus folgt nun der Satz, dass die Gesammtheit aller Zahlen der 
zweiten Zahlenclasse (II) nicht die Miichtigkeit von (I) hat; denn 


sonst wiirden wir uns den ganzen Inbegriff (II) in Form einer ein- 
fachen Reihe: 


His Boy * * *y Hy, ** 


denken kénnen, die nach dem soeben bewiesenen Satze entweder ein 
grésstes Glied y haben oder von einer gewissen Zahl 6 aus (II) hin- 
sichtlich der Grésse aller ihrer Glieder a, iibertroffen werden wiirde; 
im ersten Falle wiirde die zur Classe (II) gehérige Zahl y + 1, im 
zweiten Falle die Zahl 6 einerseits zur Classe (II) gehérig sein, andrer- 
seits nicht in der Reihe (a,) vorkommen, was bei der vorausgesetzten 
Identitaét der Mengen (Il) und (a,) ein Widerspruch ist; folglich hat 
die Zahlenclasse (II) eine andere Michtigkeit als die Zahlenclasse (I). 

Dass von den beiden Miichtigkeiten der Zahlenclassen (I) und (Il) 
wirklich die zweite die auf die erste néichst folgende ist, d.h. dass 
zwischen beiden Michtigkeiten keine anderen existiren, geht mit Be- 
stimmtheit aus einem Satze hervor, den ich sogleich angeben und be- 
weisen will. 
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Werfen wir jedoch vorher einen Blick riickwiirts und vergegen- 
wirtigen uns die Mittel, welche sowohl zu einer Erweiterung des realen 
ganzen Zahlbegriffs, wie auch zu einer neuen von der ersten verschie- 
denen Michtigkeit wohldefinirter Mengen gefiihrt haben, so waren es 
drei hervorspringende, von einander zu unterscheidende logische Mo- 
mente, die zur Wirksamkeit kamen, Es sind die beiden oben definirten 
Erzeugungsprincipe und ein zu diesen hinzakommendes Hemmungs- 
oder Beschriinkungsprincip, welches in der Forderung besteht, nur 
dann mit Hiilfe eines der beiden anderen Principe die Schépfung éiner 
neuen ganzen Zahl vorzunehmen, wenn die Gesammtheit aller vorauf- 
gegangenen Zahlen die Michtigkeit einer, ihrem ganzen Umfange 
nach bereits verhandenen, definirten Zahlenclasse hat, Auf diesem 
Wege, mit Beobachtung dieser drei Principe kann man mit der gréssten 
Sicherheit und Evidenz zu immer neven Zahlenclassen und mit ihnen 
zu allen in der kérperlichen und geistigen Natur vorkommenden, ver- 
schiedenen, successive aufsteigenden Miichtigkeiten gelangen und die 
hierbei erhaltenen neuen Zahlen sind dann immer durchaus von der- 
selben concreten Bestimmtheit und gegenstiindlichen Realitit wie die 
friheren; ich wiisste daher fiirwahr nicht, was uns von dieser Thitig- 
keit des Bildens neuer Zahlen zuriickhalten sollte, sobald es sich zeigt, 
dass fiir den Fortschritt der Wissenschaften die Einftihrung einer neuen 
von diesen unzihligen Zahlenclassen in die Betrachtungen wiinschens- 
werth oder sogar unentbehrlich geworden ist. 


§ 13. 

Ich komme nun zu dem versprochenen Nachweise, dass die Miichtig- 
keiten von (I) und von (II) unmittelbar einander folgen, so dass keine 
anderen Michtigkeiten dazwischen liegen. 

Wenn man aus dem Inbegriffe (II) nach irgend einem Gesetze 
eine Menge (a) von verschiedenen Zahlen « auswihlt, d. h. irgend 
eine in (IJ) enthaltene Menge (a’) sich denkt, so hat eine solche Menge 
stets Eigenthiimlichkeiten die sich in den folgenden Sitzen zum Aus- 
druck bringen lassen. 

,,Unter den Zahlen der Menge (a’) giebt es immer eine Kleinste.‘ 

Hat man im Besonderen eine Folge.von Zahlen des Inbegriffes 
(IL): @,, a, +++, @ ,--+-, die ihrer Grésse nach fortwihrend abnehmen 
(so dass a; > ay wenn B > B), so bricht diese Reihe nothwendig mit 
einer endlichen Gliederzahl ab und schliesst mit der kleinsten der 
Zahlen; die Reihe kann keine unendliche sein.“ 

Es ist bemerkenswerth, dass dieser Satz, welcher, wenn die Zahlen 
«gs endliche ganze Zahlen sind, unmittelbar klar ist, sich auch in dem 
Falle unendlicher Zahlen wg nachweisen lisst. In der That nach dem 
vorigen Satze, der aus der Definition der Zahlenreihe (IL) sich leicht 
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ergiebt, ist unter den Zahlen «,, wenn man nur diejenigen von ihnen 
ins Auge fasst, bei denen der Index v endlich ist, eine kleinste vor- 
handen; ist diese etwa = a, so ist einleuchtend, dass, wegen a, > ay+41, 
die Reihe «, und somit auch die ganze Reihe @, genau aus ¢ Gliedern 
bestehen muss, also eine endliche Reihe ist. 

Nun erhiilt man folgenden Fundamentalsatz: 

» lst (@’) irgend eine in dem Inbegriffe (II) enthaltene Zahlenmenge, 
so kénnen nur folgende drei Fille vorkommen: entweder («’) ist ein 
endlicher Inbegriff, d. h. besteht aus einer endlichen Anzahl von Zahlen, 
oder es hat (a’) die Miichtigkeit erster Classe oder drittens es hat (a’) 
die Michtigkeit von (II); Quartum non datur.“ 

Der Beweis liisst sich folgendermaassen einfach fiihren: sei 2 die 
erste Zahl der dritten Zahlenclasse (III); es sind alsdann simmtliche 
Zahlen «’ der Menge (a’), weil letztere in (II) enthalten ist, kleiner als Q. 

Wir denken uns nun die Zahlen e@’ ihrer Grésse nach geordnet; 
@ sei die kleinste unter ihnen, a4; die nichst gréssere u. s. f., so 
erhiilt man die Menge (c’) in der Form einer ,,wohlgeordneten“‘ Menge e;, 
wo 6 Zahlen unserer natiirlichen erweiterten Zahlenreihe von @ an 
durchliuft; offenbar bleibt hierbei 6 immer kleiner oder gleich a; und 
da a, < &, so ist also auch 6B < &. . Die Zahl B kann also nicht tiber 
die Zahlenclasse (II) hinausgehen, sondern verharrt innerhalb des Ge- 
bietes derselben; es kénnen daher nur drei Fille -stattfinden: entweder 
es bleibt 6 unterhalb einer angebbaren Zahl der Reihe w + v, alsdann 
ist (a’) eine endliche Menge; oder es nimmt £ alle Werthe der Reihe 
@-+ v an, bleibt aber unterhalb einer angebbaren Zahl der Reihe (II), 
alsdann ist (@’) offenbar eine Menge von der ersten Miichtigkeit; oder 
drittens es nimmt 6 auch beliebig grosse Werthe in (II) an, alsdann 
durchliuft 6 alle Zahlen von (II); in diesem letzten Falle hat der In- 
begriff (a3), d. h. die Menge (a’) offenbar die Miichtigkeit von (II); 
w. z b. w. 

Als unmittelbares Ergebniss des soeben bewiesenen Satzes er- 
scheinen nun die folgenden: 

»Hat man irgend eine wohldefinirte Menge M von der Miichtig- 
keit der Zahlenclasse (If) und nimmt irgend eine unendliche Theilmenge 
M’ von M, so iiisst sich -der Inbegriff M’ entweder in Form einer 
einfach unendlichen Reihe denken, oder es ist mdglich die beiden 
Mengen M’ und M gegenseitig eindeutig auf einander abzubilden.“ 

»,Hat man irgend eine wohldefinirte Menge M von der zweiten 
Miichtigkeit, eine Theilmenge M’ von M und eine Theilmenge M” von 
M’ und weiss man, dass die letztere M” gegenseitig eindeutig abbild- 
bar ist auf die erste M, so ist immer auch die zweite M’ gegenseitig 
eindeutig abbildbar auf die erste und daher auch auf die dritte.“ 

Ich spreche diesen letzten Satz hier, wegen des Zusammenhanges 
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mit den vorangehenden, unter der Voraussetzung aus, dass M die 
Michtigkeit von (II) hat; offenbar ist er auch dann richtig, wenn M 
die Michtigkeit von (I) hat; es scheint mir aber héchst bemerkens- 
werth und hebe ich es daher ausdriicklich hervor, dass dieser Satz 
allgemeine Giiltigkeit hat, gleichviel welche Michtigkeit der Menge M 
zukommen mag. Darauf will ich in einer spiteren Abhandlung niher 
eingehen und alsdann das eigenthiimliche Interesse nachweisen, welches 
sich an diesen allgemeinen Satz kniipft. 


§ 14. 

Ich will nun noch zum Schlusse die Zahlen der zweiten Zahlen- 
classe (II) und die mit ihnen ausfthrbaren Operationen einer Betrach- 
tung unterwerfen, wobei ich mich aber bei dieser Gelegenheit nur auf 
das Nichstliegende beschriinken will, indem ich mir die Verdffent- 
lichung eingehender Untersuchungen dariiber auf spiiter vorbehalte. 

Die Operationen des Addirens und Multiplicirens habe ich in § 1 
allgemein definirt und gezeigt, dass sie fiir die unendlichen ganzen 
Zahlen im Allgemeinen nicht dem commutativen, wohl aber dem asso- 
ciativen Gesetze unterworfen sind; dies gilt also im Besondern auch 
fiir die Zahlen der zweiten Zahlenclasse, Hinsichtlich des distributiven 
Gesetzes, so ist dasselbe nur in der folgenden Form allgemein giiltig: 


(a+ B)y=ay + By 
(wo a+ 8, a, B als Multiplicatoren auftreten), 


wie man aus der inneren Anschauung unmittelbar erkennt. 

Die Subtraction kann nach zwei Seiten hin betrachtet werden. 
Sind « und # irgend zwei ganze Zahlen, a < B, so iiberzeugt man 
sich leicht, dass die Gleichung: 


a+e=—6 
immer eine und nur eine Auflésung nach & zuliisst, wo, wenn a und 8 
Zahlen aus (IJ) sind, € eine Zahl aus (1) oder (II) sein wird. Diese 
Zahl § werde gleich B — a gesetzt. 

Betrachtet man hingegen die folgende Gleichung: 

E+a=—6 
so zeigt sich, dass dieselbe oft nach & gar nicht lésbar ist, z, B. tritt 
dieser Fall bei folgender Gleichung ein: 

E+o=o-+l. 

Aber auch in denjenigen Fallen, wo die Gleichung: § + «a = p 
nach € lésbar ist, findet es sich oft, dass sie durch unendlich viele 
Zahlwerthe von & befriediget wird; von diesen verschiedenen Auf- 
lésungen wird aber immer eine die kleinste sein. 

Fiir diese kleinste Wurzel der Gleichung: 


E+a=8, 
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falls letztere tiberhaupt lésbar ist, wahlen wir die Bezeichnung B,, was 
also von 6— a, welche letztere Zahl immer vorhanden ist wenn nur 
a < B, im Allgemeinen verschieden ist. 

Besteht ferner zwischen drei ganzen Zahlen B, «, y die Gleichung: 


B=, 
(wo y Multiplicator ist), so tiberzeugt man sich leicht, dass die Gleichung: 
B= §a 


nach € keine andere Auflésung hat als § = y und man bezeichnet in 
diesem Falle y durch e. ‘ 
Hingegen findet man, dass die Gleichung: 
B= as 
(wo & Multiplicandus ist), wenn sie iiberhaupt auflésbar nach & ist, oft 


mehrere und selbst unendlich viele Wurzeln hat, von denen aber eine 
immer die kleinste ist; diese kleinste der Gleichung: 6 = @&, falls 


>) 
letztere tiberhaupt auflésbar ist, geniigende Wurzel werde mit: 

8 

a 


bezeichnet. 

Die Zahlen @ der zweiten Zahlenclasse sind zweierlei Art: 1) solche 
«, welche ein ihnen niachstvorangehendes Glied in der Reihe haben, 
welches alsdann a, ist, diese Zahlen nenne ich von der ersten Art. 


2) soleche a, welche ein ihnen niichstvorangehéendes Glied in der Reihe 
nicht haben, fiir welche also @ nicht existirt; diese Zahlen nenne ich 
von der zweiten Art. Die Zahlen @, 2@, a+ @, w” sind beispiels- 
weise von der zweiten Art, dagegen + 1, @? + @ + 2, a +3 von 
der ersten Art sind. 

Dem entsprechend zerfallen auch die Primzahlen der zweiten 
Zahlenclasse, welche ich allgemein in § 1 definirt, in Primzahlen der 
zweiten und in solche der ersten Art. 

Primzahlen der zweiten Art sind in der Reihenfolge ihres Auf- 
tretens in der Zahlenclasse (Il) folgende: 

@, @, a, o”,-- 
so dass unter allen Zahlen der Form: 

Pp = Vy" + V,@—* + ++ + M1 + My 

nur die eime Primzahl w der zweiten Art vorhanden ist; man schliesse 
aber nicht aus dieser verhiltnissmiissig spiirlichen Vertheilung der 
Primzahlen zweiter Art, dass der Inbegriff von ihnen allen eine ge- 
ringere Michtigkeit habe als die Zahlenclasse (II) selbst; es findet sich, 
dass dieser Inbegriff dieselbe Miichtigkeit hat wie (II). 


eee 


ELLE ES 


Die 
ebe 
Pri 


wo 


yas 


ur 


in 


oft 
ine 
alls 


che 
en, 
Art. 
‘ihe 
ich 
els- 
von 


ten 
der 


Luf- 


esse 
der 


ge- 


ich, 


ed 


ne ee 


ESET 


Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. 585 


Die Primzahlen erster Art sind zuniichst: 


o +1, a1, ---,o#41, +> 
Dieses sind die einzigen Primzahlen erster Art, welche unter den so- 
eben mit g bezeichneten Zahlen vorkommen; die Gesammtheit aller 
Primzahlen erster Art in (Il) hat gleichfalls die Michtigkeit von (II). 

Die Primzahlen der zweiten Art haben eine EKigenschaft, welche 
ihnen einen ganz aparten Charakter giebt; ist » eine solche Primzahl 
(zweiter Art), so ist stets 7a —y, wenn «@ irgend eine Zahl kleiner 
als ist; daraus folgt, dass, wenn « und # irgend zwei Zahlen sind, 
die beide kleiner als 4, alsdann immer auch das Product «f kleiner 
ist als ». 

Beschriinken wir uns hier zuniichst auf die Zahlen der zweiten 
Zahlenclasse, welche die Form g haben, so finden sich fiir diese fol- 
gende Additions- und Multiplicationsregeln. Sei: 


9 = HOM + Yar .-- + 
v= Om + Q,@** +--+ + Oa, 


wo wir v, und eg, von Null verschieden voraussetzen. 


Addition. 
1) Ist w < A, so hat man: 
gpt+v=y. 


2) Ist w > A, so hat man: 

PAV MOH of aH $ (Yp-2 + @) @ + Qo 
+ 9,@** +--+ + g2. 

3) Fiir «=A ist: 

P+ Y= (% + Qo) oF + Qa! + +--+ Or. 
Multiplication. 

1) Ist v, von Null verschieden, so hat man: 
Pw=v, colt4 + y, etal... yy, et! + 4, 9 + Q, 4-1 + +--+ Q2- 
Falls 4 = 0 ist das letzte Glied rechterseits: v, Q,. 

2) Ist v, = 0, so hat man: 

py = volt + y, ott 4... + y, 10+ = pot, 


Die Zerlegung einer Zahl p in ihre Primfactoren ist folgende. 
Hat man: 


9 = co" + ca + ca +... + ca? 
> Uy > ly Dts > Ue 


wo 


und 
Cor > * °° Co 
Mathematische Annalen, XXI. 39 
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von Null verschiedene positive endliche Zahlen sind, so ist: 


P = Cy (co#—H 1) C, (Gate 1) Cy + + + Coa (MOE MP + 1) Cg ca; 


denkt man sich noch ¢, ¢,,--++¢g—-1¢ nach den Regeln der ersten 
Zahlenclasse in Primfactoren zerlegt, so hat man alsdann die Zerlegung 
von g in Primfactoren; denn die Factoren * + 1, und @ sind, wie 
oben bemerkt, selbst Primzahlen. Diese Zerlegung von Zahlen der 
Form @ ist einzig bestimmt, auch hinsichtlich der Reihenfolge der 
Factoren, wenn man von der Commutabilitiit der Primfactoren inner- 
halb der einzelnen ¢ abstrahirt und wenn bestimmt wird, dass der 
letzte Factor eine Potenz von @ oder gleich Kins sein soll und dass 
@ nur an der letzten Stelle Factor sein darf. Ueber die Verallgemei- 
nerung dieser Zerlegung in Primfactoren auf beliebige Zahlen a der 
zweiten Zahlenclasse (II) werde ich bei einer spateren Gelegenheit 
schreiben. 
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Anmerkungen. 


Zu § 1, 

1) Mannichfaltigkeitslehre. Mit diesem Worte bezeichne ich einen sehr viel 
umfassenden Lehrbegriff, den ich bisher nur in der speciellen Gestaltung einer 
arithmetischen oder geometrischen Mengenlehre auszubilden versucht habe. Unter 
einer Mannichfaltigkeit oder Menge verstehe ich nimlich allgemein jedes Viele, 
welches sich als Eines denken liisst, d. h. jeden Inbegriff bestimmter Elemente, 
welcher durch ein Gesetz zu einem Ganzen verbunden werden kann und ich 
glaube hiermit etwas zu definiren, was verwandt ist mit dem Platonischen sidog 
oder 2dga, wie auch mit dem, was Platon in seinem Dialoge ,,Philebos oder das 
hichste Gut“ uexroy nennt. Er setzt dieses dem e&zergov, d. h. dem Unbegrenzten, 
Unbestimmten, welches ich Uneiyentlich-unendliches nenne, sowie dem zégag 
d. h. der Grenze entgegen und erklirt es als ein geordnetes ,,Gemisch‘t der 
beiden letzteren. Dass diese Begriffe Pythagoreischen Ursprungs sind, deutet 
Platon selbst an; man vergleiche A. Boeckh, Philolaos des Pythagoreers 
Lehren. Berlin 1819. 


. Zu § 4. 

2) Aristoteles. Man vergleiche die Darstellung Zellers in seinem grossen 
Werke: ,,Die Philosophie der Griechen, III. Aufl., Il, Theil, 2. Abth. pag. 393 
bis 403. Die Auffassung Platons vom Unendlichen ist eine ganz ‘andere, wie die 
des Aristoteles; denn man vergleiche Zeller II. Theil, 1. Abth. pag. 628—646. 
Ebenso finde ich fiir meine Auffassungen Beriihrungspunkte in der Philosophie des 
Nicolaus Cusanus. Man vgl.: R. Zimmermann, der Cardinal Nicolaus 
von Cusa als Vorgiinger Leibnizens (Sitzungsberichte d. Wiener Akademie d. 
Wiss. Jahrg. 1852), Dasselbe bemerke ich in Beziehung auf Giordano Bruno, 
den Nachfolger des Cusaners. Man vergl.,Brunnhofer, Giordano Bruno's 
Weltanschauung und Verhiingniss. Leipzig 1882. 

Ein wesentlicher Unterschied besteht aber darin, dass ich die verschiedenen 
Abstufungen des Eigentlich-unendlichen durch die Zahlenclassen (I), (11), (III) 
u. s. w. ein fiir allemal dem Begriffe nach fixire und es erst nun als Aufgabe be- 
trachte, die Beziehungen der tiberendlichen Zahlen nicht nur mathematisch zu 
untersuchen, sondern auch alliiberall, wo sie in der Natur vorkommen, nach- 
zuweisen und zu verfolgen. Dass wir auf diesem Wege immer weiter, niemals 
an eine uniibersteigbare Grenze, aber auch zu keinem auch nur angeniiherten Er- 
fassen des Absoluten gelangen werden, unterliegt fiir mich keinem Zweifel. Das 
Absolute kann nur anerkannt, aber nie erkannt, auch nicht annihernd erkannt 
werden. Denn wie man innerhalb der ersten Zahlenclasse (I) bei jeder noch so 
grossen endlichen Zahl immer dieselbe Michtigkeit der ihr griésseren endlichen 
Zahlen vor sich hat, ebenso folgt auf jede noch so grosse tiberendliche Zahl irgend 
einer der héheren Zahlenclassen (Il) oder (III) u. s, w. ein Inbegriff von Zahlen 
und Zahlenclassen, der an Michtigkeit nicht das Mindeste eingebiisst hat gegen 
das Ganze des von 1 anfangenden absolut unendlichen Zahleninbegriffs, Es ver- 
halt sich damit ibnlich, wie Albrecht von Haller von der Ewigkeit sagt: ,,ich 
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zieh’ sie ab [die ungeheure Zahl] und Du [die Ewigkeit]) liegst ganz vor mir.“ 
Die absolut unendliche Zahlenfolge erscheint mir daher in gewissem Sinne als ein 
geeignetes Symbol des Absoluten; wogegen die Unendlichkeit der ersten Zahlen- 
classe (I), welche bisher dazu allein gedient hat, mir, eben weil ich sie fiir eine 
fassbare Idee (nicht Vorstellung) halite, wie ein ganz verschwindendes Nichts im 
Vergleich mit Jener vorkommt. Bemerkenswerth erscheint mir auch dieses, dass 
jede der Zahlenclassen, also auch jede der Miichtigkeiten, einer ganz bestimmten 
Zahl des absolut-unendlichen Zahleninbegriffs zugeordnet ist und zwar so, dass 
auch zu jeder iiberendlichen Zahl y eine Michtigkeit vorhanden ist, welche die 
y za nennen ist; es bilden also auch die verschiedenen Michtigkeiten eine ab- 
solutunendliche Folge. Dies ist um so merkwiirdiger, als die Zahl y, welche die 
Ordnung einer Michtigkeit angiebt (falls die Zahl y eine ihr niichst vorangehende 
hat) zu den Zahlen derjenigen Zahlenclasse, welche diese Miichtigkeit hat, in einem 
Gréssenverhiltniss steht, dessen Kleinheit jeglicher Beschreibung spottet und 
dies umsomehr, je grésser y angenommen wird. 


Zu § 5. 

3) determinari possunt. Dem Unbestimmten, Veriinderlichen, Uneigentlich- 
unendlichen, in welcher Form sie auch erscheinen, kann ich kein Sein zu- 
schreiben, denn sie sind nichts als entweder Beziehungsbegriffe oder rein subjec- 
tive Vorstellungen resp, Anschauungen (imaginationes), in keinem Falle adiiquate 
Ideen. Wenn also nur das Uneigentlich-unendliche in dem Satze ,,infinitum actu 
non datur“ gemeint wire, so kénnte ich ihn unterschreiben, er wiire aber als- 
dann ein rein tautologischer, Der Sinn dieses Satzes scheint mir aber an den 
bezeichneten Quellen vielmehr der zu sein, dass durch ihn die Uyméglichkeit des 
begrifflichen Setzens einer bestimmten Unendlichkeit ausgesprochen werden soll 
und in dieser Bedeutung halte ich ihn fiir falsch, 


Zu § 7. 

4 Realisten. Man findet den positivistischen und realistischen Standpunkt in 
Bezug auf (das Unendliche beispielsweise in: Diihring, natiirliche Dialectik, Berlin 
1865, pag. 109—135 und in v. Kirchmann, Katechismus der Philosophie pag. 124 
bis 130 auseinandergesetzt, Man vergleiche auch Ueberweg’s Anmerkungen zu 
Berkeley’s Abhandl. iiber d. Princ, der menschlichen Erkenntniss in vy. Kirch- 
mann’s philosophischer Bibliothek, Ich kann nur wiederholen, dass in der 
Wiirdigung des Uneigentlich-unendlichen ich im Wesentlichen mit allen diesen 
Autoren iibereinstimme; der Differenzpunkt liegt nur darin, dass von ihnen dieses 
synkategorematische Unendliche fiir das einzige durch ,, Wendungen“ oder Begriffe, 
und hier sogar durch blosse Beziehungsbegriffe fassbare Unendliche angesehen 
wird. Die Beweise Diihring’s gegen das Eigentlich-unendliche kénnten mit viel 
weniger Worten gefiihrt werden und scheinen mir entweder darauf hinauszulaufen, 
dass, die bestimmte endliche Zahl, wenn sie auch noch so gross gedacht wird, 
niemals eine unendliche sein kann, was aus ihrem Begriff unmittelbar folgt oder 
darauf, dass die verinderliche unbeschriinkt grosse endliche Zahl nicht mit dem 
Pridicate der Bestimmtheit und daher auch nicht mit dem Pridicate des Seins 
gedacht werden kann, was wiederum aus dem Wesen der Verinderlichkeit un- 
mittelbar sich ergiebt. Dass hiermit gegen die Denkbarkeit bestimmter iiber- 
endlicher Zahlen nicht das Geringste ausgemacht sei, ist fiir mich nicht zweifel- 
haft; und dennoch werden jene Beweise fiir Beweise gegen die Realitiit iiber- 
endlicher Zahlen gehalten. Mir erscheint diese Argumentation ibnlich wie wenn 
man daraus, dass es unziihlig viele Intensitiiten des Griinen giebt, schliessen wollte, 
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dass es kein Rothes geben kinne. Merkwiirdig ist es aber allerdings, dass 
Diihring auf pag. 126 seiner Schrift selbst zugesteht, dass fiir die Erklarung der 
,,Méglichkeit der unbeschriinkten Synthesis‘‘ ein Grund vorhanden sein muss, den 
er als ,,begreiflicher Weise véllig unbekannt‘‘ bezeichnet. Hierin liegt, wie mir 
scheint, ein Widerspruch. 

Ebenso finden wir aber auch, dass dem Idealismus nahestehende oder selbst 
ihm ganz huldigende Denker den bestimmt-unendlichen Zahlen jede Berechtigung 
versagen. 

Chr, Sigwart in seinem ausgezeichneten Werke: Logik, II, Bd. Die Methoden- 
lehre (‘Tiibingen 1878) argumentirt ganz ebenso wie Diihring und sagt auf pag. 47: 
eine unendliche Zahl ist eine Contradictio in adjecto“. 

Aehnliches findet sich bei Kant und J, F. Fries; man vergleiche des letzteren: 
System der Metaphysik (Heidelberg 1824) in § 51 u. § 52, Auch die Philosophen 
der Hegel’schen Schule lassen die eigentlich-unendlichen Zahlen nicht gelten; 
ich fiihre nur das verdienstvolle Werk von K. Fischer an, sein System der Logik 
und Metaphysik oder Wissenschaftslehre, 2. Aufl. (Heidelberg 1865) pag. 275. 


Zu § 8. 
5) Was ich hier intrasubjective oder immanente Realitit von Begriffen oder 
Ideen nenne, diirfte mit der Bestimmung ,,adaquat“ in derjenigen Bedeutung, 
wie dieses Wort von Spinoza gebraucht wird, tibereinstimmen, indem er sagt: 
Eth. pars Il def. IV, ,,Per ideam adaequatam intelligo ideam, quae, quatenus in 
se.sine relatione ad objectum consideratur, omnes verae ideae proprietates sive 
denominationes intrinsecas habet.‘‘ 

6) Diese Ueberzeugung stimmt im Wesentlichen sowohl mit den Grundsiitzen 
des Platonischen Systems, wie auch mit einem wesentlichen Zuge des Spinoza- 
schen Systems iiberein; in ersterer Beziehung verweise ich auf Zeller, Philos, d. 
Griechen, 3. Aufl. 2. Theil 1, Abth. pag. 541—602. Es heisst hier gleich im Anfange des 
Abschnittes: ,,.Nur das begriffliche Wissen soll (nach Plato) eine wahre Erkennt- 
niss gewihren. So viel aber unsern Vorstellungen Wahrheit zukommt — diese 
Voraussetzung theilt Plato mit andern (Parmenides) — ebensoviel muss ihrem 
Gegenstand Wirklichkeit zuakommen, und umgekehrt. Was sich erkennen list, 
ist, was sich nicht erkennen lisst, ist nicht, und in demselben Masse, in dem 
etwas ist, ist es auch erkennbar.“ 

Hinsichtlich Spinozas brauche ich nur an seinen Satz in Ethik, pars II, 
prop. VII zu erinnern: ,,ordo et connexio idearum idem est ac ordo et connexio 
rerum.“ ~ 

Auch in der Leibnizschen Philosophie lisst sich dasselbe erkenntnisstheore- 
tische Princip nachweisen. Erst seit dem neueren Empirismus, Sensualismus und 
Skepticismus, sowie dem daraus hervorgegangenen Kan tischen Kriticismus glaubt 
man die Quelle des Wissens und der Gewissheit in die Sinne oder doch in die 


-sogenannten reinen Anschauungsformen der Vorstellungswelt verlegen und auf 


sie beschrinken zu miissen; meiner Ueberzeugung nach liefern diese Elemente 
durchaus keine sichere Erkenntniss, weil letztere nur durch Begriffe und Ideen 
erhalten werden kann, die von iiusserer Erfahrung hichstens angeregt, der Haupt- 
sache nach durch innere Induction und Deduction gebildet werden als Etwas, was 
in uns gewissermassen schon lag und nur geweckt und zum Bewusstsein ge- 


bracht wird. 
Zu § 8,7 und § 9, 8 
Der Vorgang bei der correcten Bildung von Begriffen ist m. E. iiberall der- 
selbe; man setzt ein eigenschaftsloses Ding, das zuerst nichts anderes ist, als ein 
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Name oder ein Zeichen A und giebt demselben ordnungsmiissig verschiedene, 
selbst unendlich viele verstiindliche Priidicate, deren Bedeutung an bereits vor- 
handenen Ideen bekannt ist und die einander nicht widersprechen diirfen; da- 
durch werden die Beziehungen von A zu den bereits vorhandenen Begriffen und 
namentlich zu den verwandten bestimmt; ist man hiermit, volistindig zu Ende, 
so sind alle Bedingungen zur Weckung des Begriffes A, welcher in uns ge- 
schlummert, vorhanden und er tritt fertig ins Dasein, versehen mit der intrasub- 
jectiven Realitit, welche iiberall von Begriffen nur verlangt werden kann; seine 
transiente Bedeutung zu constatiren ist alsdann Sache der Metaphysik. 


Zu § 10. 

9) Thomas von Aquino, Opuscula, XLII de natura generis, cap. 19 et 20; 
LII de natura loci; XXXII de natura materiae et de dimensionibus interminatigs, 
Man vergleiche: C.J ourdin, la Philosophie de Saint Thomas d’Aquin, pag. 303—329; 
K. Werner, der heilige Thomas von Aquino (Regensburg 1859), 2. Bd. p. 177 
—201. 

10) Selbst der Inbegriff aller stetigen, aber auch derjenige aller integrir- 
baren Functionen einer oder mehrerer Veriinderlichen diirfte nur die Miichtigkeit 
der zweiten Zahlenclasse (Il) haben; liisst man jedoch alle Beschriinkungen fallen 
und betrachtet den Inbegriff aller stetigen und unstetigen Functionen einer oder 
mehrerer Veriinderlichen, so hat diese Menge die Miichtigkeit der dritten Zahlen- 
classe (III), 

11) Von den perfecten Mengen liisst sich der Satz beweisen, dass sie die 
Michtigkeit von (I) niemals haben. 

Als ein Beispiel einer perfecten Punctmenge, die in keinem noch so kleinen 
Intervall iiberall dicht ist, fiihre ich den Inbegriff aller reellen Zahlen an, die in 
der Formel: 


ee tt tote: 


enthalten sind, wo die Coefficienten c, nach Belieben die beiden Werthe o und 
2 anzunehmen haben und die Reihe sowohl ans einer endlichen, wie aus einer 
unendkchen Anzghl von Gliedern bestehen kann. 

12) Man beachte, dass diese Definition eines Continuums frei ist von jedem 
Hinweis auf das, was man die Dimension eines stetigen Gebildes nennt; die Defi- 
nition umfasst niimlich auch solche Continua, die aus zusammenhiingenden Stiicken 
verschiedener Dimension, wie Linien, Flichen, Kérper etc. bestehen. Bei einer 
spiteren Gelegenheit will ich zeigen, wie man von diesem allgemeinen Continuum 
zu den spezielleren Continuis mit bestimmter Dimension ordnungsmissig hinkommt, 
Ich weiss sehr wohl, dass das Wort ,,Continwum“ in der Mathematik eine feste 
Bedeutung bisher nicht angenommen hat; es wird daher meine Definition des- 


selben von Einigen als zu eng, von Anderen als zu weit beurtheilt werden; hoffent-— 


lich ist es mir gelungen, dabei die richtige Mitte zu finden. 

Nach meiner Auffassung kann unter einem Continuum nur ein perfectes und 
Z enhiingendes Gebilde verstanden werden. Darnach sind beispielsweise eine 
gerade Strecke, welcher der eine oder beide Endpunkte fehlen, desgleichen eine 
Kreisfliiche, von welcher die Begrenzung ausgeschlossen ist, keine vollkommenen 
Continua; ich nenne derartige Punktmengen Semicontinua. 

Allgemein verstehe ich unter einem Semicontinwum eine imperfecte, zusammen- 
hiingende und zur zweiten Classe gehérige Punktmenge, welche so beschaffen ist, 
dass je zwei Punkte desselben durch ein vollkommenes Continuum, welches ein 
Bestandtheil der Punktmenge ist, verbunden werden kinnen. So ist z. B. der in 
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Bd. XX, pag. 119 der Math. Annalen von mir mit % bezeichnete Raum, welcher 
aus G, durch Entfernung irgend einer Punktmenge erster Michtigkeit enteteht, 
ein Semicontinuum. 

Die Ableitung einer zusammenhiingenden Punktmenge ist stets ein Continuum, 
wobei es gleichgiiltig ist, ob die zusammenhingende Punktmenge die erste oder 
zweite Michtigkeit hat. 

Ist eine zusammenhingende Punktmenge von der ersten Michtigkeit, so kann 
ich sie weder ein Continuum noch ein Semicontinuum nennen, 

Durch die von mir an die Spitze der Mannichfaltigkeitslehre gestellten Be- 
griffe mache ich mich anheischig, die siimmtlichen Gebilde der algebraischen so- 
wohl wie der transcendenten Geometrie nach allen ibren Miglichkeiten zu er- 
forschen, wobei die Allgemeinheit und Schiirfe der Resultate von keiner andern 
Methode iibertroffen werden diirften. 


Bei dieser Gelegenheit méchte ich einige Druckfehler und Aus- 
lassungen in den friiheren Nummern 1, 3, 4 dieses Aufsatzes berichtigen. 
In No. 1. Bd. XV, pag. 6 in der 15, Z. v. o, 1. ,Reihe“ statt ,,Reihen’.. In 
No. 3 Bd. XX, pag. 114 in d, 26. Z. v. o. ist zwischen ,,a“ und ,,Punkte“ der 
Relativsatz einzuschieben: .,welches mit a gleiche Dimensionenzahl hat.‘ In No. 4. 
Bd. XXI, pag. 56 in der 1, Z. v. 0. ist zw. die Worte ,,dagegen“ und _ ,,ausser- 
halb“* der Relativsatz einzuschieben: ,,falls nicht ¢ und d isolirte Punkte von Q 
sind“; ebendas. in der 4. Z, ist zw. ,,d“ und ,,selbst‘' der Satz einzufiigen: ,,auch 
im letzteren Falle‘, 


Halle, October 1882. 
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